
(1) Számı́tsuk ki az alábbi mátrixok rangját a defińıció alpján! (Kommu-
tat́ıv gyűrű elemeiből képezett márix rangján a nem nulla értékű alde-
terminánsok rendszámának maximumát értjük. Test elemeiből képezett
mátrix rangjának kétféle defińıciója ekvivalens, azaz a nem nulla értékű
aldeterminánsok rendszámának maximuma megegyezik a mátrix os-
zlopvektoraiból álló vektorrendszer rangjával, ami nem más, mint az
általuk kifesźıtett altér dimenziója, ami megegyezik a közöttük lévő
lineárisan függetlenek számának maximumával.)

•

A =

1 2 3
3 2 1
2 1 3.


Megoldás: Mivel az A mátrix determinánsa −12, ezért rangja
egyenlő 3-mal.

•

A =

 1 −3 5
0 −2 13
−2 4 3.


Megoldás: Mivel az A mátrix determinánsa −12, ezért rangja
egyenlő 3-mal.

•

A =

 1 2 −2
−2 −6 4
−1 −3 2.


Megoldás: Mivel az A mátrix determinánsa 0 és van másodrendű

nem nulla aldeterminánsa (pl. a bal felső sarokban álló

∣∣∣∣ 1 2
−2 −6

∣∣∣∣
aldetermináns), ezért A rangja egyenlő 2-vel.

(2) Elemi átalaḱıtások seǵıtségével számı́tsuk ki az alábbi márixok rangját!
(Hozzuk olyan alakra a mátrixokat, amelyben a főátlón kivül minden
elem nulla. Ekkor a rang megegyezik a főátlóban álló nem nulla elemek
számával.)
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•

A =

 1 1 2
2 4 5
−1 1 −1.


Megoldás:

A =

 1 1 2
2 4 5
−1 1 −1

 ∼
1 1 2

0 2 1
0 2 1

 ∼
1 0 0

0 2 1
0 2 1

 ∼
1 0 0

0 2 1
0 0 0

 ∼
1 0 0

0 2 0
0 0 0


Tehát az A mátrix rangja 2.

•

A =

 1 2i 1 + 2i
3 i 3− i
4i −3 −1 + 4i.


Megoldás:

 1 2i 1 + 2i
3 i 3− i
4i −3 −1 + 4i

 ∼
1 2i 1 + 2i

0 −5i −7i
0 5 7

 ∼
1 0 0

0 −5i −7i
0 5 7

 ∼

∼

1 0 0
0 −5i −7i
0 0 0

 ∼
1 0 0

0 −5i 0
0 0 0

 .

A mátrix rangja 2.

•

A =


1 1 1 1
1 2 −1 −2
1 −1 0 1
1 −2 −1 0

 .

Megoldás:
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1 1 1 1
1 2 −1 −2
1 −1 0 1
1 −2 −1 0

 ∼


1 1 1 1
0 1 −2 −3
0 −2 −1 0
0 −3 −2 −1

 ∼


1 0 0 0
0 1 −2 −3
0 −2 −1 0
0 −3 −2 −1

 ∼

∼


1 0 0 0
0 1 −2 −3
0 0 −5 −6
0 0 −8 −10

 ∼


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −5 −6
0 0 −8 −10

 ∼


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 6

5

0 0 1 5
4

 ∼

∼


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 6

5

0 0 0 1
20

 ∼


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

20

 ∼


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Tehát az A mátrix rangja 4.

•

A =


1 2 2 2 1 2
2 9 2 2 9 2
2 2 9 2 9 2
2 2 2 3 3 2

 .

Megoldás:
1 2 2 2 1 2
2 9 2 2 9 2
2 2 9 2 9 2
2 2 2 3 3 2

 ∼


1 2 2 2 1 2
0 5 −2 −2 7 −2
0 −2 5 −2 7 −2
0 −2 −2 −1 1 −2

 ∼

∼


1 0 0 0 0 0
0 5 −2 −2 7 −2
0 −2 5 −2 7 −2
0 −2 −2 −1 1 −2

 ∼


1 0 0 0 0 0
0 −2 −2 −1 1 −2
0 5 −2 −2 7 −2
0 −2 5 −2 7 −2

 ∼

∼


1 0 0 0 0 0
0 −1 −2 −2 1 −2
0 −2 5 −2 7 −2
0 −2 −2 5 7 −2

 ∼


1 0 0 0 0 0
0 −1 −2 −2 1 −2
0 0 9 2 5 2
0 0 2 9 5 2

 ∼
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∼


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 9 2 5 2
0 0 2 9 5 2

 ∼


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 2 9 2 5
0 0 2 2 9 5

 ∼

∼


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 2 9 2 5
0 0 0 −7 7 0

 ∼


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0 −7 7 0

 ∼

∼


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 −7 0 0

 .

Tehát az A mátrix rangja 4.

(3) Az a és b paraméterek milyen értékei mellett lesz az alábbi mátrixok
rangja 1, 2, 3?

•

A =

1 2 −1
3 1 a
b 0 5.


Megoldás: Mivel a mátrix bal felső sarkában lévő∣∣∣∣1 2

3 1

∣∣∣∣
aldetermináns értéke −5, ezért a mátrix rangja legalább kettő. A
mátrix determinánsa b(1 + 2a)− 25. Így a 2 vagy 3 attól függően,
hogy b(1 + 2a)− 25 = 0 vagy b(1 + 2a)− 25 6= 0.

(4) Számı́tsuk ki az alábbi mátrixok inverzét!

•

A =

 3 1 4
−7 2 7
2 1 4.
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Megoldás. Az A mátrix determinánsa 1, ı́gy létezik az A inverze:

A−1 =
1

det(A)

A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

T

=

 1 42 −11
0 4 −1
−1 −49 13

T

=

=

 1 0 −1
42 4 −49
−11 −1 13

 .

(5) Elemi sorátalaḱıtások alkalmazásával számı́tsuk ki az alábbi mátrixok
inverzét!

•

A =

1 2 3
1 3 4
1 4 3.


Megoldás:

Egy A mátrix A−1 = {u, v, w} inverzére

AA−1 = {Au,Av,Aw} = {e1, e2, e3} = E

teljesül, ı́gy az A−1 mátrix oszlopvektorai az

Au = e1,

Av = e2,

Aw = e3

lineáris egyenletrendszer megoldásai. Ezt a három egyenletrend-
szert együttesen is megoldhatjuk Gauss módszerrel, mivel a mátrixaik
közösek. Kiindulunk a

[A|e1, e2, e3]

kibővitett mátrixból, és elemi sorműveleteket alkalmazunk min-
daddig, amı́g az A mátrix helyébe az egységmátrix nem kerül.
Ekkor az

[e1, e2, e3]
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helyére kerülő mátrix lesz az A mátrix inverze. Nézzük a megoldást!1 2 3 | 1 0 0
1 3 4 | 0 1 0
1 4 3 | 0 0 1

 ∼
1 2 3 | 1 0 0

0 1 1 | −1 1 0
0 2 0 | −1 0 1

 ∼
∼

1 0 1 | 3 −2 0
0 1 1 | −1 1 0
0 0 −2 | 1 −2 1

 ∼
1 0 0 | 7/2 −3 1/2

0 1 0 | −1/2 0 1/2
0 0 −2 | 1 −2 1

 ∼
∼

1 0 0 | 7/2 −3 1/2
0 1 0 | −1/2 0 1/2
0 0 1 | −1/2 1 −1/2

 .

Tehát

A−1 =

 7/2 −3 1/2
−1/2 0 1/2
−1/2 1 −1/2

 .

(5) Mátrix inverzének seǵıtségével oldjuk meg az alábbi egyenletrendsz-
ereket!

•
5x1 5x2 +2x4 = 2
x1 +x2 +2x3 +x4 = −1
4x1 +x2 +2x3 = 1
x1 +x2 +x3 +x4 = 0.

Megoldás: A lineáris egyenletrendszer mátrixa:

A =


5 5 0 2
1 1 2 1
4 1 2 0
1 1 1 1

 ,

a konstansok oszlopvektora pedig

b =


2
−1
1
0

 .
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Ezekkel a jelölésekkel a vizsgált lineáris egyenletrendszer

Ax = x

alakban ı́rható, ahol

x =


x1

x2

x3

x4

 .

Mivel az A mátrix invertálható, ezért az A−1 inverz mátrixszal
balról szorozva,

x = A−1b

adódik. Képezzük az A mátrix inverzét:


5 5 0 2 | 1 0 0 0
1 1 2 1 | 0 1 0 0
4 1 2 0 | 0 0 1 0
1 1 1 1 | 0 0 0 1

 ∼


1 1 1 1 | 0 0 0 1
1 1 2 1 | 0 1 0 0
4 1 2 0 | 0 0 1 0
5 5 0 2 | 1 0 0 0

 ∼

∼


1 1 1 1 | 0 0 0 1
0 0 1 0 | 0 1 0 −1
0 −3 −2 −4 | 0 0 1 −4
0 0 −5 −3 | 1 0 0 −5

 ∼ · · · ∼

∼


1 0 0 0 | −1/9 −8/9 1/3 10/9
0 1 0 0 | 4/9 14/9 −1/3 −22/9
0 0 1 0 | 0 1 0 −1
0 0 0 1 | −1/3 −5/3 0 10/3

 .

Így

A−1 =


−1/9 −8/9 1/3 10/9
4/9 14/9 −1/3 −22/9
0 1 0 −1
−1/3 −5/3 0 10/3

 .

Ennek alapján

x = A−1b =


−1/9 −8/9 1/3 10/9
4/9 14/9 −1/3 −22/9
0 1 0 −1
−1/3 −5/3 0 10/3




2
−1
1
0

 =


1
−1
−1
1

 ,
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azaz x1 = 1, x2 = −1, x3 = −1, x4 = 1.

(6) A Cramer-szabály alkalmazásával oldjuk meg az alábbi lineáris egyen-
letrendszereket!

•
2x1 −x2 −x3 = 4
3x1 +4x2 −2x3 = 11
3x1 −2x2 +4x3 = 11

Megoldás: A lineáris egyenletrendszer mátrixa:

A =

2 −1 −1
3 4 −2
3 −2 4

 ,

a konstansok oszlopvektora pedig

b =

 4
11
11

 .

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 −1
3 4 −2
3 −2 4

∣∣∣∣∣∣ = 60,

det(A1) =

∣∣∣∣∣∣
4 −1 −1
11 4 −2
11 −2 4

∣∣∣∣∣∣ = 180,

det(A2) =

∣∣∣∣∣∣
2 4 −1
3 11 −2
3 11 4

∣∣∣∣∣∣ = 60,

det(A2) =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 4
3 4 11
3 −2 11

∣∣∣∣∣∣ = 60.

Így

x1 =
det(A1)

det(A)
=

180

60
= 3,
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x2 =
det(A2)

det(A)
=

60

60
= 1,

x3 =
det(A3)

det(A)
=

60

60
= 1.
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