(1) Végezziik el az alabbi miiveleteket, ha azok végrehajthatok!

1—21+02—1
0 2 3 0 -1 =3

Megoldas: Az Osszeg:

1 00
{0 1 0}
[ ]
1 0
21 =21
3

Megoldas: A végeredmény:

1
0
—1
®
112 2112 3
b M2
3 3
Megoldas: A végeredmény:
8 8 8 2 2 2
-4 4 4(=1(1 11
12 12 12 3 3 3
2

—_

1 2 3|2
3 2 1|1 '
Megoldas: Mivel egy 2 x 3 tipust matrixot csak egy 3 x k-tipusu

matrixszal szorazhatunk, ezért ez a kijelolt miivelet nem végezheto
el.



3 1 1 2 ?
9 -1 1 -9 0
2 16 1 1 0

Megoldas: A szorzat 3 x 1-tipust:

1

-1

16
1 2 n 1
2 3 ... n+1 1
n n+1 ... 2n—1 1

Megoldéas: Mivel az egyes sorokban d = 1 differenciaju szamtani
sorozatok allnak, ezért a

n(n+ 2k —1)

E+k+1)+---(k+n—-1)= 5

képlet szerint a megoldas

n(n+1)

2
n(n+3)

2
n(37'1—1)

2

1
12 3]0
~1

Megoldas: A szorzat egy 1 x 1-tipusi matrix (azaz egyetlen szam):
—2.



1
01 2 3].
~1

Megoldas: A szorzat egy 3 x 3-tipusu matrix:

1 2 3
0 0 0
-1 -2 -3
L]
2] [1 2 3].

Megoldas: A szorzat egy 1 x 3-tipusu matrix:

[2 4 ¢].

12 3][2].
Megoldas: A szorzés nem végezhetd el.

(2) Bizonyitsuk be, hogy minden mésodrendii A = [Z 2] matrix kielégiti

az
2> — (a+d)x + (ad — bc) = 0

egyenletet, amin azt kell érteni, hogy = helyébe az A matrixot, konstans
helyébe az egységmatrix konstansszorosat, 0 helyébe a nullmatrixot
helyettesitve, az egyenlOség igaz lesz.

Megoldas:

A?—(a+d)A+(ad—bc)E = [CCL 2]2—(a+d) [ZL Z]+(ad—bc) B (1)] _

_|a®+bc ab+0bd]  |a®+ad ab+bd (ad — be) 0

~ |ac+cd be+ d? ac+cd ad+ d? 0 (ad — be)

a? + be — a? — ad + ad — be ab + bd — ab — bd |0
ac+ cd — ac — cd be+d*>—ad —d?>+ad —be| |0

o O
[



(3) Mutassuk meg, hogy
11" [t n
0 1 (0 1
o 1" [F. £
1 1] T | FE Eoal|

ahol F), az n-edi Fibonacci-szamot jeloli, melynek rekurziv definicidja
a kovetkez6: Fy =0, Fy =1¢és F,.1 = F,+ F,_1,han > 1.

Mindkét megoldashoz teljes indukciot alkalmazunk.

Az els6 egyenl6ség bizonyitdsa: Ha n = 1, akkor

1 1] 11
0 1 [0 1|’
azaz n = l-re igaz az allitas.

Indukciés feltétel: n-re igaz az allitas, azaz

111" 1 n
0 1] [0 1|°
Bizonyitds (n + 1)-re:

R
=l 3l o=l "

A masodik egyenlOség bizonyitasa: Ha n = 1, akkor
01" [o 1] [FR A
1 1 |1 1| |F F|
Indukcios feltétel: n-re igaz az éallitas:

o 1" [F. F
1 1| | F, Foal”



Bizonyitas (n + 1)-re:
o 11" o 11"[o 1] _
11 1 1 1]
F.. F,1[0 1] _
F, Foall|1 1|~

Fn Fn+Fn—1 . Fn Fn+1
Fn+1 Fn+Fn+1 Fn+1 Fn+2 .

(4) Hozzuk sorlépcsos alakra a kovetkezé matrixokat:

1 3 =2
-2 —6 4
-1 -3 2
Megoldas:
1 3 =2 1 3 =2
-2 —6 4[=100 0
-1 -3 2 00 O
[ ]
0o 1 2
-1 0 -1
-2 1 0
Megoldés:
0o 1 2 -1 0 -1 -1 0 -1
-1 0 -1{=]|-21 O0|=(0 1 2
-2 1 0 0 1 2 0 1 2
®
1 23 45
23456
56 789
4 5 6 7 8



Megoldas:

1 2 3 45 1 2 3 4 5 1 2 3 4
23456 [0 -1 -2 -3 -4 |0 -1 -2 =3
56 78 9] |0 -4 -8 —12 —16 0 0 0 0
4 5 6 7 8 0 -3 -6 -9 -12 0o 0 0 0
®
11 1 1
1 2 -1 =2
1 -1 0 1
1 -2 -1 0
Megoldas:
11 1 1 1 1 1 1
1 2 -1 =2 (0 1 =2 =3|
1 -1 0 1| [0 -2 -1 0}
1 -2 -1 0 0 -3 -2 -1
11 1 1 11 1 1
101 -2 =3 101 =2 =3
/00 =5 —6| [0 0 -5 —6
0 0 -8 —10 00 0 -2

5

(5) Gauss-mddszerrel oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszereket!

°
5r1 —x9 H+2x3 +x4 =7
2231 +I9 +4.§C3 —2.’13‘4 =1
T —3%2 —6%3 +5$4 = 0.

Megoldas: A linearis egyenletrendszer kibovitett matrixa

5 -1 2 1 | 7 1 -3 =6 5 | 0
2 1 4 -2 | 1|~12 1 4 -2 1|~
1 -3 =6 5 | 0 5 -1 2 1 | 7

1 -3 -6 5 |0 1 0
~10 7 16 -12 | 1|~l0 7 16 -12 | 1
0 14 32 —24 | 7 0 0 5

6

5
—4



Mivel a kib6vitett matrix tartalmaz egy [0000|5] alaki sort, ezért
a linearis egyenletrendszer nem oldhaté meg.

X +x2  +x3
—2x1 —2x9 —06x3
221 2rx9  —3x3
—T —T2 T3
3r1  +3r9 +6x3

+2I4
—81’4

+9.’E4

+375

+3[L‘5
+4$5
+8$5

=2

=10
=17

=9

=15

Megoldés: A linedris egyenletrendszer kibovitett matrixa

1 1 1 2 1] 2
—2 -2 -6 -8 0 | 10
2 2 -3 -1 3 | 17| ~
-1 -1 1 0 4] 9
3 3 6 9 8| 15
1112 1 | 2
0011 —1/2 | =7/2
~10 011 -1/5 | —13/5
0011 5/2 | 11/2
0011 53 | 3

1112 1 | 2

0022 -1 ] -7
~l0000 3 | 9

0000 3 ] 9

0000 13 | 39
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A sorlépcsts alakhoz tartozd linearis egyenletrendszer

Ty +x9 +x3

2.133

Ennek megfelel6 atrendezés utan:

+2x4
+2.’E4

+xs
35(]5

S

=9.

amelyben a kotott valtozok: i, xs, x5, a szabad véltozok: xs, x4.



T +x3 +xr5; = 2 — To — 21}4
213 —s —7 — 214
3.%‘5 = 9.

Megoldés utan a kovetkezo megoldasvektort kapjuk:

1—.732—1'4 —1 -1 1
To 1 0 0
—2—5134 = T2 0 —|—JI4 —]_ —|— —2
Ty 0 1 0
3 0 0 3

T +2IQ —xr3 = 2

31’1 —X2 —|—2$3 = 7

T —T3 = —2

2513'1 +Z2 +xr3 = 7.

Megoldas: A kibdvitett matrix:
1 2 -1 ] 2 1 2 -1 2
3 -1 2 | 7 0 -7 5 | 1
1 0 -1 | =270 =2 0 | —4
2 1 1 | 7 0 -3 3 | 3
1 2 -1 2 1 2 -1 2
0 -2 0 | —4 0o 1 0 | 2
“1lo -3 3 | 3|70 -3 3 |3
0 =7 5 | 1 0 -7 5 |

A sorlépcsés alakhoz tartozé linearis egyenletrendszer:

T +2l‘2 —Tr3 = 2
T = 2
T3 = 3,



melynek megoldasvektora
1
= |2
3

(6) A definici6 segitségével szamitsuk ki az alabbi determindnsok értékét!

0 13 0
-1 2 0 1
1 00 2
0 1 4 0.
Megoldas:
L
=—|1 0 2([+3|1 0 2/=---=41
L 002 0 40 0 10
0 140
([ ]
000 1
001 2
012 3
1 2 3 4.
Megoldés:
000 1
0012_8(1);__01_1
01 2 3 123_ 1 2 -
1 2 3 4.

(7) Egy megfeleléen vélasztott sora vagy oszlopa szerint fejtsiik ki az aldbbi
determindnsokat!

1 01 2
0 10 O
-1 0 2 1
0 2 3 1



Megoldas: A masodik sor szerinti kifejtést valasztjuk, majd a har-

madrendi determindnst az elsé oszlopa szerint fejtjiik ki.

1 01 2
0 100:_11;?:'2 1‘+‘1 2‘:_6
-10 21 0 31 1B B ‘
0 231
]
1000 4
1540 -9
3121 1
2000 3
1030 L

Megoldas: A 4. oszlop szerinti kifejtést alkalmazzuk, a negye-
drendii, majd a harmadrendii determinanst is a masodik oszlopa

szerint fejtjiik ki.

1000 4
1540 -9 1(5)2_49 10 4
31211:—2003:—5203215‘
2000 3 L0 3 1 13 1
1030 1

(8) Szamitsuk ki az alabbi determindnsok értékét!

111 1

1 2 3 4

1 35 7

1 4 7 10.

Megoldés:

111 1 1111 1111
1234_0123_0123_0
135 70 0246 (0000
1 4 7 10. 0 3609 0000



11 1 1
12 3 4
1 4 9 16
1 8 27 64.
Megoldés:
11 1 1 11 1 1 10 0 O 10 0 0
12 3 4/ 012 3] 01 2 3, |01 2 3
14 9 16/ [0 3 8 15/ [0 3 8 15/ |0 0 2 6
1 8 27 64 0 7 26 63 0 7 26 63 0 0 12 42
10 0 O 1 000 1 000
_0100_0100_0100_12
00 2 6| |00 26/ |00 20 7
0 0 12 42 0006 0006
Megjegyzés: Az
1 1 1 1
aq as B ¢ o | anp,
2 @ .. @, &
at™t eyt L a'T a!

determinanst Vandermonde-determindnsnak nevezziik, melynek értéke
egyenlo a

Micicjen(a; — a;) =
= (az — a1)[(az — az)(as — a1)] -+ - [(@n — ap-1)(an — n2) -+ (an — a1)]

szorzattal. Az el6z6 példaban szereplé determinans is Vandermonde-
determinans, amelyben a; = 1, as = 2, ag = 3, ag = 4. Igy a deter-
minans értéke

(ay—ay)(ag—as)(as—ay)(ag—asz)(as—as)(as—ay) =1-1-2-1-2.3 = 12,

Osszangban a fenti megoldéas végeredményével.
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