2. gyakorlat

(1) Mutassuk meg, hogy egy m-dimenziés (m egy pozitiv egész szam) vek-
tortér vektorrendszere akkor és csak akkor bazis, ha minimalis genera-
torrendszere a vektortérnek!

Megoldas: Ha a by, ...,b,, bazisa egy vektortérnek, akkor (definicid sz-

erint) a vektortér minden vektora egyértelmiien eléallithaté a by, ..., b,,
vektorok Inedris kombindciojaként. Tehat b,,...,D,, a vektortér egy
generatorrendszere. Ha m = 1, akkor a by,...,0,, vektorrendszer

csak egy vektorbdl all, és igy minimalis generatorrendszer, mert a vek-
torrendszerben levo egyetlen vektor elhagyéasaval a vektorrenszerbol
egy ures halmaz keletkezik. Ha m > 2, akkor egyikiik sem allithato
el6 a a renszerhez tartozé tobbi vektor linearis kombindaciéjaként, igy
barmelyikiiket is hagyjuk ki a b,,...,b,, bazisbdl, az nem allithaté eld
a tobbi linedris kombindacidjaként, azaz az el nem hagyott vektorokbol
allé6 vektorrendszer mat nem generatorrendszer. Tehat a by,...,b,,
bazis minimdlis generatorrendszer.

Forditva, tegyiik fel, hogy a b, ..., b,, vektorrendszer minimalis genera-

torrendszer. Ekkor a vektortér minden vektora eldallithaté a by,...,b

r=m

vektorok linearis kombindaciéjaként. Ha lenne olyan a vektor, amely
kétféleképpen is el6allithato lenne a by,...,b,, vektorok linearis kom-
bindcidjaként, azaz léteznének olyan «; és f3; (1 = 1,2,...,m skaldrok,
hogy valamely j indexre o; # ;, tovabba
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teljestilne. Ha m = 1, akkor ezen utébbi egyenloség

Oéll_71 = 518_71

alaku lenne, amelyben oy # 5. Ebbdl

(041 - ﬁl)l_)l =0

adddna. Innen b; = 0 kovetkezne. Ebben az esetben a vektortér csak
a nullvektorbdl allna, és ezért dimenzidja 0 lenne. A feltétel miatt ez
nem lehet. Ha m > 2, akkor
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Tehat a b; vektor eldéllithato a rendszerhez tartozo tobbi vektor linedris
kombinaciéjaként, igy a vektortér minden vektora el6éll a
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vektorrendszer vektorainak linearis kombinacidjaként. Ez ellentmond
annak a feltételnek, hogy a vizsgalt b, ..., b,, vektorrendszer minimalis
generatorrendszer. Az ellentmondas onnan ered, hogy feltettiik azt,
hogy van olyan a vektor, amely kétféleképpen is eléallithato a by, ..., b,,
vektorok linedris kombinacidjaként. fgy a vektortér minden vektora
egy és csak egyféleképpen allithaté el a b,...,b,, vektorok linedris
kombinaci6jaként, azaz a by, ...,b,, minimalis generatorrendszer sziik-

ségképpen bazisa is a vektortérnek.

Mutassuk meg, hogy egy n-dimenzids vektortérben minden fliggetlen
vektorrendszerben legfeljebb n vektor van.

Megoldés: Ha egy vektortér n-dimenzids, akkor a vektortér bazisaiban
1év6 vektorok szama n. Mivel a bazis minimaélis generatorrenszer, ezért
a vektortér minden fliggetlen vektorrendszerében (az eladés egyik tétele
alapjén) legfeljebb n vektor van.

Mutassuk meg, hogy tetszoleges e térbeli egységvektor esetén az a
leképezés, amely minden r térbeli vektorhoz r-nek az e egyenesére eso
meroleges vetiiletét rendeli, a térbeli vektorok vektorterének énmagaba

valé linearis leképezése!

Megoldas: A Matematika Ala tantargy keretén beliil tanultak alapjan,
egy r térbeli vektornak egy e egységvektor egyenesére esé () merdleges
vetiiletét a

p(r) = (er)e

képlettel adhatjuk meg. Legyenek a és b tetszoleges térbeli vektorok,
a és [ pedig tetszoleges valds szamok! Akkor



= a((ea)e) + B ((eb)e) =
= ap(a) + Be(b).
(4) Mutassuk meg, hogy tetszéleges a,b € R™ rogzitett vektorok esetén a
@1 a(br)
modon definidlt leképezés az R™ vektortérnek onmagaba vald linearis

leképezése!

Megoldas: Legyenek x,y € R" tetszOleges vektorok és &, n tetszOleges
valés szamok. Akkor

p(x+ny) = a (b(éz +ny)) =

=& (a(bz) +1 (a
= Ep(z) +nply

(5) Legyenek V; és V; ugyanazon F test feletti vektorterek. Mutassuk meg,
hogy Vi-nek Vi-be vald tetszoleges ¢ és @9 linearis leképezése esetén a

(o1 +p2) 17 = @1(r) + @a(r)

modon definidlt leképezés (azaz 1 és o Osszege) linedris leképezése
Vi-nek Vs-bel

Megoldas:
(#1+ 2)(aa + Bb) =

¢1(aa + Bb) + pa(aa + Bb) =
api(a) + Bpi(b) + apa(a) + Bp2(b) =
api(a) + aps(a) + Bpi(b) + Bpa(b) =
(1 + @2)(@) + B(p1 + ©2)(b).
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(6)

Legyenek Vi, V5 és V3 ugyanazon F' test feletti vektorterek. Mutassuk
meg, hogy tetszdleges @1 : Vi — Vs és o : Vo — V3 linearis leképezések
esetén a

(p201) 1 7 = @a(pr(r))

moédon definialt leképezés (s és ¢ szorzata) linedris leképezése Vi-nek
Vs-bal

Megoldas:
(p2¢1)(aa + Bb) = pa(p1(aa + b)) =
pa(api(a) + Bp1(b) = apa(pi(a) + Bp2(p1(b) =
= a(pap1)(a) + Blp21)(b).
Mutassuk meg, hogy az R"™ vektortér tetszoleges W altere esetén az
R™ vektortér alterét alkotja mindazon R™-beli vektorok W+ halmaza,

amely vektorok a W altér minden vektorara megdlegesek! Mutassuk
meg, hogy W NW+ = (!

Megoldas: Legyenek a és b a W+ tetszéleges elemei. Akkor minden

w € W vektorra aw = 0 és bw = 0. Legyenek a és [ tetszoleges valds
szamok. Akkor

(aa + Bb)w = a(aw) + B(bw) = 0.

Tehat aa + b € W, és igy W+ az R" vektortér egy altere.

ai
a2

Tegyiik fel, hogy a= | = | € W N W+, Akkor

amib6l ¢ = 0 kovetkezik.



(8)

Mutassuk meg, hogy ha b,,...,b,, az R" vektortér egy W alterének

r=m

egy bézisa, akkor R™ egy vektora akkor és csak akkor van benne a W+
altérben, ha merdleges minden egyes bazisbeli vektorra.

Megoldéds: Ha b € W+, akkor b merdSleges a bazisbeli vektorok min-
degyikére. Forditva, ha merdleges a bazisbeli vektorok mindegyikére,
akkor W tetszéleges a esetén (mivel a eld4ll

a=oqby + -+ anby,
alakban) kapjuk, hogy
ba = aybby + - -+ + a;,bb,, = 0.
Tehat b € W,
Mutassuk meg, hogy az R?® vektortérnek az R? vektortérbe vald ¢ :

x,y,z| — [t —y+ z,x + 3y — 5z| leképezése linearis! Adjuk meg a
Yy Y Y P J gap
képterének és nullterének a dimenzidjat!

Megoldas: Jelolje egy r térbeli vektor harom koordinatdjat x, y, z, azaz
x
legyen r = |y |. Akkor

fgy tetszoleges

4 X2
=10 €S Ty = |Y2
21 Z9

vektorok és tetszoleges &, & valds szamok esetén

| (& + &) — (S + Eavp) + (§121 + Eo20)
90(51[1 + §2Z2)) = |:(£1I1 + £2x2) + 3(§1y1 + £2y2> o 5(§1Z1 n 5222)

_ T1— Y+ 2 To— Yo+ 20 |
o Lﬁl +3y1 — 521} e Lﬁz + 32 — 522} = Guplry) + Gae(ry).
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A ¢ leképezés magtere (azaz Kery) azon |y | vektorok halmaza, ame-
z

r—y+z

vektor a nullvektor, azaz
T+ 3y — 5z

lyekre az [

r -y +z = 0
r +3y —5z = 0.

A masodik egyenletbol vonjuk ki az elsot:

r -y +z = 0
+4y —6z = 0.

A z valtozoé segitségével kifejezhetjik ebbdl az y-t és az z-et:

3 b}

Igy r € Kery akkor és csak akkor ha r = z. Tehat a Kerg

— oo | ot

dimenzidja 1. A dimenziététel miatt az Ime dimenzidja 2.
Adjuk meg az R3 vektortér [1, —1,1] és [1, 3, —5] vektoraira merSleges

vektorok alterének dimenzidjat!

Megoldés: Mivel a megadott két vektor nem egyéllasu, ezért mindkét
vektorra meroleges vektorok a két vektor vektori szorzataval parhuzamos
térbeli vektorok; ezek egy 1-dimenzios alteret alkotnak.

Tetszoleges gytiri feletti négyzetes A matrix esetén hatarozzuk meg az
AAT — AT A métrix nyomat!

Megoldas. Ha

ai ay4 Qin
A = i1 Qg4 Qin |
An1 Qpy Apn



akkor

aip -0 Qi ot Apl

T
A_ — a1 e Ai; e Ani
Q1p Qip  *++ Gpp

fgy az AAT szorzat f64tléjaban 4ll6 i-dik elem (azaz az i-dik sor i-dik
oszlopanak eleme) egyenlé a

n
2
E :aik
k=1

szorzatosszeggel. fgy az AAT métrix nyoma egyenld a
n n
2
> (3]
i=1 \k=1

osszeggel, ami nem mas, mint az A Osszes elemének négyzetosszege.

Az AT A szorzat féatléjaban &ll6 i-dik elem (azaz az i-dik sor i-dik
oszlopanak eleme) egyenlé a

n
2
>
k=1
szorzatosszeggel. fgy az AAT métrix nyoma egyenld a
n n
2
> (3
i=1 \k=1

Osszeggel, ami nem mas, mint az A matrix 6sszes elemének négyzetosszege.
Igy
tr (AAT) =tr (ATA) .
Ebbdl
tr (AAT — ATA) =tr (AAT) —tr (ATA) =0.



