(1) Egyes fiiggvényhalmazokon az

(fxg)(a /f (x—t)d

integrallal definialt un. konvoliicié egy miivelet, azaz tetszoleges f, g €
A esetén fx g € A. Mutassuk meg, hogy ez a miivelet kommutativ!

Megoldas:

Az integralban t a fliggetlen valtozo. Alkalmazzuk az

u=x—1t
helyettesitést! Ekkor

r<u<0
Mivel

t=x—u
ezért it

— = —1.
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(2) Az alabbi halmazok koziil melyek alkotnak gytiriit a szokdsos 6sszeadésra
és szorzasra nézve:

A={a+bi:a,begész szamok},

B={a+bi:a,begész szamok, ab = 0}?
) fe) ’

Megoldas:

Az 1. rész megoldasa: Legyenek a z; = a + bi és zo = ¢ + di komplex
szamok az A halmaz tetszéleges elemei. Akkor ezen komplex szamok
valds részei és képzetes részei (azaz az a,b, ¢, d szamok) egész szamok.
Mivel

21+ 20 = (a+bi) + (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i,

valamint a + ¢ és b + d egész szamok, ezért z; + zo € A. Mivel a kom-
plex szamok kozott értelmezett Gsszeadas asszociativ, ezért asszociativ
az A halmaz elemei kozott is. A-nak van neutrélis eleme az 6sszeaddsra
nézve; ez a 0 + 07 komplex szam. Tetszoleges z = a + bi € A komplex
szannak a —z = —a — bi € A komplex szam az ellentettje, ezért A a
komplex szamok Osszeaddsara nézve csoport. Mivel az osszeadas kom-
mutativ, ezért A kommutativ csoportot alkot az Osszeaddsra nézve.

Legyenek a 2y = a + bi és zo = ¢ + di komplex szamok az A halmaz
tetszoleges elemei. Akkor ezen komplex szdmok valds részei és képzetes
részei (azaz az a, b, ¢, d szamok) egész szamok. Mivel

2129 = (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + be)i,

valamint ac — bd és ad + bc egész szamok, ezért z1z9 € A. Mivel a kom-
plex szamok kozott értelmezett szorzas asszociativ, ezért asszociativ
az A halmaz elemei kozott is. Tehat A félcsoportot alkot a komplex
szamok szokasos szorzasara nézve.

Mivel a komplex szamok halmazan a szorzas disztributiv az 0sszeadésra
nézve, ezért ez teljesiil az A-hoz tartozdé komplex szamok esetén is.
Tehat A gytri a komplex szdmok szokdsos Osszeadasara és szorzasara
nézve. Mivel a szorzas kommutativ, ezért A kommutativ gytri. Mivel
az 1 komplex szam benne van A-ban, ezért A egységelemes kommutativ
gyurt.



A 2. rész megoldasa: Vilagos, hogy B C A. Az is viladgos, hogy
z = a4+ bi € B akkor és csak akkor, ha z = a vagy z = bi, azaz B a
valos tengelyen és a képzetes tengelyen 1évo komplex szamok Osszessége.
Mivel pl. 2 € B és 3i € B, de ezek sszege 2+ 3i ¢ B, ezért a komplex
szamok szokdsos Osseaddsa nem miivelet a B halmazon (ahhoz ugyanis
az kellene, hogy barmely két B-beli elem Osszege is B-ben legyen), és
igy B nem lehet gytirti, mert a gytr definiciéjaban szereplo feltételek
koziill mar egy nem teljesiil. A tobbi hidba teljesiilne, a valasz az, hogy
B nem gytirt.



(3) Hatarozzuk meg a (Zg; +,-) gylrt azon elemeit, amelyeknek van re-
ciproka! Adjuk meg a —3 és —5 elemeket is!

Megoldas:
A Zg gytirti Cayley-féle miivelettablazatai:

+(0 1 2 3 4 5 10 1 2 3 4 5
0/0 1 2 3 4 5 0(j0 0 0 0 0 O
1171 2 3 4 5 0 110 1 2 3 4 5
212 3 4 5 01 és 20 2 4 0 2 4
313 4 5 01 2 310 3 0 3 0 3
414 5 01 2 3 410 4 2 0 4 2
515 0 1 2 3 4 510 5 4 3 2 1

A bal oldali tablazatbdl jol lathatd, hogy —3 = 3 és —5 = 1. A jobb
oldali tablazatbol pedig kiolvashatd, hogy az 1-nek és az 5-nek van
reciproka. Az 1 reciproka énmaga, és = 5, azaz az 5 reciproka is

5
onmaga.

Megjegyzés: A Z,, gylriiben egy k elemnek akkor és csak akkor van
reciproka, ha relativ prim az m-hez, azaz Inko(k,m) = 1.



(4) Adjuk meg a (Z7;+, -) test nem nulla elemeinek ellentettjeit és inverzeit
(reciprokait)!

Megoldas:

A Z,, gyfirti akkor és csak akkor test, ha m primszam. Igy Z; test. A
Z~ Cayley-féle mivelettablazatai:

+101 2 3 4 5 101 2 3 4 5
0/0 1 2 3 4 5 6 00 0 000 0 0
111 234 5 6 0 110 1 2 3 45 6
212 345601 ., 2/02 46135
313456012 % 3/03%625 14
4045 6 01 2 3 410 415 2 6 3
515 6 01 2 3 4 500 5 3 1 6 4 2
616 01 2 3 4 5 6|0 6 5 4 3 2 1

A nem nulla elemek ellentettjei:

—1=6, —2=5, —3=4, —-4=3, -5=2, —6=1.

A nem nulla elemek reciprokai:

1/1=1,1/2=4,1/3=5,1/4=2,1/5=3, 1/6 =6.



(5) Adjuk meg a (Z3;+,) test egylitthatéival képezett
f(z) =a° —22* 4227 — 1

polinom Zs-beni zérushelyeit! Végezziik el az f(z) polinomnak a g(z) =
x — 1 polinommal valé maradékos osztasét (a Z3 testben)!

Megoldas:
Zs test, ezért alkalmazhatjuk a Horner-modszert.
Mivel
1 =2 0 2 0 -1
1 ‘ 1 2 2 1 1 0

ezért az 1 zérushelye a polinomnak.
Mivel

1 -2 0 2
2/1 0 0 2 1 1

ezért a 2 nem zérushelye a polinomnak.

A maradékos osztés:

=2t 4+222—-1: |z —1 =a*—2>—22+2x+1
x® — z?
—zt+ 222 -1
—zt + 23
—3 + 227 — 1
—x3 4 22

2 —1
22—

r—1

rz—1

0




(6) Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges gylirti 0 nullelemére és tetszoleges r
elemére Or = r0 = 0 teljesiil!

Megoldas:

0r = (0+0)r = 0r + Or.
0r 4+ (=0r) = (0r 4+ 0r) 4+ (=0r) = Or + (Or + (—0r)).
0=0r+0=0r



(7) Bizonyitsuk be, hogy a térbeli vektorok vektori szorzdsa nem asszo-
ciativ miivelet!

Megoldas:



(8) Déntsiik el, hogy az a = [1,2,-3], b = [1,1,2] és ¢ = [3,5, —1] térbeli
vektorok linearisan fliggetlenek-e!

Megoldas: Az a, b és ¢ vektorok (definicié szerint) akkor linedrisan
fliggetlenek, ha az
T1a + T2b + x3¢ = 0

egyenloséghdl
Tl = Ty = X3 = 0

kovetkezik.

x1, g, r3 akkor és csak akkor megoldésa az
T1a + T2b + x3¢ = 0

egyenletnek, ha megoldasa az

1 +x9 +3x3 =0
2.%'1 +Xo +5l’3 =
—3$1 +2LL’2 —xr3 = 0

o

egyenletrendszernek.

Vonjuk ki a mésodik egyenletbol az elsé 2-szeresét, a harmadikhoz pedig
adjuk hozza az els6 3-szorosat. A kovetkezo egyenletrendszert kapjuk:

1 +x9 +3£IZ’3 =0
—XT2 —x3 0
5ZE2 +7.173 =0

Adjuk a harmadik egyenlethez a masodik 5-szorosét:

Tr1 +2o +3I3 =0
—XT2 —T3 0
—|—2[L’3 =0

A harmadik egyenletbol azt kapjuk, hogy x3 = 0. Ennek alapjan a
masodik egyenletbol zo = 0 adddik. Végiil, az elsé egyenletbol 1 = 0.
Thehat a vizsgalt a = [1,2,—-3], b = [1,1,2] és ¢ = [3,5, —1] térbeli
vektorok linedrisan fiiggetlenek.



(9) Vektoralgebrai eszk6zokkel mutassuk meg, hogy a paralelogramma at16i
felezve metszik egymast!

Figure 1: Paralelogramma &tloi

OF = aOC'
AP — BAB.

és

Azt kellene megmutatnunk, hogy a = § = %
Mivel

(%zg+b és EZQ—Q,
ezért

Q+B@—Q%=5ﬁ=a@+@-
Ebbél

(1-F—-a)a+(f—-a)h=0

addédik. Mivel az a és b vektorok nem egyallasiuak, ezért linearisan
fliggetlenek, és igy a linearis kombinaciéban szereplo egyutthaték 0-val
egyenléek, azaz

a +p4 =1

—a +5 =0
melynek megoldasa a = = %
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(10) Bontsuk fel az a = [1,0,—2] térbeli vektort a b = [1,1,2] vektorra
meroleges és a b-vel parhuzamos vektorok osszegére!

Megoldas:
Jelolje e a b vektorral egyez6 allasu egységvektort, azaz
b 1
e=—=—[1,1,2].
bl V6

Az a vektornak az e vektorra eso el6jeles merdleges vetiilete

1
a” = (ae)e = —5[1, 1,2].

Legyen
31
T
—a—af =122 1
c=a-a =[55 ]
Vilagos, hogy
a=a"+¢

ahol a” parhozamos a b vektorral, a ¢ vektor pedig merdSleges a b vek-
torra. Tehat a megoldas:
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(11) Mutassuk meg, hogy az R" vektortérben barmely, a nullvektort nem
tartalmazoé, paronként meroleges vektorokbol allo vektorrendszere linearisan
fiiggetlen!

Megoldas: Legyen
Ay Ay,

az R" vektortérnek olyan vektorrendszere, amely nem tartalmazza a
nullvektort, és paronként meroleges vektorokbol &ll.

Tegytik fel, hogy
&121+"'+akaZQ-

Szorozzuk meg skalarisan az egyenldség mindkét oldalat az a; vektorral.

Mivel
a8, = 0
minden j = 2,...,k indexre, ezért
2
ailg, [ =0

adodik. Mivel |a,| # 0, ezért ay = 0. Hasonléan igazolhatd, hogy
minden egyiitthaté nulla. Tehat az a4, ..., a; vektorrendszer linedrisan
fliggetlen.
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