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FELADATOK






I. TERVEKTOROK

Megadhaté-e két azonos abszolutértékll vektor ugy, hogy dsszegiik ab-
szolutértéke megegyezzen a tagok abszolutértékével?

Bizonyitsuk be, hogy tetszSleges Y #0, p2) # 0 ‘wvektorokra fenn-
4ll, hogy

Bizonyitsuk be, hogy |bla +|a] b pirluzamos a és b szig-
felezbjével |

@#0, b#0Q.

Igazoljuk, hogy
la+bl < lal+|kl
és

la

- bl = Jlal- 1bi|.

Bizonyitsuk be, hogy egy tetsz6feges pontb6! egy A\ csucsaiba veze-
t6 vektorok bsszege egyenlS az oldalfelez§ pontokba vezet§ vektorok
Bsszegével | '

Igazoljuk vektorok segitségével, hogy ha egy négyszbg 2 - 2 szem-
ben fekvé oldala parhuzamos, akkor 4ti6t felezik egymadst!



I. A TERVEKTOROK

7. Igazoljuk vektorok segitségével, a sulyvonal definicidja alapjdn, hogy
egy hdromsztg sulyvonalai egy pontban, harmadolva metszik egymést!

Igaz-e, hogy

ayha a. ¢

]
wr
o

akkor

10
[
tox
-2

by ha ax¢

H
[=2
"

0

akkor

I
[}
o
-

9. Hatdrozzuk meg a szilkséges és elégséges feltételét annak, hogy
ca+db lLda-ch
minden valés ¢, d esetén fennilljon,

b, ¢, d vektorok nem egysikuak, Bizonyitsuk be, hogy ha a.lb,
L., ald, akkor a= 0.

®

11, Milyen a, b, ¢ vektorokra &ll fent, hogy
0,

a)@xbxeg

byfaxb). ¢

0?7

12, a) Igazoljuk, hogy ha

a+b+c=0,

axb=Dbxg=cxal

Igaz-e a kovetkeztetés megforditisa?

13. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges a és b vektor esetén fenndll az

@xb’+@. b =a b’

egyenldség!



I. A TERVEKTOROK

14,

15,

16,

17.

18,

19,

A P, R, S pontok helyvektorai p, r, s. Igazoljuk, hogy P, R, S
akkor és csak akkor illeszkedik egy egyenesre, ha

pxr+rcxs+sxp=0

Az a vektor hossza kétszerese a u vektor hosszidnak és
b # 0. Mekkora a két vektor hajldsszige?

]
[
o'
e
=

Hatirozzuk meg az a és d vektorok hajldsszogét! (@ # 0, d # ()

Hatirozzuk meg a és b hajldsszogét, ha

Adjuk meg azokat a vektorokat, amelyekre

lal=1[bl=l¢cli=1
és

igazoljuk az

fa.b.cl<lal.ibj.|¢]

egyenlStlenséget! Mikor 4ll fenn az egyenilség?

Igazoljuk, hogy tetszdleges valds aps a,, dg, bl' by, b3 szamokra

3 3 2 3 2
2 {(@b) = 2 al . 2 b
it i =1 i { = i

t=1



I. A TERVEKTOROK

21, Bizonyitsuk be vektoralgebrai eszkozokkel
a) a szinusz-tételt,
b) a koszinusz-tételt!
22, Legyen
a=3i+j- E .
b=5i-j+zk
Hatirozzuk meg z-t ugy, hogy a fenti vektorok merdlegesek legye-
nek egymésra!
23, Legyen
a=2i+2 +k,
b=2i-j+2k
a) Hatdrozzuk meg b mer6leges vetiiletét a-ral
b) Bontsuk fel b-t a-ra merdleges és
Usszegére! Egyértelmi a felbontds?
24, Legyen

10

a=2i+j-k

¢ =-i+3 +k
Hatdrozzuk meg a b vektort ugy, hogy

gxb=z

-

és

1]

.b=11 legyen,

a-val pdrhuzamos vektorok




I, A TERVEKTOROK

25,

26,

27,

28,

29,

30,

Legyen
a=1+]j+ 2k,
b=-2i +4j +k&,
c =3+ k.

Igazoljuk, hogy 2 y = 3i - 2j + k vektor el8illithat6 a, b, ¢ li-
nedris kombindcicjaként és adjuk meg v el&dllitdsAt!

Szdmitsuk ki a hdromszdg teriiletét, ha csucspontjainak koordinitii:

A(l, 2, 3),
B(zl -lr 3),
C{5, -2, -3).

Hatdrozzuk meg x értékét ugy, hogy az

A(3, “1, -1), B(s; '2, 3):
C(41 0: '2)5 D(X, 0' 1)

csucspontu tetraéder térfogata egységnyi legyen!

Dontstik el, hogy egy sikban van-e a kivetkezd négy pont!
P,(2, 0, 0), P,(3, -5, -5),

P4, 4, 3), P,(7, 3, 1),

a) Irjuk fel a

P(-1, 2, 1) ponton atmend,
n= [2, 0, -1] normalvektoru sik egyenletét!

Hatérozzuk meg a Q(l, 2, -4) pont tavolsdgit a fenti siktotl

a) Irjuk fel & P(1, 2, 0) ponton 4tmend, v = [5, -3, -1] irany-
vektoru egyenes egyenletét!

b) Hatdrozzuk meg az R{(2, 4, -3) pont tdvolsdgit a fenti egyenes-
téi}
11



1. A TERVEKTOROK

@ Hatdrozzuk meg a P{-1, 2, 1) pont tdvolsigit az

és

egyenletl egyenesek sikjatsl.

32, Igazoljek, h.ogy az

x=1-t Xx =5+ 2u
eI:y=1+3t e2:y=-1+2u
z =1 -4t z=1+u

egyenletrendszerl egyenesek merdlegesek egymdsra és irjuk fel az

e -re illeszkedé, e,-re merdleges sik egyenletét,

33, Hatirozzuk meg a ¢ paramétert ugy, hogy az

x -2 y -1
3 = p =z

egyenletrendszerii egyenes pirhuzamos legyen az x - y + 4z = 2
egyenletl sikkal,
34, Egy hiromszog csucspontjainak koordindtai:
A(S, 1, '2): B(]" 0: 3)! C(ar 5- -l)-

Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely merdle-
ges a hdromszog sikjira és 4tmegy a hdromszog sulypontjén!



1. A TERVEKTOROK

35. Hatdrozzuk meg, hogy az

x =2t +1
y=t-2
z = 2t + 3

egyenletrendszery egyenes hol metszi az

X -2y + 2z =75 egyenletl sikotl|

36, Hatdrozzuk meg az

b

x +y+z=0,
3,
0

il

2x ~y+z

x +y -z

egyenletd sikok ktzds pontjainak mértani helyét,

Hatarozzuk meg a

[t}
o

2x+y~-z+5
és
0

Xx-y +6z -3

egyenletli sikok metszésvonalinak egyenietét,

38, Hatdrozzuk meg a

2x +5y -3z +8=0

és
Xx-2y+z-5 =20

egyenletli sikok ktzds pontjai mértani helyének az egyenletét,

13



I. A TERVEKTOROK

39, a) Hatdrozzuk meg az

x=3+t x=4-u
y=3+8 y=9 - 2u
z =4t + 3 =9 - 5u

egyenletrendszerili egyenesek metszéspontjdnak koordindtdit!

b) Véltoztassuk meg a masodik egyenletrendszert ugy, hogy egyene-
se ne messe az elsd egyenest!

_ y+1 _ z-1
40, x - 1= 7 = P

x+l=y-~-1 = 2z,
a) Hatirozzuk meg t értékét ugy, hogy a fenti két egyenes messe

egymdst!
b) Irjuk fel a metszé egyenesek sikjdnak az egyenletét|

41, Hatdrozzuk meg az aldbbi két egyenes hajldsszigét:

és

x=t y=2t-3, z=-5,

Hatarozzuk meg az

x=2t-5
y=-t+1
z=3t-6 egvenletrendszerl egvenes és a

2X + v = 3z + 5 = 0 egvenletli sik hajldsszogét!

14



I. A TERVEKTOROK

43,

44,

45,

Adott két egyenes, Egyenleteik:

x=2t ~1 x=ua+3
y= t+3 és y =-3u+5
z = -4¢ z =u - 8,

Hatirozzuk meg a
3x+7y+cz=1
sik egyenletben a ¢ paramétert ugy, hogy az egyenesek 4ltal meg-

hatdrozott sik merdleges legyen erre a sikra,

Hatirozzuk meg az

x =1+ 3t
y =242t
z=1+3t

egyenietrendszert egyenes merdleges vetilletét az x - y +z =1
egyenletii sikra,

a) Irjuk fel anmak a siknak az egyenletét melyet az origsbsl huzott
és rd merdleges egyenes a P(3, -2, 5} pontban metsz,

b) Hatirozzuk nieg az origé fenti sikra vonatkozé tuktifképének hety-
vektorat,

Irjuk fel a

2x ~y+22=0
és az

X -2y+2z=3

egyenletl sikok szdgfelez§ sikjdnak az egyenletét és hatdrozzuk
meg a

3x-y+cz=35

15



1. A TERVEKTOROK

egyenletben c~t ugy, hogy ez a sik merdleges legyen a szigfelezd
sikra.

47, Irjuk fel az

x=2 -t x=1+u
y =3+ 2t y = -u
z=t+1 és z =2u - 13

egyenesek metszéspontjdn dtmend és szogfelezdjlikre merdleges sik
egyenletét,
! A 2x - 3y - 4z + 12 = 0 egyenlett sikban adottak az
A(Or Oy 3): B(O' 4: O)I C(°6! 0: O)I D(-zv 09 2)
koordindtdju pontok,

Hatirozzuk meg annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely
a D pontra tlleszkedik és felezi az ABC hiromszog terlletétl

16



II. KOMPLEX SZAMOK

1. Adjuk meg az aldbbi mtuveletek eredményét kanonikus alakbanl!

a) (Y2 -p-ia-if2)

n G+ Tt 6-p
1+ 2§ 2 -1
@3-4] MY
5
(l-J)(Z-J)(S-J)
&) (1-1)4+—‘§—T——1’j—

f)3-1+i—fi}.

2., Adjuk meg az aldbbi miveletek eredményét trigonometrikus vagy ex-
ponencidlis alakban!

a) (L+g) n Y
b (30 g 48
3
o @+ - b 1+
a V2 n Y 1+5 (3
.3
4

e) DD

3. Adjuk meg az osszes olyan z komplex szdmot, amelynek arkusza
és abszolutértéke kielégiti az aldbbi usszefliggéseket:

17



II. KOMPLEX SZAMOK

10,

18

Z

—

Z

=3|Zol és arc—;i=—f£ +are z_

a) 3

(.z0 tetszlleges komplex szém, z, # 0)

~
art:i!z2 - arc32=—2‘- és lzl3 - 4lz| = 0,

z, = 1 - j egy komplex szdm egyik negyedik gytke. Adjuk meg a

tobbi negyedik gyokot,

Adjuk meg az 8sszes olyan komplex szdmot, amelynek egyik hetedik
gydke megegyezik az egyik harmadik gyskévell

Egy szabdlyos hdromszdg kvzéppontja az origd, egyik csucsa a
z, = 1 +j komplex szdm, Adjuk meg a Zyr Zg csucspontokat!

Egy szabilyos hatszdg kbzéppontja: z, = 1 + 2j, egyik csucsa:
z, = 1+,

Hat4rozzuk meg a tcbbi csuesot!

Egy szabilyos hiromszidg két csucsa: z) = -1, z,

hogy Im zq > 0. A hiromszdget sulypontja kori! pozitiv irdnyban

30°-kal elforgatjiuk. Adjuk meg az elforgatott hiromszog csucsait!

= 1, Ismert még,

Legyen [z{ =1 é z # 1.

Adjuk meg - valés és képzetes részét!

1 -

Igazoliuk a kdverkezd azonossdgokat!

g)Rezs—i;z“




11,

12,

13,

15,

I,  KOMPLEX SZAMOK

zZ -2
2j

c) |z| = vz.i

b) Imz =

Melyek azok a =z,, z, komplex szdmok, amelyekre

1’ "2

z1 + Zy és

:a1 . Zg is valos?

Igazoljuk, hogy ha
z=x+1iV, akkor

V2. 1zl 21x| +1yl.

Adjuk meg azokat a komplex szdmokat amelyeknek trigonometrikus

alakja:

1 - cosoc +j sin o,

Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket!

a)lz} -2z=1+27j

plzl+z=2+]j

Oldjuk meg az alébbi egyenletrendszereket!

a)x1+jx2-2x3 =10
X - x2+2jx3 = 20
jxl+3jx2-(1+j)x3=30
h)(l+j)xl-x2-!—(l-j)x3 = j
x1+jx2-x3 = 1

19



II. KOMPLEX SZAMOK

16. Oldjuk meg a kovetkez8 egyenteteket!

a)z()-[-l622=0

b)(z-2-4j)2+(z—2-2j)2=0

c)zz-3z+3-j=0
d}zs-(1+j)z=0
- 4
e)z°+3jz2= (1 +]) 6'22
AENEEY
2 L)

17. Oldjuk meg a kovetkez§ egyenleteket!

2
14 1
=] i
a)(l_j +x+yj +j
2 _
b) =z =z2

Re (z) . Z)) = |z} |z,

Bizonyitsuk be, hogy ha lz] < % :

: 3
akkor |(1+j) zg+jzl<z.

19, Ertelmezzik az f fliggvényt a kovetkezé moédon:

143y

f(n) = (-7?—) + (lﬁ-l)n

n € N,
Hatirozzuk meg, hogy milyen osszefiiggés van

fln + 4) és f(n) kozott!

20



II. KOMPLEX SZAMOK

20,1

21,

22,

23.1

Tekintstk az

. .n n €N
(rxiy . =
1-x3 c €C

egyenletet adott ¢ és n esetén,

a) Igazoljuk, hogy a megoldhatssdg szlikséges feltétele |c| =1
teljesiilése,

b) Vizsgiljuk meg, hogy minden ¢ € C, |c|j =1 esetén
van-e megoldds, hiny megoldids van és adjuk meg a megol-
dasokat,

Bizonyitsuk be, hogy ha egy =z komplex szdm &s egy oc valés
szdm kielégiti a

1
Z + — =2 cos X

z
egyenletet, akkor
S

z +
n
z

= 2 cos nx
is teljesiil,

Irjuk fel cos x és sin x segitségével a kovetkezd kifejezéseket:

coSs 4x

b) cos 7x
@ sin 3x
d) sin 6x

Irjuk fel zdrt alakban a kovetkezd Osszegeket:

1
a)5+cosx+...+cosnx

b) sin x + sin 2x + ... + 8in n x

21



il. KOMPLEX SZAMOK

24, Legyenek egy val6s egyitthat6s otddfoku polinom gyskel:

z, = -2j, Zy = 1+ 3j.

Hatdrozzuk meg a polinom tobbi gyokét és irjuk fel a polinomot!

25, Allapitsuk meg, hogy milyen mértani helyeket hatdroznak meg a ko-
vetkezd bsszeflggések:
a) lz - jl=2
b) Rez =1
¢) Imz >1

d)%"<arczs -’25; 1< jz} <2

Z - j T
OSarc-z—-_l-_—E‘L< i

22



1. MATRIX MUVELETEK

1. Legyen

—
'
o
o
-8

Hatdrozzuk meg a ga. gb, gc’ gd méatrixot!

a)A+B =¢

= = =a
ba-B =g
c) 3A =C

= =c
B 44 - 2 = G4

2., Legyen

[Liw>]

[}
"_-—-"‘--.
[ 1
[\~ —
— a
— [
—”

-

o]
i

( 2 1 5)
-4 0 -2
Hatdrozzuk meg a 2A - 3B + C mitrixotl

23



1II. MATRIX MUVELETEK

3.

4,

24

Végezziik el a kivetkez?” milveleteket!

4 9 1 -3
a) ( ) . (
-1 3 -2 1
6 0 -1 4 2
b) . 0 1
1 -3 2 -5 -
6 1 4 0 -4
c) . (
4] 3 2 1 -1
0 0 1 0]
d) ( 0 2 0 0 %—
4] 0 3 ¢] o
Legyen

{13
[}
——
AT
— o
[+~ -
~—
-
il=v}
[}

=]
—

-2
1
0/

1
-1

{l®]
"
—

[=}
o
1

1

)

Wi~ o ©

<

[ IR i

[

Adjuk meg a kovetkezd szorzatmitrixok méretét}

a)A. ¢C d)B.
b)D. A e) C .
c)A. D HD.

gB.

Y o i 1

eI @]

W

[ S I =



1. MATRIX MUVELETEK

4/a A n-edrendii kvadratikus matrix.

©1
. 1 ha
e = e ahol e =
! k k 0 ha
e
n
1
b = n elemili oszlopmaitrix,
1

Hatdrozzuk meg a kovetkez§ szorzatokat:

a)é.gj de . A. b
b)e . A e)b_'.é.sj
cre . A. e b’ . A. b

J

rd
Altalanositsuk a

Hatdrozzuk meg az A ., B és a

=]

2 1 1 -2
a) A= , B =
- 0 -1 2 0
1 0 0 2
by A=l 0 -2 o |, B=| 0
0 o -1 0

feladatot arra az esetre, ha A

nem kvadratikus,

. A matrixokat, ha

0 0
3 0
0 -5

.25
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1. MATRIX MUVELETEK

6. Mely mditrixokra igaz a kdvetkexd egyenldség?

2

')_ o
B+ =4 +288 8.

7. Adjunk meg mdsodrendu kvidratikus feleserélhet métrixokat!

Adjimnk meg olyan n x n-es mdtrixokat, amelyek bdrmely n-ed-
rend kvadratikus métrix~, il felcserélhetdk,

Igazoljuk, .acgy

=g a0

9. Hatdrozzuk meg az Usszes 2 « 2-es mdtrixot, amellyel a

2 4
1 2 madtrixot

jobbrét szorozva nullmdtrixot k- punk!

b) Van-e fenti tulajdonsigu mdtrix -

2 4
1 1 / matrixhoz?

lgazoljuk, hogy

1 n" L. 1\n
TSR

1 1 i 1

1 " 1 n \
m( ) ( ;

0 1 0 1

n .
cos X, - ginx cos 1o ~sineg

¢)
sinx  cosx [/ sin nox cos not

26 (n természetes szam,)



I, MATRIX MUVELETEK

11,

13,

15,

@

Igazoljuk a transzpondlds kdvetkezG -azonossigait:

A A+B = A +D
b} (cg)’ = cé'
) @.B =B .A

Bizonyitsuk be, hogy minden kvadratikus métrix egyértelmtiien felir-
haté egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus métrix osszegeként.

Legyen
sordban

A egy 2 x 2-es szimmetrikus mitrix, amelynek minden
és oszlopdban az elemek Usszege I,
Bizonyitsuk be, hogy én is ilyen tulajdonsagu! (n € N)

Bizonyitsuk be, hogy ha A szimmetrikus mditrix és fs_z = {0, akkor
A=0, - T

x n-es szimmetrikus indtrixok.

Legyenek A és B n
eg, hogy A . B akkor és csak akkor szimmetrikus,
A

Mutassuk
Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan A és B n.itrix, amelyekre

fenndll, (E egységmitrix)

Készitsiink olyan mdtrixot, amellyel egy tetszlleges A matrixot
megszorozva:

a) Két nszlopa felcserélddik.

b) Kér sora feleserélddik,

¢) Egy oszlop 3-mal szorzddik,

d) Egy sor -2-vel szorzddik,

e) Egy oszlop "¢''-szerese egy masik oszlophnz adodik,
f) Egy sor "c'"-szerese egy madasik sorhnz adddik,



1I. MATRIX MUVELETEK

({8)¢ Bizonyitsuk be, hogy minden kvadratikus métrix el6Allithato

)=( I=) }f__ alakban,
ahol

lw]

= {1, 1,...1,0, ...0>

alaku diagonilmatrix,

19, Végezzik el a kijelslt miiveleteket az aldbbi hipermdtrixok kozott:

a) 1 -2 0 2 0 1
-3 2 S|+l -3 0
6 2 5 1 -4 ] -7
b) 1 0 2 1 0
0 1 -1 0 1
2
c) -L 0 1 1 -1 0 3
( 2 i 0 1 2 -1 -2
\1 1 0 0 0 o | 4

28



IV. VEKTORTEREK

Adjunk meg egy halmazt, Ertelmezzlink elemel kozstt sszeadist és
valésszdmmal szorzast ugy, hogy a keletkezd algebrai struktura ne
legyen vektortér,

2, Vizsgaljuk meg, hogy az al4bbiakban adott halmazok a kdzilt mive-
letekre nézve vektorteret alkotnak-¢ az adott szamtest felett!

. Az a b c
b c a alaku

c a b

métrixok (a, b, ¢ € R)

Miveletek: matrix osszeadds és matrix szorzidsa valés szdm-
mal. Szamtest: R.

. Az (a b)
-b a alaku matrixok
(a, b €R)

Miiveletek: A mditrix szorzds és a mitrix elsd soridnak
szorzasa valés szdmmal, Szamtest: R

c} A szimmetrikus n-edrendl kvadratikus métrixok,

Mtiveletek: métrix osszeadis és valss szdmmal szorzds,
Szamtest: R

3. Vektorteret alkotnak-e a valés szdmtest felett

a) a val6s szamsorozatok;

b} a valés korlitos szdmscrozatok;
¢) a valds konvergens szamsorozatok;
d) a valés divergens szdmsorozatok,
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IV. VEKTORTEREK

ha a miveletek:

(a)+()=( +b)

és

c(an) (can), c € R,
4. Tekintstk a [-a, a-_] intervallumon folytonos fliggvények halmazit,

a) Igazoljuk, hogy vektorteret alkotnak R felett a fliggvény-
osszeadds és szammal szorzis mliveletekrel

Adjunk meg alteret a fenti vektortérben!

¢} A pdratlan fliggvények alteret atkotnak-e?

@ Az R-en folytonos fliggvények 4, alatti miiveletekre alkotott vektor-
terének alterét képezik-e az aldbb felsorolt halmazok?

n
a) Az ao+alx+...+anx

(ai €R i=o0, ... n) alaku polinomok.
b) A pontosan n-edfoku polinomok,
c) Az

ix
e

f(x) = a

i
0

M=

i
alaku f fliggvények (ai € R, i=g, ... n)
d) Azok a differencidlhaté [ fliggvények, amelyekre
F(x) + ¢ f(x) = g(x)

(¢ adott valos szam és g adott egyvaltozos fiiggvény).

€) Azok a g fliggvények, amelyekre

racionilis ha x € Q
glx) = {

irracionalis ha- x € R - Q,
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v, VEKTORTEREK

10,

a) Mutassuk meg, hogy a komplex szdmok az Usszeaddsra és szdm-
mal szorzdsra vektorteret alkotnak a valés szdmtest és a komp-
lex szdmtest felett is!

Vizsgiljuk meg, hogy az
je* (cos y+jisiny)] =1

feltételt kielégitd =x + jy komplex szdmok alterét alkotjik-e a
komplex szdmok terének,

Bizonyitsuk be, hogy az

a 0
( ), (a, b € R)
0 b

alaku médtrixok métrix Osszeaddsra és val6s szammal szorzidsra alko-
tott vektortere izomorf a komplex szdmok valés szdmtest feletti vek-
torterével!

Legyen Vl és V,_ altere a V vektortérnek,

2
- ?
a) Altér-e v, N V2.

Altér-e  V, U V7

Legyen V1 a V vektortér altere, \/l # V. Mutassuk meg, hogy
van olyan V2 altér V-ben, hogy

v, Nv, = {0}.

Vizsgiljuk meg, hogy igazak-e a kovetkezd 4llitdsok!

a) Nincs egy eleml vektortér,

b) Van 10 eleml vektortér,

¢} Van olyan vektortér, amelynek két altere van,
d) Minden vektortérnek véges sziAmu altere van,




Iv. VEKTORTEREK

11, 2 3
1 -1

_a.= 0 y b= 1 »
iy 0
0} 3
10 _ t

g_\o s Ej_— 0 .
1/ 0

Mely t € R értékekre linedrisan figgetlenek a fenti vektorok?
12, a és b egy vektortér két linedrisan fiiggetien vektora, Hatarozzuk
meg, az osszes olyan ¢, d . valés szdmot, amelyekkel a
ca+2 é a-4db

vektorpar linedrisan osszefliggd!

13, },&llapitsuk meg, hogy a

2 1 -1

-1 2 0
3 I 1 , 1 vektorok
4 -1 0

altal generilt vektortérben benne van-e az

a}) 1 by /-1
5 5
8 o

2 -6 vektor?

14, Allapitsuk meg, hogy a kovetkezd vekforrendszerek linedrisan fiugget-

lenek, vagy Osszefliggdk?

X 2%
a)e, €

by 1, & &, ... ™

c) 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x,
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IV, VEKTORTEREK

16,

18,

dy /1 0 1
3 -1 2 -1
o " L 1] -] 2
1 0 3 3

Allapitsuk meg, hogy lehet-e bizisa a valés mdsodrendii kvadratikus
métrixok vektorterének a kivetkezd négy matrix:

a) Adjuk meg az

a b ¢
c d a
alaku métrixok vektorterének egy bazisdt!

b) B4zisit alkotja-e a fenti vektortérnek a

2 1 3 0 2 1 o 1 o\ /-1 2 1)\
3 4 2 1 2 0 0 1 0 ) 1 4 -1 )
vektorrendszer?

Legyen S az n-edrendl szimmetrikus métrixok matrix &sszeadds-
ra és valés szadmmal szorzdsra alkotott vektortere, Adjuk meg a
vektortér egy bazisit! Mekkora dim 57

a) Adjuk meg a legfeljebb harmadfoku valds egylitthatés
Sy 24 +a
ag x a, X a; x 0

polinomok linedris terének egy béazisdtl
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IV. VEKTORTEREK

19,

20,

21,

34

b) Bizis-e a kivetkez8 vektorrendszer?

6x3- 4x2+2x~3,
7x2-5x + 4,
-3x+ 2,

_4.

Allapitsuk meg, .10gy mekkora a dimenzidja a

alaku ruggvények vektorterének! (Ldsd az 5/c, feladatotl)
Tekintsiik a négyelemii oszlopvektortér

1 -1
2 . 1
1 1
0 1

vektorai 4ltal kifeszitett A alteret és a

2 1
-1 -1
0 3
1 7

bizisu B alteret. Hatdrozzuk meg az "A /) B altér dimenzi6jst!

Legyen Vl az

1 3 -1
2 ! {0
ES TR S B & L1 X3 1
-2 1 -1
vektorok,



IV, VEKTORTEREK

22,

2 -1
5 5
vV, 22§ 6 | Iy -7

5 o 3

vektorok 4ltal generalt linedris tér.
Hatdrozzuk meg, Vl, V2

A Vl vektortér egy generétorrendszere az

1 -1
2 1 Kt ..
1 1 vektorpdr,
0 1
A V2 vektorteret a

2 1

-1 és -1
0 3
1 7

vektorok generdljdk,

és V. an dimenzié6jat]

Hatdrozzuk meg a V, M vy vektortér egy hézisit és dimenzigjiti

Allapitsuk meg, hogy hiny dimenzids alteret alkotnak az

(Xl, vens xn)- 1

<

tulajdonségu (xl, vees xﬁ) sorvektorok az n elemii sorvektorok

linedris terében,
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IV, VEKTORTEREK

24,

25,

26,

36

a) Vilasszuk meg "c"-t ugy, hogy az

{ed
11

]
—

O -
b

[T R

vektorrendszer a négyeleml oszlopvektortérnek bazisa legyen!

b) Adjuk meg az

SO -

0

vektor koordinitiit a fenti bizisbanl!

A térvektorok linedris terének egy bdzisa i, j, k.

Legyen
§l=1+3],
92:—i+l_(_:
e_3=1+2j_-k

Mutassuk meg, hogy €,. €,, €4 lehet bézis, és adjuk meg a

v=1i+4 -k

vektort az uj bazisban!

Legyen V az e* & e By fuggvények 4ltal generdlt linearis
tér,
Bizonyitsuk be, hogy V-nek bdzisa az sh x, ch x : B, fliggvény-

2
rendszer is és adjuk meg a Bl—rc’il a Bz-re és a Bz-r(’il a Bl-re
valo 4ttérés madtrixait!



IV. VEKTORTEREK

2
27, Legyen V az f(x) =a + b cos x + cos x alaku fuggvéryek lined-
ris tere, (s, b, ¢ € R)

a) Igazoljuk, hogy 1, cos x, cos2 x V-nek egy bédzisal

b} Bizonyitsuk be, hogy 1, cos x, cos 2x is bdzisa V-nek
és adjuk meg az elsd bdzisrdl a mésodikra valé 4ttérés
transzformdci6jdnak a matrixat!

28, Bizonyitsuk be, hogy ha egy vektorrendszer a V vektortér minden
vektordt egyetlen linedris kombinicidval 4llitja el§, akkor ez a vek-
torrendszer linedrisan fliggetlen, tehdt bézis,

29, a) Igazoljuk, hogy ha ¥,0 ¥ Y egy linedris tér Osszefliggd

2 r sy
vektorrendszere, akkor van olyan vektor kozottik, amely kifejez-
hetd a tobbiek linedris kombindci6javall

b} Dontsiik el, hogy a fenti kuvetkeztetés megfordithaté-e?

30, Legyen dim V = n,
Bizonyitsuk be, hogy minden k < n természetes szdm esetén van
V-nek k dimenzidés alterel

Legyen V n dimenziés vektortér a komplex szdmtest felett,
a) Hiny dimenzigs vektorteret kapunk, ha fentit a valés szdm-
test felett tekintjitk?
b) Legyen V egy bédzisa:
I b -

=1t - =n

Adjuk meg ennek segitségével a valés szdmtest feletti vek-
tortérnek egy bazisitl

32, Bizonyitsuk be, hogy ha Vl és V2 a V vektortér alterei, ak-
kor

dim (Vl N V2) £ min {dim Vl’ dim Vz)
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@I Bizonyitsuk be, hogy ha V, nv, = {0}, v, és v, a V vek-
tortér alterei, akkor :

im (Vl ® V2) = dim Vl + dim V2.

34, Legyen
2t 1+« 2
Ciy=11 1 t
1 t 1

t tetszéleges komplex szdm,
Hatirozzuk meg (_J____(t) rangjit!

35, Adjunk meg olyan 3 x 2-es mdtrixot, amelynek rangja:

a) nulla
b) egy

c) kettd
6. Az A = (aj =1, ..., =1, ...,
3 z A (ajj) 1 n i n
matrix elemeirdl a kovetkezdket tudjuk:
a; 7 O
8, 7 0

a, #0 i=1, ..., n,
in

a matrix tobbi eleme nulla.
Hatdrozzuk meg a métrix rangjat!

@ Egy

méitrix k8t sora és két oszlopa csak nulldt6l kiillonbozé elemeket tar-
talmaz, a métrix tébbi eleme nulla, Adjunk als¢é és felsd becslést a
matrix rangjéra!l
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! Bizonyitsuk be, hogy tetszfleges gsszeadhaté A és B martrixra

! Legyenek
a

41,

42,

43,

fenndll a kévetkezd egyenlStlenség:

rang (A +B) = rang A + rang B

2

M=

A . én gsszeadhaté métrixok, Bizonyitsuk be, hogy

mditri¥ oszlopai Altai nal seitett vektortér dimenzidja nem nagyobb a
tagok Jszlopai 4ltal kifeszitett vektorterek dimenzidinak dsszegénél!

Bizonyitsuk be, hogy tetszleges Usszeszorozhat6 A és B mdtrix-

ra fenndll a kivetkezd egyenlltlenség:

rang (A B) £ min (rang A, rang B)

o

és B n-edrendi kvadratikus mdtrixok,
a) Bizonyitsuk be, nogy

rang (A . B) £n
b) Adjunk feltételt, amely biztositja, iwg:’

rang (A B) = n legyen.

" Igazoljuk, hogy tetszdleges kvadratikus A madtrixi.

K
rarp i, S rang A

(k természetes szdm) &s adjunk meg olyan métrixot.

Legyen A kvadratikus n-edrendd mdtrix,

A =0

Lehet-e a matrix rangja n?

amelyre
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IV, VEKTORTEREK

E Bizonyitsuk be, hogy minden A kvadratikus matrix elGillithato

o=

D

[ i
=

alakban, ahol

D=<1,1,...,1,0,...0 >

és fGAtl6jdban rang A szdmu egyes van, X és Y rangja pedig
megegyezik rendjével,

t]==]

n-edrendii kvadratikus matrix, rang é =r

1 Legyen A és v
r,.

rang B = 2
Igazoljuk, hogy

rang (A . B) 2 r, +1, -0
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V. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

1, Tekintsik az éz = b linedris egyenletrendszert, ahol é = (aij)

i=1, ..., m, j=1, ..., n, Dintstk el, hogy igazak, vagy hami-
sak a kovetkez§ Allitdsok!

a) Ha végtelen sok megolddsa van, akkor n >m,

b) Ha egy megoldds van, akkor n = m,

¢} Ha n = m, akkor egy megoldas van,
dy Ha n >m, akkor nem egyértelmii a megoldds,

2. Oldjuk meg a kovetkez$ homogén linedris egyenletrendszereket!

a) x+2y-z=20

i
(e}

y+2z - u

-x + z + 3u

x+ 2y - 5z +5u =20

b) X, + 7x, + 4%, =0

1 2 3
3x1+ x2+12x3=0
3x1+7x2+12x3=0
3){1 +12x3=0
c}) 3):1-)(2 +x3 - x4+2x5=0
X -2x3+ x4+ x5=0
-2)‘:1+2x2 +3x4- x5=0
3x2— x3+6x4+ x5=0
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d) X, + 31::2 + 2x3 =0
2x1 - X%, + 3x3 =0
3x1 - 5x2 + 4x3 =0

3] + 17x2 + 4x3 ={

3. Oldjuk meg a kovetkezd inhomogén linedris egyenletrendszereket!

a) xl+ x2+ x3+ x4=10
x) - Xyt Ixg - oxy =l
xl+3x2+3x3 = 19
3x1+ x2+4x3+ x4=21

b) 2x1+3x2- x3+2x4= 3

3xl+2x2+2x3+ x4=4

4x1+ J{2+5x3 =35
x1+4x2-4x3+3x4=2
c) x1+ x2+ x3+ x4+ x5=7
3x1+2x2+ x3+ x4-3x5=-2
X, + 2x, + 2x, + 6x_ = 23

2 3 4 S

d) X + Xg " 2x3 - Xy + X = 1
- 4 v, =

3x, Xy + Xy F x4+'i 4

x1+5x2-9x3-8\,*x5=0
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e) x1+2x2+3x3-x4=1

3x1+2x2+ x3-x4=1

2% +3x2+ x, +x, =1

1 3 4
2x1-!—2x2+2x3 —x4=l
le + sz + 2){3 =2

4. Oldjuk meg a kivetkez$ egyenletrendszereket!

x, + X, to.tx =1

+ . + =2

xl +x3 xn
=3

xl+:(2 +x4+ +xn

X, +x, +x, +x, +.,.. +x =n

1 2 3 4 n-1

= 1

b) 2x1+)|12+...+xn
X + 2x2+ +xn = 2
xl+x2+...+2xn=n

Hatdrozzuk meg az Usszes ¢, d valds szdmot ugy, hogy az aldbbi
egyenletrendszernek:

o¢) egy megolddsa legyen;
3 ) végtelen sok megoldisa legyen;
3'-) re legyen megoldasa;

X +y =3
y+cz =2
v+ z=4d
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6. Hatdrozzuk meg c értékét ugy, hogy az aldbbi egyenletrendszernek
legyen megolddsa és adjuk meg a megolddst!

X, + L 9
Xy + 2x2 T Xy = 12
Xyt Xy T 4x3 = -12
-2x1 - Xy + X, = ¢

7. Hatirozzuk meg c értékét ugy, hogy az aldbbi egyenletrendszernek
legyen megolddsa, és adjuk meg a megoldést!

2xl— x2+ x3+ x4 = 1
x1+2x2- x3+ 4x4 = 2
X, + 7x. - 4x_ + 1lx, = ¢

1 2 3 4

8. Diszkutiljuk az aldbhi egyenletrendszereket!

a) 2x + cy +dz = 1
cx +dy + 2z =1

1

c

b) cx+ v+ oz=
x+cyt+ z=

X + y+cz=c2
c) 2x +jy  =cx
-3jx + 2y = cy G=V -1

9. Diszkutdljuk és oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert!

x4+ x, = 1
cx]+}(2+3

X, +H H—c)x2 + Xq

-+
™
It
= W

x] +x2+(!+c) x3 + x =

4
X
x]+x2+X3 + 4
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V. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

10,1 A P x =0 homogén linedris egyenletrendszer métirxara

12,

13.

14,

2

lav
I

it

Bizonyitsuk be, hogy az E - P madtrix oszlopvektorainak linedris
kombinacisi megolddsai az egyenletrendszernek,

Legyen A n-edrendi mdtrix,
Igazoljuk, hogy ha az

Ax=2b

egyenletnek tetszdleges n elemii b oszlopmdtrix esetén van meg-
oldasa, akkor a megoldds egyértelmii,

lgazoljuk, hogy nincs olyan inhomogén linedris egyenletrendszer,
amelynek megolddsvektorai vektorteret alkotnak!

Dontstik el, hogy invertdlhat6k-e az aldbbi mdtrixck! Ha van inverz,
akkor adjuk meg!

a) 1 1 1
A=| 0 1 1

1 0 2

b) I 2 -3
B=1[0 1 2

0 0 1

@ -1 3 0
c=f1 0 -3

0 -1 1

Vilasszuk meg a ¢ paramétert ugy, hogy a mdtrix intertdlhat6 le-
gyen, majd szdmitsuk ki az inverz matrixot!
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V. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

a) 1 1 2

A= 3 -1 c

1 -1 -1

b) 1 2 1

=B = 3 1 2

c 1 -1
15, X X 1
é = [ x 1 x
1 x b4

Mely x értékek esetén van A-nak inverze?
16, Legyen A = (aij) 1< i< nq, 1S j=n
0 ha i=j
a, =
) 1 ha i #j
‘ -1 <
Hatirozzuk meg az 4 matrixot!

< -1,
17. a) Hatdrozzuk meg ''c¢" értékét ugy, hogy A 1étezzen!

c 1 2 0
-1 2 0 3
4= 0 1 -1 1
c 3 1 0

by "¢" megvélasztdsa utdn oldjuk meg az

-1

I
li

g

—_w e N

egyenletet!



V. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

! Bizonyitsuk be, hogy a

egyenletet kielégit6 A madtrix invertdlhaté! (c, d, e tetszlleges
komplex szadmok, e # 0.,)

19, a) A és B n-edrendl kvadratikus matrixok,

Rang A = n,
Igazoljuk, hogy
A.B=0

akkor és csak akkor teljesll, ha

vy
=

[D)] Igaz-e a fentl 4llitds, ha Rang 4 < n?

20. a) Legyen

A

Heoo)
1
[[{s=]
[l
I
(1]

=

{[ap]
1
o]
[tk

= E

Bizonyitsuk be, hogy ekkor

B-g.
Ha csak annyit tudunk, hogy A . B = A , C, kovetkeztethetiink-«
arra, hogy B = C? - -
21, a) Melyek azok a diagondlmdtrixok, amelyek invertilhatsk?
b) d1 ... O
D=0
0 ... d
n

Adjuk meg 2_ 1-etl

- e



V. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

22,

23,

24,

26.

27.

48

Bizonyitsuk be, hogy ha A n-edrendli matrix és A . A egy olyan

diagondlmatrix, amelynek_é f6 atléjdban nincs nulla, akkor A osz-
lopvektorai az n-dimenziés oszlopvektortérnek bazisdt alkotjak,

A és B invertdlhat6 mdtrixok. Igazoljuk a kovetkez8 egyenldsége-
ket!
o ¢.pt=pl.
n-1 -in
b) (&) = (&™)
] -l ~Tye
SER’Y = @A"Y,

Bizonyitsuk be, hogy tetszfleges n-edrendii A mdtrix és invertdl-

hat6 B mdtrix esetén fenndll a kovetkezd egyenl8ség:

-1.n n -1

e
I
it
H]
=
5
[jloe]

n € N)

Legyen A i.vertdlhats szimmetrikus mdtrix. Mutassuk meg, hogy

A is szimmetrikusi

Bizonyitsuk be, hogy ha A és B felcserélhet§ maétrixok és é-l
1étezik, akkor é‘l és B s feicserélhetsk.,
Bizonyltsuk be, hogy ha ék =0, akkor E - 4 invertdlhats és
-1 2 k-1
(E-4) =E+A+4 + + A,




VI. A DETERMINANS

1, Szamitsuk ki a kovetkez§ determindnsok értékét!

ay |3 1 2 -1 By |3 i ‘
1 2 0 5 P42
2 0 3 -3 i3 143

1 4 -1 2

) -1 2 2 o 1 1 1
2 -1 2 i 0 1 1
2 2 -1 i § 0 1

(j: képzetes egység)

2. Szadmitsuk ki a kovetkezl determindnsok értékét!

a) a b atb b) 1 1 1
b atb a 1 i4a 1

a-tb a b 1 1 1+b
c) 1 1 1 d) a 1 0
a b c 1 b 1
a2 b2 c2 0 1 c

(a, b tetszfleges valds szdmok)

3. Szdmitsuk ki a kbvetkezd n-edrendli matrixok determindansédnak az
értékét:
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VI, A DETERMINANS

ayls 2 2 .. 2 b | l+x 1 ... 1
2 5 2 2 1 14+x 1
2 2, 5 1 1 ... l+x

4. Oldjuk meg a kivetkez§ egyenleteker {a,b adott valés szdmok)!

ay |1 11 by | x 1 1
b4 al =0 X 1 (=0
b b x| 1 1 x

c) 1 2 3

[\
[7H]
£
— _"__. -
o

@ Egy n-edrendd A kvadratikus métrix minden elemére fenndll a ki-
vetkezd egyenldség:

aij = min (i,j).

Szdmitsuk ki det A értékéel

2 P
6 a) 1~ 2 32
é - 2‘2 32 42
32 42 52

b) / 12 22 2 42
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VI, A DETERMINANS

10,

11,

Mutassuk meg, hogy det B = 0.

c) Igazoljuk, hogy ha C fenti alaku és rendje nagyobb mint hirom,
akkor det C = 0,

Legyen A n-edrendl métrix, amelynek elemei az 1 és -1 szé-
mok,
Igazoljuk, hogy det A oszthat6 4-gyel, ha n = 3,

Igazoljuk, hogy ha egy n-edrendd métrix elemeire

ik T A

akkor det A valés!

Igazoljuk, hogy ha A (2n + 1l)-ed rendl métrix és elemeire

A Ay =0

1=%i< 2011

1<k < 2n+4l), akkor

deté = 0,

Legyen A n-edrendil mitrix és ¢ skaldr, Bizonyitsuk be, hogy

-

det (c . A) =c" . det A,

Bizonyitsuk be, hogy ha egy kvadratikus A +iirix féatléja felett
. =n
(v. alatt) minden elem nulla, akkor

det A =a a
=n

11 * 22 cse nn-
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V1. A DETERMINANS

12, Legyen
h11 blz 0
b21 b22 0
A=t o 0
€11
0 0 c:21

Bizonyitsuk be, hogy det A

b}

—

ha B = (bij), C = (cij),



VII. EUKLIDESZI TEREK

Tekintslik a hiromelemii valés oszlopmdtrixok linedris terét (miivele-
tek métrix osszeadds és szdmmal szorzds) Skalidris szorzds-e a ki~
vetkez8 hozzirendelés? ’

1 -2 0
®lp=x |2 6 1]y
0 1 1

Legyen V a [0,1] intervallumon folytonosan differencidlhaté fugg-
vények vektortere., Tekinthet§-e skaldris szorzatnak:

a) 1

f1g= f £(t) g’ (t) dt + £0) g(0)
0

1
by (flg = f £(t) g'(t) dt.
0

Skaliris szorzast definidl~e az

b
f 1g)= j f(x) g(x) dx
a

hozzdrendelés

a) az [a,b] -n folytonos fliggvények linedris terében?
b) az [a,b] -n integrdlhat6 fliggvények linedris terében?
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VII, EUKLIDESZI TEREK

e, vektorai ortonorméltak

4, Az E euklideszi tér 8y &y 84 &
a) ortogondlis-e
b) normélt-e
az g, - &) € t &, €37 &y €3t 8, vektorrendszer?

A val6s négyelemi oszlopvektorok euklideszi terében adjunk meg
olyan ortogondlis bizist, amelynek egyik vektora

1
0
1
2

cees hn egy En euklideszi tér bizisa és

két tetszlleges vektor En-ben,
Bizonyitsuk be, hogy ha

X, ¥,

&1y = L

i

IIM:;

skaldris szorzat, akkor a B bézis ortonormaiit!

7. Bizonyitsuk be, hogy ha az e e vektorrendszer egy En

l' ERCRL N | _n
n-dimenzios euklideszi tér bizisa, és

Y"Lgi i=1. 2, caay n,

akkor v = Q.
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VII. EUKLIDESZI TEREK

8,

10.

11,1

Tekintsitk a valss egylitthatés polinomok euklideszi terét a
1
(p(x) | q(x)) = f p(x) q{x) dx
0

skaldris szorzattal,

Hatdrozzuk meg az sszes olyan q(x) els8foku polinomot, amely
ortogondlis a p(x) = 1 polinomra, és || q(x)|] = 1. (Itt normin
a skaldris szorzat Altal generilt normat értjuk, )

Igazoljuk, hogy birmely euklideszi térben a skaldrszorzattal értelme-
zett normdra:

2 2 2 2
a) llx+yH "+ llx-yl"=2(1x0"+ Uyl
b) Ha x.ty, akkor

Nxit?+ nyn?=nx+yn?

vagyis érvényes a Pythagoras tétel,
Igaz-e a b) alatti ktvetkeztetés megforditidsa?

Mutassuk meg, hogy ha

v €E és
n

1<
“H.
(=}

akkor a
¥ix=0

tulajdonsdgu x vektorok En—nek n - 1 dimenziés alterét alkotjik,

lLegyen S az En euklideszi tér egy altere, Ertelmezztk az S
halmazt a kdvetkezd mdodon:

s ={s":s'€E 6 1 9=0 m ges}

a) Bizonyitsuk be, hogy st s altere En-nekl
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EUKLIDESZI TEREK

12,

14,

56

by SN S ={0}
S @& S = E..

n

+ U

Legyen S az En euklideszi tér egy altere, Igazoljuk, hogy

Tekintslik a val6s négyelemi, oszlopvektorok euklideszi terét az

x1ly =
i

X, V.

N

skaldrszorzattal, Bontsuk fel az

X = vektort egy az

-3 0 -1
5 1 0
9 Lo
3 2 0

vektorok Altal kifeszirett altérbe esd és egy arra merdleges kompo-
nens Usszegére!

Legyen E euklideszi tér, x, y €E, x#0, y# 0
Hatirozzuk meg a ¢ skaldrt ugy, hogy

fx-cyll

minimélis legyen! (A norma euklidesz normét jelent.)

Legyen E a [0,2 Ti]-n folytonos fuggvények euklideszi tere, az

A

(tlgy= | &0 g

Per LR X

skaldr,. szorzdssal. Tekintstk E kovetkezd E’ alterét:




VII, EUKLIDESZI TEREK

n
E’' = {Tn(x):Tn(x)=a + g akcoskx+bksmkx,

a, b €R (k=0,...,n)-re}

Hatdrozzuk meg azt az E’-beli Tn(x) trigonometrikus polinomot,

amelyre || f(x) - Tn(x) | minimélis.

16. Al[apitsuk meg, hogy normit hatiroznak-e meg a kivetkezd relivick:

a) oy = . felf =

Mz
<

b) Az n-edrendi métrixok vektorterében

IH4 || = max ]|4 x|
=1
(c) & masodrendil métrixok vektortetében JAJ = |det 4],

17, éllapitsuk meg, hogy normdt hatdroznak-e meg a kovetkez§ relacisk:
Az [a,b] intervallumon folytonos fliggvények vektorterében

a) el = max |l
te€fa,b]
b
By el = [ [E©] de
a
cy el =V j () d
a

d} Az [a,b] intervallumon integrilhats fliggvények terében b)




VII, EUKLIDESZI TEREK

18. A valés elemii konvergens (a_) sorozatok linedris terében megfeiel-e
normanak n
a) a sorozat hatirértéke
b) a sorozat hatdrértékének abszolut értéke
c) sup |a |

19, a) Bizonyitsuk be, hogy az n-edrendli kvadratikus A métrixok vek-

torterében normat hatiroz meg a kivetkezd egyenléség:

n

Al = max > lag, ]
1€i<n k=1

1
by Legyen x = és |jx]| = max }x| Bizonyitsuk be,
. 1Si$n
X
n
hogy [}& x|} = AfjlzN!
20. a) Bizonyitsuk be, hogy
A = max a_, normal
1%, 1 154 2!

1€j<n
b) Igazoljuk, hogy

o | =0 g al

@ Legyen az [a,b] intervallumon folytonos fuggvények vektortetében

Nell = max | f(x)]
x € [a,b]

Bizonyitsuk be, hogy egy (fn) fliggvénysorozat akkor és csak akkor

konvergens a fenti norméban, ha egyenletesen konvergens,
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VIII. LINEARIS OPERATOROK

Legyen V az akérhdnyszor differenciilhats egyvéltozds fﬁggbények
vektortere és

Df=f7, ha f€V.

a) Bizonyitsuk be, hogy D linedris operdtora V-nekl
b) Hatdrozzuk meg a magteret!

2. Legyen V a térvektorok linedris tere, Allapitsuk meg, hogy lineéris
operitorok-e az alédbbi hozzirendelések!

ay Tv=c. v, ¢ adott térvektor,
by V vektoraihoz hozzérendeljlik vetiletliket az

x=t y=-t z=2t

egyenletrendszeri egyenesen,
ey Tv=c¢cxv+d; c, d adott tervektorok.

d) Ty legyen v vetillete az [x y] koordindtasikon.

3. Legyen U az f(t) = a_ +a, cos £+ b1 sin t (ao % bl’ valos
szdmok) alaku f filiggvények vektortere és
Df=f"7 4 f,
a) Igazoljuk, hogy D az U vektortérnek linedris operédtora!

Adjuk meg D matrixat, ha 1, cost, sint a bézisl.
A legfeljebb n-edfoku polinomok linedris terében a -vetkezdképpen
értelmeziink egy T transzformdcist:
T p(x) = p{x + 1).
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VI, LINEARIS OPERATOROK

®

Mutassuk meg, hogy T homogén linedris transzforméci6, €s adjuk
meg T egy matrixat!

Legyen Tn a legfeljebb n-edfoku valgsegyiitthatés polinomok vektor-

tere, k € N, k<n,
Tekintsilk azt a leképezést, amely Tn minden polinomjdhoz hozza-

rendeli azt a legfeliebb k-adfoku polinomot amely a k-nil magasabb-
foku tagok elhagydsaval keletkezik,

a) Igazoljuk, hogy a leképzés homogén és linedrisl

b) Vélasszunk bizispdrt és adjuk meg az operdtor mdtrixat]

Adjunk meg egy U vektorteret és egy T

U LU

transzformécist, amely nem linedris operator!

Adjunk meg egy

U—-Evv

leképezést amely nem linedris operdtor!
Bizonyitsuk be, hogy ha T az U vektortér homogén linedris transz-
formécigja és

T =0,

akkor a képtér része a magtérnek,

Legyen
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VIII, LINEARIS OPERATOROK

10.

11,

12,

1
)
Vidxriz=s | %3 0%
“
Y \XSJ

a) Adjuk meg az x — A x linedris operdtor képterének és magte-
rének a dimenzigjat!
b) Adjuk meg a magtér egy bizisat!

Legyen az U vektortér egy bézisa: g, &y & Tekintslik a kovet-

kezd homogén linedris transzforinaciot:

he =g t+3e+e
Aegy=g - g - ¢&
Ag3=2g1+cg2+§3

Hatirozzuk meg c-t6l fiiggen a képtér és a magtér dimenzigjatl

Legyen T a térvektorok euklideszi terének egy linedris transzfor-
maciéja;

Ti = a

Tj = axb

Tk = a+2b,
ahol 2 =j -3, b=1i+4k

i
Irjuk fel T mdtrixdt az i, i k bazisban,
Irjuk fel a Z tengely kortili 60°-o0s pozitiv irdnyu forgatds linedris
operdtordnak métrixdt i, j, k bdzisban, majd batdrozzuk meg a
v=i-2)+4k

vektor képétl
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VIII. LINEARIS OPERATOROK

13. Irjuk fel annak a linedris transzformdciénak a matrixdt az i, j, k
bizisban, amely a tér minden vektorit
a)a 2x +y+z =0 egyenletil sikra vetiti;
b) tikrozi az elébbi sikra, majd kétszeresre nyujtja;
c)az x=1t, y=2t, z = -t egyenletrendszerii egyenesre vetiti.

14. Legyen V a térvektorok vektortere és
a=2L+j-k
Bizonyitsuk be, hogy a
Tv=ax¥y yEV
leképezés homogén linedris transzformécis és irjuk fel métrixdt az

i, j, k bézisban|

15/ Legyen egy E3 euklideszi tér ortogondlis bazisa ¢,, €,, &s.

Euklideszi normdik:

e =2 ligll =3, llggh =1,
_a_=2el-e2-e3.

Adjuk meg a
Ty=(@la)a Y€ E,

médon adott T linedris operdtor métrixdt a fenti bézisban!

Legyen U a legfeljebb n-edfoku polinomok vektortere, Az U-n
értelmezett T leképezés u = Pn(t) € U-hoz a kbvetkez6 modon
rendel képet:

t
Tu = Of Pn(x) dx.

a) Igazoljuk, hogy T linedris operétor!
b) Irjuk fel métrixdt egy tetszés szerint vélasztott bdzisparban!



VIII, LINEARIS OPERATOROK

17. Porgassuk el a térvektorokat elfszor a k koril o szoggel, majd
a j koril P szidggel pozitiv irdnyba,

a) Igazoljuk, hogy a két egymds utdni forgatis transzformdicigja ho-
mogén és linedris!
Adjuk meg a transzformdcié i, j, k bézisbeli matrixdtl

18, Legyen T egy U vektortér linedris operdtora, amelyre

TZ—T+E=0.

Igazoljuk, hogy T invertilhatsé és adjuk meg a T operdtort T
segitségével,

19, Legyen T a Vn vektortérnek egy olyan linedris operdtora, hogy

™=0 de ™!40,

és e € Vn egy olyan vektor, hogy

™'es0

a) Bizonyitsuk be, hogy

n-1

e, Te, ..., T "e bizisa lehet Vn-nek!

b) Hatdrozzuk meg T matrixdt ebben a bizisbanl

20, A T linearis operdtor egy négy-dimenzi6s V vektortér e &y
€30 &4 bazisvektoraihoz a
Te =g -2
Te,=¢ + g
Te, =3¢, -¢,
T g, = Zgl + &3

vektorokat rendeli,
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VIII. LINEARIS OPERATOROK

a) Adjuk meg T matrixdct a
B: gl, €y gs, g4 bdzisban.
Adjuk meg T madtrixat a

G g + €ys gz + _e_3, &g 9_4 bazisban,

21, Legyen a térvektorok vektortetének egy bézisa

e—l—glv

€r &y 830 &4 gL &,.

Vetitsikk a tér vektorait az & & vektorok sikjdra, merdlegesen,

Hatirozzuk meg a transzformdcio mdatrixdt az

1 4

e, = &

ey =& t &ty
hizisban!

22, A T linedris operdtor az U vektortér e;r €
hoz a kovetkezd médon rendel k épet:

e, béazisvektorai-

Te = g +2, + 3,
T 93 = 2§'l B 92 i §3.

. Invertilhaté-e T?

b) Adjuk meg T mditrixat a 292 + €3 & + &, 3@2 bazisban|

23, Legyen S az En euklideszi tér egy altere, Tekintsik a kovetke-

26 modon értelmezett P(un., projekeio) operdtort: ha v € En és
8 € 5, akkor
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VI LINEARIS OPERATOROK

25,

26,1

PYES é (v-Prls)=0

(azaz P hozzdrendeli v-hez annak S-beli merdleges vetiiletét)
Bizonyitsuk be, hogy

a) P linearis operitor

by P ¥y € En—hez annak S-beli minimalizalé vektorat rendeli hoz-

N
[+ 3

"

) PP=p

dy ¥ ve En egyéritelmilen felirhaté v = v, tv alakban, ahol

2

v, P kéterében, v, P magterében van

1
e} P onadjungéle.

2

Gondoljuk végig a fenti allitdsokat, ha En a térvektorok euklideszi

tere S pedig egy sik vagy egyenes vektorait jelenti,

Legyen V n-dimenzigés vektortér, U1 a V altere, dim U1 =r

Egy V-n értelmezett T linedris operdtor képtere UZC v,

1

dim U2 = I, A T operdtor az U, alteret képezze le V egy r

dimenziés alterébe,
Bizonyitsuk be, hogy

cn S o, < i
r+r2 n=r=m1n(r1,r

1 2)

Bizonyitsuk be, hogy ha

invaridng alterei az U vektortérnek a T linedris operatorra vo-
natkoz6an, akkor

Ul N U2 is invariédns altere U-nak,

Legyen T az U vektortér linearis operdtora,
U = U1 @ U2, ahol

U1 és U2 invaridns alterek,
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VIII,

LINEARIS OPERATOROK

27.

28,

29,

30.

Milyen alaku lesz T maétrixa a BIUBZ bazisban, ahol B, az

. 4t an?
Ul és B2 az U2 bidzisa?

A [-1, 1] intervallumon folytonos fiiggvények linedris terében érte'-
mezzilink skaldris szorzast:

1
tlg = [ g a
médon, Legyen T f(t} = £(-t).
a) Bizonyitsuk be, hogy T linedris operdtor.

b} Hatirozzuk meg a T* operatort,

I;.egyen egy E valés euklideszi tér két vektora a és b,
Ertelmezzik az a2 o b operdtort a kovetkezd médon:

(@ob)x=ablx), ha x €E.
a) Bizonyitsuk be, hogy a o b linedris operitor!

b) Hatirozzuk meg az

(a o b)d‘t operétort!

Legyen E_ a térvektorok euklideszi tere és T = a x operdtor a
kovetkez6:

Tv=axv (a# 0 adott vektor,

v € E3 tetszdleges)
a) Igazoljuk, hogy T linedris operitor,
b) Adiuk meg ortonormélt bizisbeli méitrixdt,

¢) Igazoljuk, hogy T* = -T,

Bizonyitsuk be, hogy a térvektorok euklideszi terének minden T an-
tiszimmetrikus operdtorihoz egyértelmiien taldlhaté olyan a vektor,
amellyel
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31,

32,

33,

35,

36.

T=ax (1, 29, feladat)

Az a-t nevezzlk T vektorinvaridnsanak,
(T antiszimmetrikus operitor, ha T% = -T)

Bizonyitsuk be, hogy a valés En euklideszi tér minden linedris

operdtora egyértelmilen bonthaté fel egy szimmetrikus és egy anti-
szimmetrikus (T* = -T tulajdonsigu) operitor osszegére.

Az (a,b) intervallumon akarhdnyszor differencidlhats, f(a) = f(b) tu-
lajdonsagu fliggvények euklideszi terében legyen
b
(flg) = f f(t) . g(t) dt  &s Tf = ¢,
a
Hatdrozzuk meg a T* operéitort!

Legyen A a valés En euklideszi tér szimmetrikus operdtora,
[gazoljuk, hogy

n
A
is szimmetrikus (h =2, 3, ...)

Egy operdtor mAtrixa szimmetrikus, Kovetkezik-e ebbél, hogy az
operdtor szimmetrikus?

Uizonyitsuk be az adjungdlt operdtor kovetkezsd tulajdonsdgdt:
(T. H =T1.1F

(vagyis T , T* onadjungdlt operdtor),

Bizonyitsuk be, hogy ha

™ T=E,
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VIIL. LINEARIS OPERATOROK
akkor
- -1
YT = E is fennam
37.1 Legyen T egy euklideszi tér Snadjungalt operitora.

38,

39.

40,

42,

68

a) Igazoljuk, hogy ha X az operédtor tirgyterének egy invarians al-
tere, akkor X is invaridns altér]
b)Y Adjunk konkrét példit fentiekre!

a) T egy E euklideszi tér linedris operdtora, Legyen T = T-l,
Bizonyitsuk be, hogy ekkor a tdrgytér tetszdleges két vektorinak
skaldrszorzata megegyezik képeik skaldrszorzatival — a lek épezés
skaldrszorzattartd —.

b) Adjunk példit a fenti tulajdonsdgu operdtorra.

Bizonyitsuk be, hogy az R"-b6l R"-be képez8 onadjungalt operdtorok
halmaza vektortér a valés szdmtest felett! :

A térvektorok linedris terében legyen az A homogén linedris transz-
formécié a k vektor koriili 45-os forgatds,
Hatirozzuk meg a transzformécié sajatértékeit és sajtvektorait!

Az akérhanyszor differencidlhaté fiiggvények linedris terében a T
linedris operéitor legyen:

Tf=f,
Adjuk meg T sajatértékeit és sajdtvektorait (sajatfliggvényeit).

Egy T hompgén linedris transzformécié egy négydimenziés V vek-
tortér

€, & &30 &4 bizisdnak a
Te =¢e3 Tey=2 -y Teg=2 -2+ 2y

T g, =€ - & + 3e, + e, vektorokat felelteti meg.

2 3 4




VII. LINEARIS OPERATOROK

43,

44,

46.

47,

Hatdrozzuk meg T - sajdtértékeit és sajdtvektorait az e

4 bizisbanl

1: 92’ .8_3,
Egy T linedris operdtor matrixa egy B bazisban T,
1 -1 2
T = 0 2 4 .
- 0 1 -1
Hatirozzuk meg T sajitértékeit és sajidtvektorait a B bédzisbanl

Hatirozzuk meg a kévetkezd mdtrixok sajitértékeit és sajitvektorait!

-1 -1
a) 0 -1 0
2 1
-2 -3
b) 2 ' -6
-1 -2 0
6 2
c) (-2 0
0 2
Hatarozzuk meg az A2 métrix sajdtértékeit és sajdtvektorait, ha
2 1
4= (3 4 )

Legyen a T linedris operdtor invertdlhats, Mutassuk meg, hogy a
nulla nem lehet sajdtértéke,

[} b
[ ]

S NN

Adjuk meg az
-1
AaH ! marrix
sajatértékeit és sajatvektorait, ha
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ViI, LINEARIS OPERATOROK
2 0
- (200,
48, Hatirozzuk meg a kivetkezd métrixok spektrilfelbontdsét:
1 0 0
a) 0 2
0 2 1
0 0
p) | 0O
1 0
49, Hatdrozzuk meg az

(o 1)

métrix spektrdifelbontdsdt, majd annak felhaszndldsdval adjuk meg az

él{JO métrixot!

[y

ot
OO -
"-._.____/

>

50, Legyenek az A n-edrendl kvadratikus mitrix sajdtéreékei:

Apr Agseeas A (Ai=0 i=1, ..., n)

n
a) Adjuk meg det éz értékét a sajatértékekkel,

b) det (é-1)3 értékét adjuk meg a sajatértékekkel,

51. Hatdrozzuk meg az
A=aob

linedris operdtor sajitértékeit és sajatvektorait. (L. 28, feladat!)
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VIII, LINEARIS OPERATOROK

52, Legyen A =a o b, (L. 28, feladatl)
Hatirozzuk meg
a) az A operétor skaldrinvaridnsait,

by az A a* operdtor skaldrinvaridnsait,

53, Hatdrozzuk meg a

2 -1 2
5 -3 3
-1 0 -2

mitrix sajdtértékeit, sajdtvektorait, f&vektorait, majd irjuk fel jordan
alakjat! ;

54,1 Legyen a T linedris operdtor unitér,
Bizonyitsuk be, hogy sajdtértékei egységabszolutértékiiek]

55,1 Igazoljuk, hogy ha az A linedris operitorra
A* - .a,

akkor sajatértékei tiszta imagindrius szdmok!

7l
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I. A TERVEKTOROK

Igen, Példdul:

a+bhb

Tudjuk, hogy v

+y

1 P+ % 7Y,

sépes feltétele is, hogy (11 + \_.12)(17_1

teljesillésének szilkséges és elég-
- y_z) = 0 legyen, A disztri-

butivitis alapjdn a szorzatot dtalakitva

Yp oY T Y- =0

= lz
, El . !1 - Y_l
és
v v, = |V 2
=2 2 '-2|
¥y + 22_1. Y-y fennalldsdnak szlikséges és elégséges feltétele is,
hogy 5\11| = 1\_{2i legyen, Ezt kellett bizonyitanunk.

Irjuk fel az ddéknak a metszéspontjuk és a csucsok kozti szakaszait,
tetszdlegesen iranyitva, az oldalvektorok segitségével, majd hasznil-
azt a tételt, hogy ha ca =db és ajtb, akkor ¢ =d =0,
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1. TERVEKTOROK

a) nem igaz: ha cla - b, akkor ac =bc, tetszileges a és
b esetén, - .
b) nem igaz: ha- ¢ |ja - b, akkor axg¢=Dbxeg, tetszbleges a

és b esetén,
9. alib és lal=|bl.

Hasznéljuk fel, hogy minden vektor el&illithaté hdrom nem egysiku
. vektor linearis kombindcicjaként.

11, a) 1. Ha allb és ¢ tetszdleges
2. Ha aljfb, ¢ Lb é ¢ 12
b) 1, Ha allb és ¢ tetszGleges

2, Ha affb és clla, b sikjaval.

12, Nem, mert legyen példaul a tetszSleges

a#+
c=3a, axb=bxgc=c¢cxa teljesil, a+b+¢c=0
azonban nem 4ll fenn,

15. (@ b 4 = -
16. ¢ = —’-;
17, a) a=0v. b=20
b) a#0 é Db#0 cos-zt.?:l
@=0 v. =%
18, 1. a=b v. a=-b ¢ tetsz. irdnyu
cla £ clib a b tetsz. egységvektorok.

19, Ha a, b, ¢ .péﬁmként merélegesek, akkor van egyenldség.
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I. TERVEKTOROK

Hasznéljuk a skaldris szorzat definici6jdt, és kiszdmitdsinak modjat
derékszogli koordindta-rendszerben,

22, =z =14

23, a) g-i_+ % i+ % k
B (Firgrege) v (S Fieg k)

A fethontds egyérielmii,

24, b=3i+2f-3%

25, abgc #0, tehdt vy elSillithaté egyértelmlien,
!=§e-%b+%g

26, 10,3

27, x=5

28, Igen

29, ay2x-z+3=0
2 1 3 9
O A N Al

a sik egyenletének Hesse-féle normil alakjibél.

+5t, y=2-3t z=-t
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I. TERVEKTOROK

@ A két egyenes nem kitérd, irjuk fel sikjuk egyenietét:

7x ~y-z-10=0

20
d = 7=
V5T

32, 2x+2y+z-5=0

33. ¢c=7

34, x=3+7t, y=2+12t, z =6t
35, t=-1,5 M({(-2, -0,5, 0)

36, Egy kozos pont van: P(l, -1, 0)

a) Mivel azon pontok mértani helyének egyenletét keressik, amelyek
mindkét sikon rajta vannak, a metszésvonal pontjainak koordindtdi
kielégitik mindkét sik egyenletét, Igy, példdul z = t paraméter
vilasztissal oldjuk meg az egyenletrendszert és az

co.53,..2
T3 3
S8,
¥ =3 3
Z =t

metszésvonal egyenletrendszert kapjuk,

b) Eljuthatunk az egyenletrendszerhez ugy is, hogy meghatdrozzuk
annak ¥ irdnyvektordt v =g, x n, médon (mivel v || mindkét

sikkal, 1. a sikok normdlisaira) és meghatdrozzuk a metszésvonal
egy pontjdnak koordinétdit a két sik egyenletének egy kuzds megol-
disdt megkeresve.
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I. TERVEKTOROK

38,

39,

40,

41,

43.

44,

45.

+ 13 y=§9-t-2;z=t

egyenletrendszerl egyenes a mértani hely,

a) P2, 5, -1)
by pl.t x =4-u, y=9-2u, z = 9-6u

a)t =

wfon

by3x - 1)+y+1-4(z -1)=0
x+y-42z+2=20

3 o
sin CP =355 (.P’-:-ZS
Keresslik a sziget, mint az egyenes irdnyvektora és a sik normadl-

vektora 4ital bezdrt szdg potszogét.

A két egyenes nem kitérd, a feladat megoldhats,
75

c ===

a)3x - 3) -2y +2)+5@ - 5)=0
3 P (6, -4, 10)

A szigfelez6 sikok illeszkednek a két sik metszésvonaldra. Egyiklik
normdlisa
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.. TERVEKTOROK

n n n a
! + 2 . masikuké S S
I'_‘i[ ]Ezl lEll 19.2|

(n| , 0, a3z eredetl sikok normidlisai),

a kivént médon csak a 3x - 3y + 4z = 3 egyenletl szigfelezd
sik esetében vilaszthaté meg, ekkor ¢ = -3

43 Két megoldds vanm:

I, y+32z+14=40
2. 2x -39 +z-24=0

T, =3V29. D illeszkedik AG-re. Tegylk fel, hogy DM felex.
a tertletet 68 M rajta van BC-n, DM egyenlete: )

x = -2 + at
y = bt
z=2+ct

ADM,, -teriliete: T’ = Is 622 + @ - =3 V25, DM ben-
ne van a 2x - 3y - 4z + 12 = O egyenleti sikban, ezért a, b ¢
kie:cgiti a

2a - 3b- 4 =0

egyenietet is, EbbSl 2c - a = - —3—123-, amit T’ -be helyettesitve
Ym = 3 adodik, A BC egyenes egyenletéhil M(--g-, 3, 0) és a
keresett egyenes egyenlete:

x-‘—--2+-13-at, y=3 z=2-2t

Az AB szakaszon nir:s olyan M’ pont, hogy DM’ felezné a
~ hédromsztg tertletét,
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II. KOMPLEX SZAMOK

1, a) -2j
by 2 +j

@ - % (A nevezdk konjugdltjaival blvitve a nevezfk val6sak lesznek,)

~—

2, a)8{—2-(cos§-§-+jsin%&)

b) {(cos 25 + j sin 2?_1‘[.')

A
1
;10 3

c) (V_Z-)]1+2 ., €OS n %
x ' 5T

et j
d) V2 e 4; ﬁe 4
78 115
5o 5
eye ; e

j(2k+-121'lf
fle 4 k

kX
g fz.e ° k=0, 1,2 3, 4 5

h)2r2-ej(k+1)5t k

I
IG5 +k5D
D Hze 2 Y r-01,2 3

]

"
e
o

2, 3

0, 1, vagyis Zﬁ; -2 ﬁ
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I, KOMPLEX SZAMOK

[ 2K+ T

jYe 4 k

0,1, 2,3

=

3, a) ]z|=-:l; arc z

!

|zl=2 arc z = , vagy z =10

Ugyanis  arc 2z2 = 2arc 2z = 2arc z,

arc 3z = arc z
felhaszndlisaval arc z = -11 , Mmésrészt a [zi3 - 4|z} =0
egyenletbdl ,z| =2 vagy |zl =0 Ilehet,

-
.

]
L}
——
—
]
=
11

e 4o
~
"
[
no
-]

N
|
w1
mﬁnﬁ
=
L]
s
o
]

Keressilk a meyulddst z = 1-e}('P (0 = (p < 29C) alakban,

i aQ+ 21T jgg+ 240
7)[?.6 7 =3ﬁ.e 3 (?:g' i' 2 6):>

7\/ r= 3V r. Ebb-i r lehetséges értékei r =0, r = 1,

@+ 2k g+ 20T
7 - 3

3¢ +6kT =7¢ + 1482 T =

. Ebbél kapjuk ¢ lehetséges értékeit:

6k - 148% _ 3k - 7LT

¢ = 3 3
05£——’—}£—ﬂ:<2ﬁ

03k -74 <4
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I, KOMPLEX SZAMOK

Ebb8l 1,k egészekre kapjuk:

ha £€=0, akkor k = 0,1 Ilehet
ha §=1, akkor k=3 lehet
ha £=2, akkor k=5 lehet.
Tehdt ¢ lehetséges értékei: 0, é;—t-, T, -—g—
A megoldésok: z = 1, zy = "hy 24 = -1, z, =] & z = 0,

1+ -t _2_§t_ -mal, majd % ~-mal elforgatva kapjuk a tovabbi
csucsokat,

£ 2% u=
z=02 e * ¢ P =V2e P2
z3=ﬁe4 e 3 =Ee 12

j-n%

zk=zo+(z1-zo).e k=2,3,4,5,6

3 3 . /3 . .
22—1+—i—+—2'], Z3—1+T+'2'3. Z4—l+3]
I F - _ /3 3
Zg =1 -Tgm i Zg=l -y g
. Y3 3 . _2f3 I3
- (T =Ty
, 3 V3 .
zy= -5+ (55 +1)

arc z = ¢¢ jelbléssel

sin

2{(1 - cos q)

1
Rez=5 Imz =
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II,

KOMPLEX SZAMOK

11,

13.

14,

15,

16,

i7.

84

a) zZ, és z, valés

b)Rezl=Rezz_ és Imzl=-Imz2
1,. V3

27313

z=—3—-2j
3
b) z-4+]
a)xl=3-11j;x2=-3-9j x5 =
b)xl=t x2=2jt-j' Xz =

(t tetszdleges komplex szdm)

jZk;I—lTC
a)zl=z2=0, zk=2e
b)zl=l+3j, z2=3+33
c}zy =2+j, z2=1-j

R

dyz =0 —82](7_6—+k
zy = 0, z, = e

K 2k

15+ 5%5)
e)zl-zz-o Z =&
b x =2 .1
BAEF ¥ETS

. kT

Y=
b)zl=0’ Zk=re

(r > 0 tetszdleges,

T
2

azaz z, =

)

7



1I. KOMPLEX SZAMOK

jCPz
=r.e észz=r2e .

@]Legyen z, 1
e, - @)
e ! 2_

Ekkor Zy . Zy = r . r,
ry . T, . cos (Cp1 - q’z)

. T, cos (q>l - q’z) =
1 és;_z2

Re (z1 . z2) =

Ezt az egyenletbe helyettesitve az r
r, .1, egyenletet kapjuk, amelybSl a megolddsok: z
ha @, - q?2 = 2k (k egész), ry, T, tetszlleges pozitiv va-

168 szdmok,

Alkalmazzuk az -
la+bl=<tal +|bl egyenl8tlenséget!

19. f(n + 4) = - f(n)

20, b) ¢ # -1 esetén van megoldis

22, co8 4x = cos4x -6 coszx sin x + s8in'x

Haszndljuk fel, hogy
cos 4x = Re (cos x + j sin x)4
cos x ~ 21 cossx sin2 x + 35 c083x sin4x - 7 co8 x xin x

3 x

b) cos 7x =
@sin Ix =3 coszx sin x - sin

Haszndljuk fel, hogy

sin 3x = Im {(cos x + j sin x)3
85



iI. KOMPLEX SZAMOK

d) sin 6x = 6 coésx sin x - 20 0053 X sln3x + 6 cos x sins X

23. a)

z, = 2i, =1 - 3j

4 Zs
2 2
Pzy=(z+ 1) +4) [ -1 +9]

a) (0, 1) kozéppontu 2 sugaru kor
b} x = 1 egyenletdl egyenes

cyy >1 félsik

d)

Ina
Jt

[
2
Az abrén vonalkézott tartomény
1
X
4

OSarc (z - §) - arc (z+j)<% =

~2x
<

0._2 5
x +y -1

ha x =0, akkor x2+y2-1<0 és (x+1)2+yz<2;
. ha x <0, akkor x2+y2-1>0 és (x+1)2+y2>2-

< 1 (a szdgek tangenseit tekintve)
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11I. MATRIX MUVELETEK

[[{®]
n

b)

112
"

J{{®]
!

[
2 2]
el )
o



III. MATRIX MUVELETEK

d) /1 0 0

o= R =
O ke
LB =

4, a)2x 3
by3 x3
c)2x2
d) 4x3
e) 3 x2
) 3 x3
g4 x3
4/a, a) g_j (@az A j. oszlopa)
b) gi' (az A 1i. sora)
c)ai]_
n
dH Y a
j=1 1
n
e) 3 a.
i=1 U
n n
j:l i=1

a8



I, MATRIX MUVELETEK
2 0 0
b)A.B=B. A=} 0 -6 0
0 0 -5
6. Ha A, B kvadratikus mitrixok felcserélhetSk — vagyis A.B-=
= B . A — akkor igaz az egyenl@ség.

a) Elvégezve mindkét szorzdst azt kapjuk, hogy

=0 o)

felcserélhetdk, ha

bC=Bec és B(a - d) = b(A - D)

N P [ e | GO S

1 0 0 0 ...... 0
0 1 0 0 ...... 0
0 ... 1 0 ... 0
A= ( 2 4 ) és é2 _ ( 0 0 )
-1 -2 0 0
Minden ( 3 b ) mdtrix jo, ha
c d
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I, MATRIX MUVELETEK

a4+ 20 =0 és

b+ 2d = 0,
vagyis

a = -2¢,

b = -2d c,d tetszéleges,
b) nincs

@ Teljes indukci6val igazolhato,

>

+
>
"
>

>
1]
L3
+
o

szimmetrikus antiszimmetrikus

JIo=
b
il
(I3
1>
1]
&
[y
V]
=
-
i
1

a
-n

A fSarlst nézve: 4 . g = 0 i=1, ..., n =
a, =0 i=1, 2, , It

6. A . B-B. A f6itl6jiban 4ll6 elemiek sszege nulla, tehdt nem le-

17. A megfelel§ egységmitrixon kell a kivént transzformdiciot végrehaj-
tani és oszloptranszforméci6 esetén jobbrol, sortranszformicié ese-
tén balrsl szorozni vele A-t,

Haszndljuk 17, eredményét,
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MATRIX MUVELETEK

I,

|

1
-1
-2

|
|
i
|
|
i

-2
-1
-2

_.__._...__.__—I—___

3
2
1

|
|

a)

19,

|

1
0
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IV. VEKTORTEREK

Példdul: A pozitiv elemii szidmsorozatok a valss szamtest felett, ha
(an) + (bn) = (an + bn) 8s ¢, (an) = (¢ . an) nem alkotnak vektor-

teret, mert a szammal szorzas kivezet a halmazbél,

{c . an<0 ha ¢ <0,)

2. Igen, Végig kell nézni az axicmdkat,
Nem,ha ¢ # 1, akkor c.a ¢.b
-b a
nem eleme a halmaznak,
c) Igen.

3. a) Igen
b) igen
c) Igen

Nem, mert pl. divergens sorozatok dsszege lehet konvergens,

-9

lisd 4.c, 5.a,c

c} Igen

@ Elég megnézni, hogy zdrt-e a halmaz a két miiveletre

a) Igen

b) Nem, mert Pn + Qn fokszama lehet kisebb, mint n,

c) Igen

d)} Csak akkor, ha g(x) = 0 -

e) Nem, pl. az Osszeadds kivezet, mivel irracionilis szdmhoz irra-
ciondlis szdmot hozzdadva kaphatunk raciondlis szdmot,




IV. VEKTORTEREK

6. Nem, mert egységnyi abszolutértéki Ecomplex szdmok szidmsoro-
sa mér lehet nem egységnyi abszolutértékil akdr a valgs, akidr a
komplex szdmtest felett.

8. a) Igen
Nem, Pl., legyen ¥ %, €V nem skalirszorosai egymdsnak,
Legyen V, = {c y_l} V2 = {c . !2} VIU V, nem tartal-

mazza pl. v T ¥,ct

1
Gondolkodhatunk V egy bdzisdnak felhaszndldsdval,

10. a) Nem igaz
b) Nem igaz
c) Igaz
d) Nem igaz

11, t#%.

12, ¢, d=-2

13. a) nincs benne
b) benne van,

14, a), b), c) Ifiggetlenek, d) vsszeftiggl,

@ Nem, mert linedrisan Osszefliggdk (1d. 14/d),
16, a) (1 0 0)_ (0 1 0). (0 0 1)_
0 0 1 0 o 0 1 0 0
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V. 7JEKTORTEREK

Igen, mert linedrisan fliggetlenek és a bézis négy elemd,

@ Egy béazist alkotnak példiul azok a Eij i=j j=1,2 ..., n

matrixok, amelyekre bij = bji =1 és a tobbi elemik nulla,
dim § = _“_(_nzil_)

2
18, a) B: 1, x,x,x3.
b} igen.

16, n+1
20, dim AN B=1

21, dunV1=3, dlmV2=2, dimVlﬂ V2=l

22, dim V1 ﬂVz =1

Bazis: 5
-2

= -3

-4

@ n - 1 dimenzids alteret alkotnak. Ezek az (xl, -x

» Xgs aaes xﬂ)
alaku vektorok.,

1

24, a)c #1
b) ¢ = 2 vilasztdssal
-3

e €, €3 &, bazisbell koordinitai:

e e B e B
3
(L]

-1

94



IV. VEKTORTEREK

25,

26,

27,

29,

34,

36,

i<
n
]
t

1§
[T Y

1

o
[
ol O M=

b) Megfordithat s,

a) 2n dimenzidgs

b)glr se ey pns Jl—)l ---sjpn

(i az imagindrius egység)

Konstrudljuk meg V, ® V, egy bazisit' V. és V_ egy-egy bé-

zisdbol, ! 2
1 ha t=1
Rang C(t) = 2 ha t=-1,5
- 3 egyébként

n - 1< rang énSn

2<rang AS4
Megoldhaté elemi sor ill. oszloptranszformicis segitségével,
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IV, VEKTORTEREK

41,

43,

96

Legyen rang A =k, rang B = . Ez azt jelenti, hogy

A a5, - A oszlopai kozott k darab,

B: Ql, oo _lgn oszlopai kozutt ¢ darab

linedris fliggetlen vektor van,

Ekkor a, +b.,, ..., a_ +b, b, ..., b kozott legfeljebb k +{
=1 = n “=n’ =l “n

figgetlen lehet. Az utébbi vektorrendszerbél a by, ... _}gn

rokat elhagyva éppen A + B oszlopait kapjuk, igy

rang (A +B) Sk + ¢ =rang A+ rang B

L. 38 mepgoldisit

A szorzat sorai ill. oszlopai a megfelel§ tényezd sorainak ill,

lopainak linedris kombindcioi.
b) rang A = rang B = n.
Nem

L. HI, fejezet 18, feladat.

Az eldbbi feladat 4llitisat felhasznilva

=
il

.4

ng

1 =1 4t

[il=}
]
{{{w]

LH =15

%10 Iy Xpr ¥y TRRE)A

21 féattejaban r, egyes és n - r) nulla
22 f8att6jaban r, egyes és n - r, nulla van,
D LI %) ]_2_2 rangjat kell megdllapitani,
\—N—J
<

vekto-

08z~



IV. VEKTORTEREK

Ez a métrix C-b6l — melynek rangja n — ugy jon létre, hogy

n-or, sordnak és n - r, oszlopdnak elemei helyére nullat irunk,

Mivel egy sor ill. oszlop elhagydsa a rangot legfeljebb eggyel csok-
kenti, a rang legaldbb

nv(n-rl)-_(n-r2)=rl+r2-n_
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V. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

1. a) nem igaz
b) nem igaz
c) nem igaz

d) igaz.
2. a) x 17
y -6
2 1= ¢ 5 c tetszdleges valss
u 4
4
b)x=c¢ 0 c tetszdleges valds
-1
4 8
19 3
c)x = < -3 +e, -1 €1 €y tetszlleges valés
-10 o
0 -10
11
dyx=c¢ 1 c tetszdleges valos
-7
3 5,5
1 4,5 p
3. a) x=c | , + 0 c tetszdleges valés szam
-2 0 6
5
8 1 1
-7 -4 5
By x=e s *eioft}o
0 5 0
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V. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

1 1] 0 0
-2 0 4 -
) x=¢ 1} +e¢ -1 +c -5 + 16
1 0 2 1 8 0 0
0 0 1 0
3
4
1 3 1 . _.L
7 i 0 4
d) £=c 4 +c 0 +c 0 + 1]
Lo 21 .4 31 9o 0
0 0 -1 ]
s cz, c3 tetszlleges valés szdmok.
1
'g 5
% -7
e) X = +c
6
0 6

c tetszlleges valds szdm,

4. Adjuk hozzd az elsd egyenlethez az dsszes tobbit, ..

nn+1)

= Tw-p K k=l % .o

1,2, ..., n

il

]
Y- )

~

]

b) X
Az egyenletrendszer jobb oldali oszloppal bévitett métrixa
1 0 0 0
0 0 c-1 2-3 alakra hozhat6

0 1 0. it

elemi sor és oszloptranszformécidval. Ebbél litszik, hogy
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V. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

o) ha ¢ # 1, akkor van megoidés; és az egyértelmii;
BYnae=1 é d=2 akkor végtelen sok megoldis van;
?f) ha ¢=1 és d # 2, akkor nincs megoldds,

3
6. Van megoldds, ha c = -2, x =( 5) .

7. ¢ =5 esetén van megoldis

o o nlw Ll

8., a)Ha ¢ =d =2, akkor
rang A = ang (A, b =1,

igy 2 homogén egyenletrendszer megoldisvektorai 2 dimenziés
vektorteret alk stnak,
Egyébként rang s = rang A,b = 2, tehdt mindig van megoldés,

byHa c #1 és ¢ # -2, akkor egyértelml megoldds van.
Ha ¢ = -2, akkor nincs megoldés.
Ha ¢ = 1, akkor végtelen sok megoldds van.

c)Ha ¢c=2+ V3, akkor végtelen sok megoldds van,
ha ¢ #2+ ¥3. akkor csak trivislis megoldds létezik,

9., Ha ¢ =0, akkor nincs megoldas,
Ha akkor végtelen sok megoldds van:

[g]
!
—

[ I = B
O W
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V. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

Ha ¢ #0 és c¢ # 1, akkor egy megoldds van:

_ _ 2, _ 3 _ 5
X, = 0; ¥pTTr *3Te x, =1 c ”
@ Kovetkeztessink A rangjdra.
1 -1 0
~1 1 1 1
Boa g =l 3 3 "3
_1 1 1
2 2 2
1 -2 7
-1
b) B = 0 1 -2
0 0 1
-1 L
@ C nem létezik, mert rang € < 3.
14, a) Ha c # 0, akkor van inverz:
c+1 -1 c + 2
At c+3 -3 6-c
= 2¢c
-2 2 -4
b) Ha ¢ # -2, akkor van inverz:
-3 3 3
-1 1 .
= - -1 1
E 3 16 2c + 3 c
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V. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

16, A =

17. Ha c#-1 3 Al ekkor x=4.

LB+ B e B ]

Keressiink olyan B mdtrixot, amelyre A.B=

, 1 2\/-6 -2\ _
19, nem igaz, pl. (2 4)( 3 1) = 0.

20, nem 1d. 19,b) feladatot

21, a)d

02

Nt



V1. A DETERMINANS

i, a) -1
b) -5
c) 27
dy 1

2. a) -2 (a3+b3)
b) ab
c)(b-a){c-a)-Db)
d)abc - a - ¢

(@) 2 @o+3) 3!
by x" 1x + n)

(Adjuk hozz4 az elsS sorhoz az Bsszes tubbitl)

4. a)x, =a, x,=b by x, =1 X, = =2

c)x =25 x, =1

G) deta=1

{Ldssuk be, hogy det én = det A 1)

=Nn-

@ Adjuk hozzi az elsd sorhoz a mésodikat és a mdsodikhoz a harmadi-
kat,

Haszndljuk fel, hogy

L03



VI. A DETERMINANS

det é = det

[l

Haszniljuk fel, hogy

det A = det A’
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VII. EUKLIDESZI TEREK

X), mert a métrix szimmetrikus

B tEIP=EIY &Y

a mdtrix szorzéds tulajdonsigaibsl kovetkezik.

2
4. xix) x‘l‘z-4xx +6x§+2xx +x, =

172 273 3

2. 2 2.
(x -2x2) +x2+(x2+x3) Z0

1

és csak akkor wulla, ha x, = x_ = x3 = 0, vagyis x = 0 esetén,

1 2
Az axiémdk teljesiilnek, a hozzirendelés tehit skaldris szorzds,

2, a) igen,
b) nem, ugyanis

. ,
£ (t)2 dt =0 fiey = 0
g +>

3. a) igen
b} nem
4. a) igen
b) nem

@ Schmidt ortogonalizildsi eljirdssal pl. az
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VII. EUKLIDESZI TEREK

1y . ro 0
0 1 0 G ‘. ]
1 0 Ll 0 bazisbsl adadik az
2 0 0 1
1 0 1 6
0 1 0 0 fq -
1 ol l-s 0 ortogondlis bazis,
2 0 2 -3
1 a
8. [@x+bdx=5+b=0,
2
0
2
a

n
+
ja+]
=3
+
o
b

i}
—

} 2
j {ax + b) dx
0

innen

q,(x) = -2 f3x + 13,
ayx) = 2 f3x - V3.

9, Val6s térben igaz, komplex térben

(x |y)+ (y1x) = 0-b6l csak Re(x|y) = 0 kovetkezik.

(x - c1§1 + 02.5_12 + c3§3) I §i) =0

i=1, 2, 3,
Mivel 81» 890 83 ortogondlis rendszer, ezért
(x |Si) '
ci = -(-;—;—5 i=1, 2, 3.
i19
1 _2_
‘177 25 372 °
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VII, EUKLIDESZI TEREK

® &

16,

207
35

55
7

_89
35

a két keresett komponens,

x1y

= ojekcis tétel
c Ty (projekc )

A projekcid tétel alapjén:
2%

1
aO = 3R f f(x) dx
0
25

ak=lf ff(x)coskxdx
0

2T

1 .
TR ff(x) sin k x dx
0

a) igen
b) igen
c)nem |det Al =0 F>

e

o

107



VI, EUKLIDESZI TEREK

17, a), b), c) igen
d)} nem

18, a) nem
b) nem
c) igen

@ Egy (fn) sorozatot akkor neveziink valamilyen normdéban konvergens-

nek, ha az (] fn I } sorozat konvergens.
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VIII. LINEARIS OPERATOROK

a)yD(f +g) = (f+g)" = " +g" = Df + Dg, tehdt
D(f + g) = Df + Dg

Dic. H=( . =c, f =c . DI, tehit
Def.= ¢eDf is fepnall,

b) A magtérbe a Df = 0 tulajdonsigu fliggvények tartoznak, Ha
f' =0, akkor f(x)=ax +b, ahol a,b tetszdleges valés szam

a), b), d) linedris operitor
c) nem

+

3. Hatdrozzuk meg a bdzis vektorok képeit:

Dl =0, Dcost=-cos t - sint,
D sin t = cos t - sin t,

igy
0 0 0
D= {0 -1 1
0 -1 -1

A tdrgytér egy bézisa:
L %, ... x
A képtér egy bizisa:

1, =+1, ... (X+1)n.

Ebben a bazispdrban

.
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VIII. LINEARIS OPERATOROK

1 0 0 . 0
/(} 1 0 . .
0 . 1 . .
T= . .

@ b) A tirgytér egy bizisa:

n
1, x, ... x

a képtér egy bézisa:
k
1, %, ... x

Ebben a bazispirban

1 0 0 0 . 0
0 1 . .
T - . . . .

o

o o0 ... 1 o0 ..
k

n
~r

a) A kéotér dimenzidja A rangja, 2,

Mivel a tdrgytér 5 dimenzi6s, a magtér dimenzisja 3.

b} A magtér bizisa az A x = 0 homogén linedris egyenletrendszer
egy linedrisan figgetlen megoldids rendszere:

2 0 2
-1 1 0
-2 0 0

0 -2 0

0 0 -1

n
=]

3, dim Ker A
2, dim Ker A

"o
W
=g

2]

8
o

"

2
g
)
3
n
"
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Vd

LINEARIS OPERATOROK

e

VII.

\\.||I||-|l.rlll

—im —~ho e
] [

—~lm o —o
[] ]

~ijen o~ o

' t
-~
[}
o
—t

ey —~jen
1 )

el wen e
] '

aNjen N o

/Ill’{ul-l\
a

—ho o o

= N e
' '

—O e o

l......l..lnl-l]l:\\
0)

14,

-1
-1

i



VIII,

LINEARIS OPERATOROK

16,

17,

112

(€, 1 2) =2 | ¢g)=4
a) = - (g, |
ey 1 a) = - (gq | g5) = -1

Te =8¢ -4¢g-4¢g;
Tg2=-18g1+9_gz+993
Te =-
€y 2e te, te,
8 -18 -2
T = -4 9 1
- -4 9 1

b) U bazisatl, ¢, ..., ¢t

Im T bédzisa: ¢, tz. cees tm—l

Ebben a bdzispdrban T madtrixa:

1 0 0
1
¢ 3
T-= ’
) 0
1
0 0 -;i

@ Két egymds utdni transzformdicié szorzataként tekintve

cos 3 0 sin 3 cose - sino
T-= ( 0 1 0 (sino( cos &

-sin [} 0 cosf} .0 0

0
0
1



20,

VIII. LINEARIS OPERATOROK

a}

cosox cosf
= sino¢

-cose¢ sinf3
=E-T
0
1 0
I- ‘
0 0
0 1 0
1 1 3
L= 2 0 0
0 0 -1
-1
=c - g IB g.:
1 0 0 O
-1t 0 ¢
Zo: b1 - 1 o0
0 0 0 1
1 1 0 2
_ 1 3 3 -2
“1-3 -3 -3 3
0 -1 -1 0

-sin cosf3
o8 0C
sineX sinf3

o
o=}

Q= oM

[}

[y}
OO
- W o

Vagy méis mdédon, felirva a

(Tle; +e,), Te

mdtrixot és ezutdn bizistranszformicist végezve,

1 G
-t I
-1

0

0

2

+¢€

U
0
1
0

3), T~:=_3, T§4)

- S o D
™~

sin 3
0

cosf3

o = O N

0
3
0
-1

)

Qe



VIII. LINEARIS OPERATOROK
1 0 1
21, T-= (0 1 1)
- 0 0 0

-1
22, T nem létezik, mert pl, '=1"e szingularis

-5 -1 -3
by T, = 8 3 9
=e
u 3
3
V bizisa ¢,, .. . &
1 “n
i <
UICV bazis s wnes grl r,=n
; <
UZC\ O §r2 r,Sn
T PO
Uy — U, =7
U3 bazisa ¢,, ., €. A képtér dimenzidja < a targytér dimen-
Y r - e < .
zi6jandl, tepar -7 T, és U3 ..U2 miatt
+ < < i
. r2 ==> r < min (rl. rz).
Tekintsik mos  ae f'-r1+l voeees &) vektorokat, amelyek kiegészi-
tik U, pavisdt YV bizisdvd és ezek képeit amelyekre r, - r
= n - s és =z a bizonyitand6 egyenl&tlenség bal oldala,
26, Ha U1 nia.rixa Bl-ben 21 és Uz—e Bz-ben ‘-—‘-}2' akkor
'y, g
U=1
=
'\g 22

27. b)TE = 1
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VIII. LINEARIS OPERATOROK

28,

32,

40,

42,

b)@oh =hboa

™1
0 2 0
pl. Iy = 2 o 0
1 0 0 4
A B, i, j, k blzisban -I~B
2
'__I:B nem szimmetrikus, bir B
2

metrikus voltdbsl nem kovetkezik, hogy

A=1, s=ck c tetszlleges

a Bl ti. + - x bdzisban,

2 0 0y
= (2 -2 o
o o o

9 ortonor-ualt, .chit ZBI szim-

szimmetrikus,

valés szdm,

A karakterisztikus egyenlet tovdbbi két gytke komplex, igy az R

felettl vektortérnek nem sajitért

Mivel a linedris tér nem véges
e Ax

egyenlet, 8 = ¢ , {c € R)
tetszbleges val6és szim,
Ay=A,=1 Ag=-L A,
1 0
8, = ¢ 0 8§, = ¢C S
ST {0t 27 "21-6
0 2
)L1=1, 12=3, A3=-2

éke,

dimenziés, nincs karakterisztikus

a sajdtvektorok, A A sajitérték
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VI, LINEARIS OPERATOROK

(1) (-
8, =c 01 8, =¢
1 1 0 2 2

44, a)Al=2 A, = -1 A, =1

hy A, =5 A, = A, =-3

c) A, =2 A,= A, =4

2
1’ 2°
raik azonosak. A" sajatértékei: 1, 25 sajitvektorai

1 (i) és c, (;)

2
43| Ha é_ sajdtértéke A }\2, akkor _é_-é Af, A 3234IVERW-

1t6



I'e

TOROK

VIII, LINEARIS OPER
48, 1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 1
ay [0 1 1 0 -1 0 0 3 3
1 1
0 -1 1 0 0 3 0 3 3
1 1
1 0 1 1 0 0 3 0 ?
b) 0 1 0 0 1 0 0 0
1 1
1 0 -1 1] 0 -1 3 0 E
49, : 77
100 ( 1 -77) < 1 0 ) 1 IR (
é = i =
0 2 0 1 0 7
50. aydetp’= A2 .. AC
= n
- -1
bydee @ = (2% L. ad
= n
51. (@ob)s=A2As; a(bls)=As
1, g=c¢.a, A=(b|a)
2, (bls)=0 A =0, tehdt az ysszes b-re merdleges vektorok
is sajatvektorok.
1
53, Ay = A, = A, = -1 §==c( 1)
-1
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l.'wlj! 1T unitér,

Fkkor ha

(T

1

(T

(1]

18

[ 3%

-1 -1 1 0 3 -1 1
-3 0 -1 1 3 -1
0 0 0 -1 2 -1 1

ha T*= '1:1

s sajétvektor és A sajitérték
ITe)=@IT Te)=(@ls) és

ITs)=(AglAg)= A. A (8]s)=>IAl=1,









Kedves Jegyzethaszndlo!

A j6é jegyzet nagyon hatékony segftség a tanuldsban. A legjobb jegyzeteket pedig még
aktiv mérnokként is haszndlni lehet. Egyetemi tanulmdnyai alatt val6szindleg kiilonbozd
szinvonalt jegyzetekkel taldlkozott eddig, és fog taldlkozni ezutdn. Kérjiik, hogy ennek a
kérddivnek a kitbliésével segitse alidbbi tirekvéseinket:

—  ennek a jegyzetnek a kovetkezd kiaddsdban kevesebb sajtéhiba legyen és indokolt

esetben késziiljon el az dtdolgozott kiaddsa,

- ajegyzeteket értékelni lehessen, amelynek eredményeként a legjobb jegyzetek szer-

z6i nivédijat kaphatnak.

Kérjiik, hogy a kikiild6tt kérddivet a Jegyzetbolt bejdrata (V,, fldszint) mellett elhelye-
zett gy(jidladdba dobja be.

Faradozasét koszéni az Egyetemi Jegyzetbzzottsag

A jegyzet cime: MATEMATIKAI PELDATAR V. Algebra

A jegyzet szerzbje: Csaté Tamasné

A jegyzet azonositéja: 051400

Melyik tirgyhoz hasznélta a jegyzetet: o

Kar: : -
Félév:

Targy neve:

A jegyzet hany szdzalékdt tudta haszndlni (pl. 75 %):

A jegyzet a tirgy anyagdnak hdny szdzalékat fedte le (pl. 50%):

A jegyzet minGsitése:
{0: haszndlhatatlan, 1: nagyon rossz, 2: rossz, 3: tiithetd, 4: j6, 5: nagyon j6)

Javaslat dtdolgozdsra:

A megtaldlt sajtéhibak:

(a tuloldaion folytathaté)






	20110531152914
	20110531152456

