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Eldszd

Ez a kitet az elsd abbél a négykotetes feladatgyiteménybsl, melvet a Kozle-
kedésmérnski Kar Matematika Tanszékének oktatéi készitenek Szdsz Gabor Mate-
matika FII-TTT cimif tanksnyvéhez. A kotet tizenhdrom fejezetének cimei — az elsé
fejezet kivételével — megegyeznek a tankényv els§ kotetében 16vé fejezetcimekkel.
A fejezetek sorszamozatlan alfejezetekre oszlanak. Minden alfejezet tipogrifiailag
is clkitloniils ehnéleti ssszefoglaléval kezd6dik; ez tartalmazza a felhasznalands is-
wmeretek legfontosabb elemeit: definicidkat, tételeket, esetleg szdmitdsi technikikat,
modszereket, melyek azonos;: dja egy betiivel kezd8dik {ezek jelentése: B definicid,
T tétel, P példa, J jelolés, M megjegyzés), majd a fejezet sorszdma, végiil a fejezeten
beliili sajat sorszam kovetkezik. Példani:

T 3.2 Ezitt a harmadik fejezet elméleti bevezetSjének kettes sorszami tétele.

Az clméleti bevezeid utin kivetkeznek a feladatok; ezek csak a fejezeten belitli

sorszamnikat viselik. Azonos fejezethd] vals hivatkozdsnal ez a sorszdam (pl.: 56.),

mas fejezethil vald hivatkozasnal a fejezet és a feladat sorszdma egyiitt szerepel

(pL: 7.56.). A feladat sorszamanak felsd indexében szerepelhet egy jel, melvet az

alabhi peldakban magyardznuk:

51! Ez az 51. feladat, megalddsat fontosnak tartjnk.

52% Ehhez a feladhoz részletes dtmutats tartozik a megnldasoknal.

53} Ez a feladat a nehezebbek kizé tartozik.

54% Ehhez a feladathoz kalkuldtor hasznalata sziikséges.

55° Ehhez a feladathoz programozhatd szaémols- vagy szamitégép haszndlata
sziikséges.

A végercdinényt, néhdny kivétellel, minden feladatnal kozoljitk. Az dbrdknak nincs

sajat sorszanmk, de minthogy kivzvetlentil a feladat mellett szerepelnek, a szévegbél

mindig egyérielmit, hogy melyikhez tartosnak.

A kbtet szerzéi kbszonetet mondanak Szdsz Gabornak rendkiviil gondos lektori
munkdjaért és hasznos javaslataiért.

A feladatgyfijtemény szivegét a ma'EX, rajzait az AUTOCAD programesomaggal
szerkesziettitk. Bz kounyebbé teszi egy javitott kiadds elkészitését. Ezért kériink
minden olvasét, hogy a megtaldlt hibakat, javitasi dtleteiket juttassdk el a Kozle-
kedésmérnoki Kar Matemaiika Tanszékére.

Budapest, 1992, majus 20.
A szerkeszid



1. fejezet

Bevezetés

Algebrai feladatok

J 1.1 A szamok gyakran hasznilt halmazaira a kévetkezs jelaléseket vezetjtk be: N a2
nemnegativ egész szamok, N* a pozitiv egész szamok, Z az egész szamok, Q a racionalis
szamok, R a valés szamok és R a pozitiv valés szamok halmaza.

n
412 Azaytaz+---+ay dsszegrea Y p_; ay vagy a Z ay jelslést hasznaljuk (kiejtés:
k=1
szumma k = 1-t8l n-ig a; ).

D 1.3  Vezessitk be az 1.2...n szorzatra az n! (kiejtés: n faktorislis) jelslést. Legyen tovibhia
¢'=il=1

D 1.4 legyenck a,b € Z, a # 0. Az, hogy e osztéja b-nek, azt jelenti, hogy van olyan
r € Z, hogy ac = b. Jelslése: alb.

Feladatok

Legyen a.b € R és n € N*. Bizonyitsuk be a kovetkez§ azonossagokat:

10 @ — b =(a—-b)(a" T+ a2+ - g abt ),

7z, a?n—} + pér—1 (a + b)(a2n—2 . a?n—Sb + asn=4p2 L ab?n—ii + b?n—-i!),
3. (12" _ b?n — (a + b)(GZn—l = a2n—25 +a2n—3b‘2 _ ab‘ln—-'.’ . b2n-—])'

4"  Mutassuk meg, hogy ha a + b+ ¢ =0 (a,b,¢ € R), akkor ¢* + 4" 4+ ¢* = 3abe.

Oljuk meg a kévetkezd egyenleteket a valés szamok halmazan:

5. lzl==z+1, 6. [2x + 3] = 2?, 7. |sinz| =sinx + 2,
-1 -1
8. |sinzf=sinz+3, 9. |igz]=tgz+2V3, 10. ‘i 1’:%;«;,

115 [2246z+6] = |o® +424-9]4(22—3|, 12° |2% — 22 — 6] =l — 4] — |2 + 2],
13. zV% = /27,

Oldjuk meg a kivetkezs egyenl6ilenségeket a valés szamok halmazan:

3x+5 2r+3 3r -2
. 15. <5, 16. 1<« < 4,
43:—7<0 r—3 — dr+5

1-1
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1. Bevezetés — Algebrai feladatok

b —2 .
7. — = 18 |3z — 9> z+6
1 |2$+1|<3, Bz —-Tl<1, 19° |z| < |z + 6|,
20. |z +2]+ |z -2 <12, 21. Jz -3| <z < [z + 3|,

T T

22. 1 - |z~ 1 23, =

lo+1] - |z =1l <1, >

20+1 z+5 3z + 72— 4
24. === g5r = T 0 =

c—4 “z31 #3123 -
26. |2—2%>3, 27. |z(1 - z)] < 0,05,
28, |22 —Ta +12| > 2% — Tz + 12, 29, |2% - 5z| > |z%| — |5x],
30> V3—-2x—2%>z+2, 31, V2—z-+z>1

Oldjuk meg valés z ismeretlenre az aldbbi egyismeretlenes egyenlStlenségrendsze-
reket:

32> 4< (26 +3)*% <9, 33. (a—1z>2e ar<a+l

Abrazoljuk a derékszogll koordinita-rendszerben azoknak az (z,y) pontoknak a
halmazét, amelyek koordinatéira a kovetkez8 egyenletek, illetve egyeniStlenségek
teljesiiljenek:

347 fyl < =), 85. fyl<le+2],
36¢ 2|+ |yl £2. 37° |z| + lyl =1,
38. |zf-Ql=1, 390 |z +yl=lel+ Iyl

40. |z —y| = |z| - |y,

Oldjuk meg a kévetkezd kétismeretlenes egyenlStlenségrendszereket a valés szdm-
parok halmazan:

41, z—-y—-2<0 42, 3z -y-—2<0
3c—y—-8>0, br—4y +6 <0,
43. r—y—2<0 44. 4 +y—-2=0
3z -3y +10 <0, x—2y—14 < 0,
45. z-5y+T7<0 46. 3z - Ty+13=0
r—y—1<0 20 +5y—-1>0
r—2y+4>0 b —2y - 17 < 0,
47. y? — 4z <0 48, 2527 +9y% ~225 <0
2y —2020 <2, 9y? — 16z% — 144 > 0.

Bizonyitsuk be az aldbbi egyenlGilenségeket. Ahol lehet, dllapitsuk meg, hogy mi-
lyen feltételek mellett 4ll fenn az egyenldség:

49¢ |z +y| <zl +ly| (2,y € R) (hdromszdg-egyenlbtlenség, 1. még 125.),

505 o+ b* > 2]ab| (a,b€R), 512 la—b| > |la] - |bll (a,b€R),
1 2 |al
52. |——i< — hal|bl< — b
a—b!ﬂar < (abeR),
1 2242
53 a4+ —>2 € R, 54, ————=>2 € R),
e+ = (a ) JELL {z )

1-2



1. Bevezetés — Algebrai feladatok

2

1
55, —— < =
1424 —2

(z € R),

b
56 +—5 < Vab< % (a,b € RY) (a harmonikus, a mértani és a szam-
"L )
tani kizép kozotti dsszefiiggés; 1. még a 128, feladatot!)
57" Bizonyitsuk be, hogy ha a,b > 0 és a > B>0 (a,b,a,pB € R), akkor

(a + )7 < (of + b")fl’.

Az aldbbi feladatokban értelmezziik a (nem tires) S halmazon a megadott » vagy

o mifveleteket. Vizsgaljuk meg, hogy a halmaz zirt-e ezekre a miiveletekre nézve,

azaz a mifveletek eredménye mindig benne van-e a halmazban? Ha igen, akkor a

miiveletek komimutativak-e, aszociativak-e? Ahol két mitveletet is megadiunk, ott

disztributiv-e valamelyik miivelet a masikra nézve?

58. S=R, z*y=y, =z,yeR,

59. S=R, z*y=max(z,y), z,y €R,

60. S a pératlan szamok halmaza, « a szémok tsszeaddsa,

61. S a paros szdmok halmaza, + a szdmok Gsszeaddsa,

62. S a pératlan szdmok halmaza, * a szdmok $zorzéasa,

63° S=R, zoy=z+2y, a,y€ R,

647 S=R, zoy=azr+by+ ¢, &,¥ €R, ahol q,b,c adott valés szamok,

65. S={a+b0/2;0,b¢ Z}, a % és a o miivelet a valds szdmok halmazan értel-
mezett bsszeadds és szorzés,

66. S = {a+ b3 a,b € Z}, a % és a o miivelet a valés szémok halmazan értel-
mezett dsszeadds és szorzds,

67" S=R, a*b=a+b-1, gob=qa+b—ab {a,b €R).

Szdmitsuk ki az alabbi 8sszegeket:

5 1
68° > (2k+1), 690 > k%,
k=0 k=-3
5 5
70, S (-1)(2k +1), 71 Y (1),
k=0 k=0
20 4 b
72, > .m, 73> > ksin —.
k=7 k=1 2
frjuk fel a szumma jel alkalmazdsaval a kévetkezd ssszegeket:
1 1 1 1
T4 1+2+22 423424 752 ”Hi_iJ’Z"S’
T6. 15424435+ +(n? 1), TT. ap + a1z + agz® + - + apz®,

782 agx™ + a1z 4 apqz + an, T9. &® —atb + P8 — a20% 4 bt — 15,

Melyek igazak az aldbbi gsszeftiggések koztil minden a1,82,..., 05, b1, 02,..., b, és
¢ valés szamra?
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1. Bevezelés — Algebrai feladatok

n n n n n
80! Y(ax+b) =Y ar+d b, 81 S cgy=c¥ a,
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

n n n " n n n
82. Zakbk = (Z G,k) (Z bk), 83} (Z (Lk) (Z bk) ZZZ(Libj.
k=1 k=1 k=1 k=} k=1 i=1j=1
84. Irjuk fel az z-ben masodfokd Thei(arz+b;)? figgvény diszkriminansat, ahol
ar, b € R,
857 (Cauchy-Bunyakovszkij egyenlstlenség) Az €l6z6 feladat eredményét fel-
haszndlva bizonyitsuk be az alabbi egyenl&tlenséget, ahol ap, b, € R:

(£) <(£4) (£9)

86. Bizonyitsuk be, hogy tetsz&leges a és b valés szdmra:
(a® + 1)t + b%) > (a® + 5%)%

87. Bizonyitsuk be, hogy tetsz8leges «,b és z valés szamra:

—ya? + b <acosz + bsinz < /a2 + 12,

Szamitsuk ki a kivetkezd dsszegeket:

0 n

88. > (-3), 89. > ¢ (n>m);c konstans,
k=0 k=m
(11 2 (1 1

0. T o1. -,

? é(k k-{—l)’ ! &Z:%(kz (k—l)z)'

927 > (ay — app1)s
k=1
n 1 ) 1 1 1

93. — [ Utmutatds :-—-— = - — —_
:L‘;k(k—kl)’ ( mutatis 1) k+1)’

"
94 Y sinkr (Utmutatas: szorozzunk 2sin 5-vel),
k=}

n n
95, Z Zakl: aholayy =0, hak #lésay =1, hak =1,
k=1i=1

n n n n
96. Z ZCLH, ha ayy =k, 97. Z Zakg, haay =k — L
k=1i=] k=1i=1
Egyszeriisitsitk a kovetkezd kifejezéseket:
10t 100 1! (n+3)
98, — e — —, 99, ——— >2
T TR T o2 =2
n}(2n + 1) - k)2 !
1008 @2+ D) (nenNb), 101, BRIt 1) (n, k€ Nk < n).

T {n - 1)(2n + 3)! nl{n + k)!
1027 Bizonyitsuk be, hogy ha kim és ki(m + n), ahol k,m,n € Z és k # 0, akkor
kin. Igaz-e az allitds megforditdsa?
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1, Bevezetés — Teljes indukei

Teljes indukcié

D 1.5 A teljes indukcio a direkt bizonyitss egyik fontos tipusa. Jelsljon A(n} olyan &liftast,
amely az n egész szamtdl figg. A bizonyitas két 1épésbal all. Elgszar megmutatjuk, hogy van
olyan ng egész szam, hogy az A(ng) allitss igaz. Azutdn feltessziik, hogy valamely n egész
szémra A(n) igaz, s ennek alapjén bebizonyftjuk, hogy A(r+1) is igaz. Ezekbs! mar kdvetkezik,
hogy A(n) igaz minden n > ng esetben.

Feladatok

Teljes indukciéval bizonyitsuk be, hogy a kévetkezd allitasok igazak, ha az n pozitiv
egész szam nagyobb vagy egyenld valamely ng pozitiv egész szdmndl {adjuk meg
a legkisebb ilyen ng-t):

103!1+2+3+...+n=”(L2__+1), 104143454+ (2n—1) =,
n
10532k2=12+22+32+_”+nz=EMIL(_M,
k=1
n 2_1
106. Z(%—1)2=12+32+52+---+(2n—1)2=n*—(4n3 =,
k=1

n
: - 1
1072 (- =12 - 22 3 () e = () IE(_T%_)!
k=1

n(n? — 1)(3n + 2) L 1 . n
12 » 109, kz::] 4k -3} 4k +1)  4dn+ 1

119.(1—3)(1—3)... P _nt?
4 9 (n+1)2 2n+ 2

111, 3 bk 4 1) = M0 D042
k=1

108, 3 (k- 1)k =
k=

3 A

n
¢
112, Y k(b + 1)k +2).. (k+t—1)=mFD (ot
= t4+1
n 1 2 n
113. Zk?':(fw) . 114, Y k(R = (n+ 1)}l -1,
k=1 2 k=1
135 2n-1 1 LI | 13
1182~ .—.—... < , 1162 —_ > —,
2 6 2n Van + 1 isntk 24
11 1
72yVn <14+ —+ -4+ —= < 2/,
vn N ARV +\/E vn
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1. Bevezetés — Teljes indukeié

o1 1.1 ..
U8 <1+5+3++5m—g

() _ -
(n?)z <

121.*\/2 V24 +V2=2cos 27:-—1- (a bal oldalon n darab gyékiel van),

10%+E —9n — 1
122¥34-33+.--4+33...3 = -————-——-———;{2———9 {a bal oldalon n tagi 8sszeg van).
1237 Egy sikbeli tartomdnyt n darab egyenessel részekre osztunk. Mutassuk meg,
hogy az igy kapott "térkép” két szinnel szinezhetd gy, hogy a kozos oldallal

rendelkez& részek kiilonbszd szindiek legyenek (1. bal oldali 4bral.

<n, 11923" > 2" 4 Tn,

120.

e

2

Y IR

124 Egy orszdgban igy épitenck autopalyskat, hogy mindegyik autdpalya egye-
nes, egyik keresztezddésben sem talalkozik ketténél t&bb it, és minden keresz-
tez6désben az egyik it a masik fBlott halad. Mutassuk meg, hogy barmely
ilyen tthalézatban elérhetd az, hogy wninden dton felvaltva alul majd feliil
haladjunk 4t a keresztez&désen. {Utmutatés: Hasznalhatjuk az €lézd feladat
eredményét és a jobb oldali dbrdt.)

125! Mutassuk meg, hogy ha a1,0z,...,a, € R, akkor

lay + ag + -+ + ap| <larl 4 jazf+ - + aal,

és az cgyenl@ség akkor és csak akkor teljesiil, ha a1, az,. .., an szdmok kizsti
nincsenek kiilonbszs elGjeliek. (1. a 49. feladatot!)
126 Mutassuk meg, hogy ha z},22,...,7, € R* és 2129 ... 2, =1, akkor
xy + &3 + -+ + 2y > n, és az egyenlfség pontosan akkor teljesiil, ha
Ty =y = _..= Ty = 1. .

127. Bizonyitsuk be, hogy ha z1,22,..., 7, € RY, akkor I + ik 4.+ 2>
&9 r3 1

128 Bizonyitsuk be, hogy ha z1,z2,...,2, € RT, akkor
¥ +zp 4+ Ty
2 Yrize.. T,
n
azaz pozitiv szdmok mértani kézepe nem nagyobb a szdmtiani kbzepiiknél,
egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha 2y =202 = ... = 2.
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1. Bevezetés — Teljes indukeis

129. Igazoljuk, hogy z1,%2,..., 2 € R esetén najzy... 12, < zf +2f 4 2l
. 1
130. Bizonyitsuk be az n! < (n +

n
) {n > 2) egyenl6tlenséget.

Igazoljuk az aldbbi oszthatésigokat (n € N*):

131°8[5" +2.8""1 41, 132°6|n(2n? —3n +1), 133°133[117+! + 1220~1,

1347 Bizonyitsuk be, hogy minden 1-nél nagyobb pozitiv egész. szam sorrendis! el-
tekintve egyértelmfien bonthats fel primszdmok szorzatéra {a szdmelmaélet
alaptétele).

Keressitk meg a hibat a kovetkezd bizonyitasokban:

135. Bebizonyitjuk, hogy minden egész szam egyenls. Ehhez megmutatjuk, hogy
minden egész szam egyenlS a rikovetkezd egész szdémmal. Tegyiik fel, hogy
az éllitds igaz az n egész szamra, azaz n = n + 1. Adjunk 1-et az egyenlet
mindkét oldaldhoz, ekkor azt kapjuk, hogy n+1=n+2, tehit a tulajdonsig
sroklédik.

136" Bebizonyitjuk, hogy a sik minden pontja egy egyenesen van. Ehhez megmu-
tatjuk, hogy véges sok pont a sikon mindig egy egyenesen van. Az 4llitss
n = 2 esetén igaz, hiszen barmely két pont egy egyenesen van. Tegyiik fel,
hogy barmely n pont egy egyenesen van. Bizonyitjuk, hogy akkor barmely
n-+1 pont is egy egyenesen van. Ha ugyanis nem volna, az azt Jelentené, hogy
van a sikon n olyan pont, amelyek egy egyenesen vannak, és egy (n + 1)-edik
pont, amely nincs ezen az egyenesen. Ekkor elhagyva az egy egyenesen lévs
n pont valamelyikét, ezzel a ponttal olyan n pontot kapnank, amelyek mér
nincsenek egy egyenesen, ez pedig ellentmond az indukciés feltevésnek.
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2. fejezet

Halmazelmélet

D 2.1 Két halmazt akkor és csak akkor tekintiink egyenlSnek, ha elemeik ugyanazok. A
halmazt, melynek nincs eleme, lires halmaznak nevezziik. Jele: §.

D 2.2 Az A halmazt a B halmaz részhalmazanak nevezzik (A C B), ha az A minden
eleme B-nek is eleme. A valddi része B-nek (A C B), ha AC B, de A4 # B.

T 2.3 A halmazok ksz5tti tartalmazasra teljesii! a kbvetkezé harom tulajdonsig:
Reflexivitdés: minden A-ra A C A.

Antiszimmetriaz: ha AC B é B C A, akkor A = B.

Tranzitivitds: ha AC B és B C C, akkor A C C.

D 2.4 Halmazmiiveletek: Az A és B halmaz AN B metszetén (kdzds részén) azoknak az
elemeknek a halmazat értjiik, amelyek mindkét halmazban benne vannak; AU B egyesitettjén
{uni6jan) azoknak a halmazat, amelyek a két halmaz kizi legatabb az egyikben benne vannak.
Az A és B halmaz A — B killinbsépén értjitk az A 8sszes olyan elemeinek halmazat, amelyek
nincsenek benne H-ben; A S B szimmetrikus killdnbségén azoknak a halmazat, amelyek
a két halmaz kézill pontosan az egyikben vannak benne; A x B szorzatdn az (a,b) alake
rendezett paroknak a halmazdt, ahol e € A, b € B. A H halmaz valamely A részhalmazanak
H-ra vonatkozé komplementerén a /1 — A halmazt értjitk. Jele Ap. Halmazokrdl mindig
csalc mint egy adott alaphalmaz részhalmazairdl beszéliink, még ha ezt az alaphalmazt nem
is nevezziik meg. llyenkor az alaphalmazra vonatkozé komplementert egyszeriien A jelsli.

T 2.5  C tulajdonsagai: Tetszsleges A, B, C halmazokra igazak az alabbiak:
-ha AC B, akker ANCCBNCé AUCC BUC,

-ANBCACAUB és ANBCBCAUB;

-ha ACH, akkor AN B =A,és AUB=51.

T 2.6 Barmely A, B, C halmazra fennsllnak az alsbbi azonossagok:

Asszociativitas: {(ANBYNC=An(BNC), (AUBYUC = AU(BUC);
Kommutativitdss ANB=PBn4d, AUB=BUA;

tdempotencia: AnAdA=A, AUuA=A4;

Elnyelési tulajdonsdgok: AN(AUB)=A, AU(AN B} = A;

Disztributivitas: AN{BUC)= (ANBU{ANC), Au(BnC)=(AuB)n(AuC).

D 2.7 Egy H halmaz &sszes részhalmazainak halmazat a H halmaz hatvanyhalmazinak
nevezziik. Jele: P(H). (Megjegyzés: Az iires halmaz minden halmaznak részhalmaza, igy az
tires halmaz minden halmaz hatvinyhalmazanak eleme.)

T 2.8 Ha A és B olyan halmazok, melyekre A, B C H teljesiil, akkor A— B = A0 By.
T 2.9 De Morgan-képletek: barmely A, B halmazra: AN B = AUB & AU DB = AnBE.
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2. Halmazelmélel — Feladatok

Feladatok

Mik az elemei az aldbbi halmazoknak?

1
3
5.
7
9

{xeNt; 2lr és100 <2 <1000}, 2. {2 €Z; 3|z é [z < 100},

{keNt; 2 =3k +1}, 4. {z€R; z*+2z4+1=0},
{z € R; 2*-2=0}, 6. {reZ;z-2=0}

{x €R; 22 4+1=0}, 8. {z€R;sin’z+costa =1},
{z € R; 2lgz =lga?}, 10. {z €R; lgz=lg(—2)}.

Az (z,7), illetve az (24, yn } szdmparokat az ry koordinitasik pontjainak tekintve,
milyen geometriai alakzatokat alkotnak az aldbbi halmazok?

11.
13.
13.
16.
17?
18.
19,
20.
21%
22.
23,

24.

25.

26.

{(z,y) e R®; 2?2 +y? =1}, 12. {(z.y) € R?; 2® +4* <1},
{(z.y) € R*; a2y =yz}, 14. {(z,9) e R*; o] <y <1},
{(z.y) eR?; 2P +y? -2z -4y =4},

{(z,y) e R 2% 4y =4 & y >0},

{(z.y) €ER?; 0<y<4, 0<z<6 é 3z+4y <22},

f(z,y)€R?; 0<2<2, & 0<y<z+2},

{(za,yn); MENY, 7, =277 é5 y, =0},

{(Zn,yn); neENT, z, =1 & y, = =1

{($,y); T :tza Y= 3t2? te R}:

{(zy); ==1, y=37, -1<t<2},

{(z,y); T =cost, y=sint, 0<t<2nr}.

Az els§ éviolyamos hallgatok kézidl jelsljik M-mel a masodik tanksroseket,
F-fel a fitikat, A-val az angolul, N-nel a németiil tudé (nyelvvizsgival ren-
delkez&) didkokat. Az el@bbi halmazok segitségével (a D 2.4-ben defimialt
halmazmiiveleteket felhasznalva) fejezziik ki a kovetkezd halmazokat:

a} A mésodik tanksrés fink. b} Az angolul és németitl tudok.

c} Az angolul vagy németiil tudék. d} Az angolul vagy németiil tudé fiik.
e} A vagy angolul vagy németiil tudék. ) A mésodik tankéros lanyok.

g} A németiil tuds lanyok. h) A németiil nem tuds, mésodik tankorss 14-
nyok.

Legyen M = {m,2m,3m,...} és N = {n,2n,3n,...}, ahol m é n adott
pozitiv egész szamok.

a} Milyen m és n esetén valédi része az M halmaz az N halmaznak?

b) Milyen m és n esetén része az M az N-nek?

c) Képezziik a két halmaz kozds részét és egyesitését!

A kbvetkezd egyenlSség jobb oldaldt egészitstik ki a megfelel§ halmazniiveleti
jellel 4gy, hogy fennélljon az egyenléség:

{z; ze{d-B)U(B-A)}=A B.
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2. Halmazelmélet — Feladatok

27>

28°

292

30>

317

327

332

342

357
36°

Déntsiik el, hogy az alabbi allitdsok koziil melyek igazak és melyek hamisak.
Valaszunkat igazoljuk!

a) Minden A, B halmazpdrra A — B=(AUB)~B=4—-{ANB).

b) Minden A habmazra A C 4.

c¢) Minden A halmazra § C A.

d) Van olyan A halmaz, hogy A C 0.

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges A, B és C halmazok esetén
A-BCC(C & ACBUC

ekvivalens allitdsok (vagyis barmelyik teljesiilése esetén a mésik is fenndll).
Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges L és M halmazok esetén az aldbbi 4, B, C
dllitdsok ekvivalensek:

A: LCM,

B: LnM =1L

C: LuUM=M.
Legyen A, B és C harom halmaz. Fejezziik ki a

D:=A—(A—(B—(B-C))

halmaszt az A, B, C halmazokkal, valamint a metszés és egyesités jelével!
Ennek alapjan déntsiik el, mivel egyenld D a kivetkezd esetekben:

a) Az A, B és C halmazok paronként kozés elem nélkiiliek (diszjunktak).
b} Pontosan két diszjunkt halmaz van kdzottik.

¢) Nincs kozsttiik diszjunkt halmazpdr.

A kovetkez8 egyenléség igaz-e tetszéleges K, L és M halmazokra:
(MUKYNL=(MUL)NK.

Ha igaz, akkor bizonyitsuk be, ha nem, akkor adjunk meg harom olyan hal-
mazt, melyekre nem teljesiil az el8bbi egyenldség.
Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi allitdsok tetszfileges K, L és A halmazok
esetén teljesiiinek:

a) (KUL)-LCKHK, by(XNL)y-LCM.
Bizouyitsuk be, hogy az 4, B, C halmazokra (AUB)NC = AU(BnNC)
akkor és csak akkor teljestil, ha A C C.
Igazoljuk, hogy az A és B halmazokra A — B = B — A akkor és csak akkor
teljesiil, ha A = B.
Mely A, B halmazpirokra igaz az, hogy A — B = An B?
Mely A, B halmazpérokra igaz az, hogy A — B = AU B?

Bizonyitsuk be, hogy az alabbi feladatokban adott dsszefiiggések tetszéleges K, L
és M halmazok esetén teljesiilnek! Abrazoljuk Venn-diagrammokkal az egyenlSség
mindkét oldaldn 4116 kifejezéseket.

37r
38!

K—~(K~—Ly=L~(L-K),
K —(L—M)=(K-LYU(KnM),
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2. Halmazelmélet — Feladatok

39. (KNL)—-(K-M)=KnLnM,

40. (K~L)-M=(K-M)—(L~-M),

417 K =(KUL)n(KUL), 427 K=(KnLU({Knl),

43" K=(KnLnM)UKNLNMU(KNITnM)U(KnIn),

44! (K——L)U(L~M)U(M—K}U(KﬂLﬂM}=KULUM,

45, (KUL)N(LUM)N{(KUM) = (KNLYU(LNMYU(KNM).

46> Mutassuk meg, hogy az A és B halmazokra 4 - B = A pontosan akkor
teljesil, ha B — A = B.

47> Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges A, B és C halmazok esetén

AeBC(ABC)U(BeC).

48> Bizonyitsuk be, hogy A© B = AU B akkor és csak akkor teljestil, ha 4 és B
diszjunkt halmazok!

Igazoljuk, hogy tetszéleges A, B halmazokra fennsllnak az alabbi azonossigok:

497 (AnB)e(ANB)= A0 B, 50, (AUBYN(AUuB)=A0B.

517 Bizonyitsuk be, hogy a K, L, M és N halmazokra az aldbbi egyenldségek
ekvivalensek, azaz vagy mindkettd fennall, vagy egyik sem:

KoeoL=MaN KoM=LoN.

Adott A és B halmazokhoz hatirozzuk meg az Gsszes olyan X halmazt, amelyre
az aldbbi egyenlet teljestil:

52° A—(B-X)=4A, 53" (A-X)UB=X,
54" (A-X)N(B-X)=A4, 55° (ANX)UB =X,
567 (ANB)UX =BUX, 57 A-X=X_A.

58. .Irjuk fel 2 H = {a,b,¢} halmaz hatvinyhalmaz4t!

59 Adjuk meg a P(P(P(@))) halmaz elemeit!

Igazoljuk, hogy barmely A és B halnaz esetén

607 P(ANB)=P(A)N P(B), 617 P{(A)UP(B)C P(AU B),

62> P(AU B) = P(A)U P(B) akkor és csak akkor, ha B C 4 vagy A C B.

Az aldbbi feladatokban 1év6 halmazok mindegyikének véges sok eleme van. J elolje

{M| az M halmaz elemeinek szamat! Bizonyitsuk be az aldbbi allitasok helyességét:

683. [A|<IB[,ha AC B, 64, JAUB|<|4{+|B|,

65. |AN B| < min{|4|,|B|}, 66. |AUB|=|A[+|B|-}{AnNnB],

677 JAUBUC|=|Al+|B|+|C|~ |[ANB|-1ANC|-|BNCli+|ANBNC|,
4

68. [MIUALUAUAl=Y [A4]-2l4din4|+ 3 |AinAjn 4
i=1 i#j #fAkA

- |A1 NAaN Az A,

69. Egy 33 {6s tankorben hdromféle idegen nyelvet tudnak: 20 didk tud angolul,

16 németiil és 6 francidul, 5 didk tud pontosan két nyelven és 2 didk tud
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2. Halmazelmélet — Feladatok

70.

71!
T2

73.

74.

75.

mindhérom nyelven beszélni. Hanyan nem tudnak egy idegen nyelvet sem, és
hanyan tudnak pontosan egy idegen nyelven beszdlni?

Egy faluban 1000 haz van, Ezek koziil 250-ben van autd, 900-ban hit&szek-
rény, 950-ben televizié és 990-ben radié. Legaldbb hany hizban van mind a
négy eszkoz?

Hény eleme van egy n elemid A, halmaz hatvanyhalmazinak?

Mutassuk meg, hogy nincs olyan A halmaz, amelyhez létezne A és P(A)
elemei kozott kolesénosen egyértelmd megleleltetés. (Utmutatds: tegyiik fel,
hogy van egy ilyen kilcstndsen egyértelmii ¢ : A — P{A) leképezés, és
vizsgaljuk meg az X := {y € 4; y ¢ ¢{(y)} halmazt.)

Legyen A = {z € R;1 <z <5} ésB={yecR;3<y <4} Az (z,9)
szémpdirokat a stk pontjainak tekintve abrdzoljuk az A x B halmazt!
Legyen A = {a}, B = {z,y}, C = {1,2,3}. Soroljuk fel az 4 x B x C, az
A3 és a B® halmazok elemeit!

Az m elemi{ A halmaz és az n elemii B halmaz metszete egy & elemi halmaz.
Hiny eleme van az alabbi halmazoknak?

a) Ax B, b)(ANB)?, ¢) (AUB)?, d) (A\B)?, e) (A0 B), ) Ax Bx A.



3. fejezet
Matematikai logika

Logikai mfiveletek, kvantorok

D 3.1 A P és Q elemi itéletekre vonatkozs logikai alapméveleteket {konjunkcia (A), disz-
junkcié (V), implikacio (=), ekvivalencia (), negdcié (-)) tablazatos definicisi:
P Q| PAQ | PVvQ | P=2Q | Pog | £ P
1

11 1 1 1 1 0
1 0 0 1 ] 0 ¢ 1
g 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

D 3.2 Két logikai kifejezést akkor és csak akker tekintiink azonosan egyenlinek, ha logikai
értékiik a benniik szerepls logikai valtozek barmely értékére azonos. Az azonossag jele =.
133 AVzP(2)ésadzP(z) jelolések kiejtése: ,minden z-re (igaz, hogy) P(z)" és ,van
olyan z, hogy P(z)". AV ill. a 3 jel neve univerzalis il. egzisztencislis kvantor.

T 3.4  Azonossagok:

(1) (PAQYAR=PA{QAR) (PVQIVR=PV{(QVER) asszociativitas
(2) PAQ=QAP Pv@Q=@QvP kommutativitds
(3) PAP=P Pv p=pP idempotencia
(4) (PAQYVQ=Q (PVQ)AQ=Q elnyelés
(5) PAMQAVR=(PAQ)V(PAR) PV(QAR=(PVQ)A(PVR) disztributivitas
(6) PAl=P  PAO=0 Pvi=l PvO=P

(7} PA-P=0 Pv-P=] -{-P)= P

{(8) (P AQ)=-PV-§ ~{(PVv@)=-PA-Q De Morgan-azonossigok
(9} P=0=-PvQ (P = Q)=PA-Q

(10) P=@=-Q =P kontrapozicié
{11) Po@=s(P=Q)0 Q= P) Peg@s(PA)v(-PAr-Q)

{12} =VzP(z)=3z-P(z) -3z P(z)=Vz-P{z) kvantoros itéletek tagadisa

P 3.5 Bebizonyitiuk a P = Q = ~ PV (} azonossdgot (T 3.4 {8)) a D 3.1 segitségével. A
tablazat kitdltésének lépéseit itt kiilon tablizatokban adjuk meg: 1) az értékpirok beirasa, 2)
a P értékének kiszamitasa, 3) mindkét oldal kiszamitasa,

P=2Q=-PVvQ P2Q=-PvQ P=Q=-PvQ
11 1 1 i 1 61 1 T11 0111
1 0 1 0 1 0 o1 0 100 0100
0 1 0 1 0 1 10 1 011 1011
0 0 0 0 0 0 10 O 010 1010
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3. Matematikai logika — Logikai miiveletek, kvantorok

Feladatok

Az aldbbi feladatokban P igaz, ¢} hamis, R hamis és S igaz logikai ériékd itéletet
jeltl, Hatdrozzuk meg a kovetkezd Gsszetett itéletek logikai értékét:

1
4.
7.
9.
112
13!

14.

187

(PAQ)AR, 2. {(PAQ)VR, 3. (PVQ)VR,
(@QAP)VS, 5 @A(PVYS), 6. R=(QV-P),
P=(P=25) 8. P=(RVS),

(PVR)s{QvS), 10. (RA-S) & (@VS),
Se(P=(-PVvY39), 12, (QAS)e (P=(Rv-S8)).

Az implikacié Ha P, akkor 7 (P = ()} itéletét irjuk le t6bh modon, pél-

daul az alabbi kifejezések felhasznéildsival: implikilja”, ,maga utdn vonja”,
wSeitkséges feltétele”, elégséges feltétele”, ,csak akkor”, ... .

Ha egy n szdimd logikai valtozét tartalmazod kifejezés logikai értékét meg akar-
juk hatdrozni a viltozék minden lehetséges értéke mellett, akkor hény esetet
kell megvizsgalni? Ma4s széval: a P 3.5 példa szerint elkészitett tabldzatnak a
vizszintes vonal alatt hany sora van, ha a logikai valtozdk szdma n?

A p, ¢ és 7 logikai viltozékbdl képezziik a kovetkezd két logikai kifejezést:
pA{gVr) és (pAg)Vr. Azonosan egyenlSk-e ezek a kifejezések?

Igazoljuk a kivetkezd azonossigokat tdblazattal és/vagy a T 3.4 tételbeli azonos-
sagok felhasznalasaval:

162
177
197
21.
23.
25,
27.
28.
29°
30.
31.

=(p = q) = p A ~g, (implikicié tagaddsa, T 3.4 (8)),

PAg, 18. pV{(~pAg)=pVy,
peg=(pAgV(-pAg), 20. ~(peg=(pEVyAl-pVyg),
(pVa)=-p=yg, 22. ~{pAg)=p= —q,
(p=qVig=p =1, 24. pA(p=g)=¢=1,
[FpA(p=g)]=p=1, 26. (pAg)=>p=p=>(pVq),
“llpA V(P A ={(pVa)A-(pAg), '

eAlp=@)=q=[~eA(p= )= n
{phghr)=>s=p=[g=(r=3),
{(p=qVi@=p=-r=>{(p=>9q),

S{pAg VY= p) S g=(pVeVr)A(pV gV ) A(SpV g).

Allitsuk ¢l az alabbi ftéleteket a logikai miveletek és tovabb mér nem bonthaté
elemi itéletck segitségével, majd ahol lehet, azonossigok alkalmazisival hozzuk
egyszeribb alakra:

32.
33.
347
35.

oMarta nem sz&ke.”

oNem igaz, hogy Matyds nem elég virtudz.”

HLsik az es8, de meleg van, bar a nap is elbijt, és ag 1d8 is késére jar.”
,Eva vagy Pista ott volt.”
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3. Matematikai logike — Logikai milveletek, kvantorek

36. ,Ha a hegy nem megy Mohamedhez, Mohamed wmegy a hegyhez.”

37. ,Elmegyfink kirdndulni, ha nem esik az es6, és a szél sem faj.”

38. ,Kizart, hogy se matekbdl, se fizikibdl ne menjek 4t elsére.” .

39. ,Ha a szemtant megbizhatd, és az ujjlenyomatok a tettestsl szarmaznak,
akkor téved ag irdsszakérts.”

40. ,Szivirvany csak akkor van, ha esik az esd, a Nap is stit, de nincs dél.”
A d68lt betiis mondatak mindegyike tekinthetd két elemi itdlet logikai fiiggvényének.
Irjuk fel e figgvények logikai értékeit tablazat segitségével! (Vigydzzunk, a *vagy’'
sz6t a hétksznapi heszgddben tobbféle drtelemben is hasznaljuk.)
41. Az n egész szdm vagy pdros, vagy pdratlan, -
42. — Megyiink ma kirdndulni és strandolni?
- Vagy kirdndulni megyiink, vagy strandolni,
43. - Melyik sllomas ktivetkesik?
~ Vagy Ecser, vagy Magléd,

A kvetkezd feladatokban P(z), (=), R(z), H(z) jelentse a kovetkezs, z-14] filggds,
S(z,y) pedig az z, y viltozéktd] fiiged itéleteket, ahol  és y pozitiv egész szdmok:
T(z): = primszdm; P(z):  paros szam; S{z,y): = osztéja y-nak,

M:i az aldbbi itéletek logikai értéke:

44. T(D), 45. T(2) A P(2), 46, IzT(z),

47. Yy 3z S(z,y), 48. JzT(z) A P(z)), 49, VzT(z),

50. Vy(S(2,y)) = P(y)), 51, Jdedy(S(z,¥) = y < z),

52. VaVy(S(z,y) =z <), B3* Az (S(6,z) = T(z)).

Jelsljon x egy tetsz8leges négysziget, Tekintstik a kovetkezs ftéleteket:

p(z): az = négyszog hirnégysziig

q(x): az = négyszog téglalap; :

7(z): az T négyszog szemkdzti szogeinek Ssszege 180°;

s(z): az  négyszbg 4tléi felezik egymast,

- Fogalmazzuk meg a kévetkezs daszetett ftéleteket, majd hatdrozzuk meg azok lo-

gikai értékét:

54. Vz[p(z) = g(z})], 58. Valg(z) = p(z)], 56. Vaz[p(z) & g¢(2)],

57. VYz[p(z) & r{z)), 88. Yz[g(z) = s(z)], 59, Vz[-s(z) = ~¢(z)],

60. Vz(p(z) A —g(z)) = s(z)].

frjuk fel logikai mfiveletek és kvantorok segitaégéve] az aldbbi itéleteket, majd

fogalmazzuk meg mipdegyik tagadasat o T 3.4 (12) azonossag felhasznalissval:

617 ,Minden ajtén vap kilines.”

62 ,Nem mind molndr, ki szekeredt fog héua al4.” (kézmondis)

63. ,Ki nem szdlt, esak bégetett,/ az kapatt dicséretet.” (Wedres Sandor)

64° ,Minden pozitiv ¢ szémhoa van olyan § pozitfv szam, hogy barmely z valés
szdmra, ha |z — a| < 6, akkor |f(z) ~ f(a)] <e&.”

65. ,Mindig fdzom, ha fij a szél,”
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3. Matematikai logika — Logikai mifveletek .kapcsala!.a a halmasmifveletekkel

Logikai miiveletek kapcsolata a halmazmtveletekkel

M 3.6 Halmazokhoz természetes médon hozzarendelhettnk logikai Réleteket. Legyen H az
alaphalmaz és legyen abban P egy halmaz, Valamely z & H slemve p(2) logikai értéke iegyéh
|gaz ha z € P, és hamis, ha « ¢ P, azaz p(«) legyeli maga 8z z € P itélet.

A —p(z) negacié halmazelméleti megfelelgje a P halmaz H-ra vonatkozé komp!ementere
Definicié szerint a p{a) és g(x) logikai értékekre a pi{2) A g(x) konjunkeis akkor és csak akkor
igaz, ha p(z) igaz, és g{a) is igaz. Ugyanakkor, valamely z dologra z € P 1) akkor és csak
akkor teljesiil, ha x. € P és z € Q. Ezek alapjan mondhatjuk, hogy a p(z) A g(z) konjunkcié
halmazelméleti megfelelsje a PN Q, és forditva. Ebhez hazonlsan kapjuk, hogy a diszjunkcié
halmazelméleti megfelelje a halmazok egyesitése. E megfeleltetéseket képletekkel is felirva:

(z € P) = ~(a € P) = —p(x),
(xe PNnQ}=(2x€ P)A(z € Q) =p(z)Aglz),
(e PUQ)={rc P)V(ze Q)=p(z)Vq(z)

Forditva, egy p(x} logikai itélethez hozzarendethetiink egy P halmazt a kévetkezd mdédon:
legyen H azon z dolgok halmaza, amelyekre p igaz vagy hamis értéket vesz fel; és legyen P
a H azon x elemeinek halmaza, amelyekre p(z) igaz. lyen médon minden logikai kifejezés
atirhaté halmazelméleti formuldra, és igy dbrézolhaté Venn-diagrammal. Példdul, ha p(n) az
az itélet, hogy ,az n szdm péros”, akkor H-nak valaszthatjuk az egész szdmok halmazat,
és ekkor 2 p(n) itéletnek megfelels P halmaz a paros szamok halmaza, vagyis a p(n) itélet
megegyezik az n € P itélettel. Az 1-gyel jelslt azonosan igaz itélet halmazelméleti megfeleiSje
a I alaphalmaz, a 0-val jelélt azonosan hamis itéleté pedig az {ires halmaz.

Feladatok

Irjuk fel és abrazoljuk Venn-diagrammokkal az alabbi logikai kifejezések halma-
zelméleti megfeleldit, ha a p(x), g(z) és r(z) {téleteknek a P, @ és R halmazok
felelnek meg.

66 p(z) = g(z), 67. ple) & ¢(2),

68. p(a) V ~(a(z) A r(2)) = p(@) V ~g(e) V ~r(z),

69. p(z) vV (g(z) Ar(z)) = (p(z) V a(z)) A (pz) V (),

70, p(z} = 0= -p(z),

7L {(p(x) V q(z)) A (p() V ~g(2))] V [(-p(2) V o(=)) A (mp(z) V ~q(2))] = 1.

Ha a p(z) és q(z) (x € H)itéleteknek a P és @ halmazok felelnek meg, akkor milyen
halmazok koeti Osszefliggések, illetve relaciék felelnek meg az alabbi kvantoros
kifejezéseknek:

72. Vzp(z), 73. Vz-p(z), T4. dzp(z),

75. Vz(p{z) & g(z)), 787 Yz {p(z) = ¢{z)), 77. -3z (plz) A g{x)).
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3. Matematikai logika — Logikai dramkérsk

Melyek azonossigok az aldbbi egyenldségek kouziil:

78. Ve (p(e) A qfe)) = (Yo p()) A (Va ¢(z)),

9. Ve (p(z}V ¢(z)) = (Y= p(a)) V (Vz g(z)).

A kovetkez§ feladatokban megadott halmazelméleti azonossagokat logikai miivele-
tek és azonossigak segitségével igazoljuk:

807 (PUQIN(PURN(QUR)=(PNQIU(PNRIU(QNR).

81. P-(QNR)y=(P-Q)U(P-R).

82, (PUQIN{PUn{Pu@)n{Pug)=4.

83. (PNQ)a(Pn@)=PaqQ.

84. PUQUR=(P-Q)U(Q-R)U(R-P)U(PNENR).

85" Tudjuk, hogy (p = ¢} V (¢ = p) =1 (L 25. feladat). Hogyan lehet, hogy az
alabbi dllitds mégsem azonosan igaz: ,ha esik az es8, akkor fiij a szél, vagy
ha fij a szél, akkor esik az es8.”

867 Kontrapozici6 alkalmazésaval igazoljuk, hogy ha n és m olyan pozitiv egészek,
hogy n +m > 49, akkor n > 25, vagy m > 25.

87, A hét mely napjain igaz és mely napjain hamis az aldbbi két allitds:

(1} ,Ha ma kedd van, akkor holnap szerda®,
{2} ,,Ha ma kedd van, akkor holnap szombat”!

Az A = B és B = A allitast egymas megforditasainak nevezziik. frjuk fel az alabbi

matematikai allitdsok megforditdsat, és dontsiik el mindegyikrél, igaz-e vagy nem:

88. ,Ha egy természetes szdm oszthatd ab-vel, akkor oszthaté a-val is és b-vel
is".

89. ,Ha két négyszdg egybevigs, akkor megfelel§ oldalaik egyenlék egymassal”.

90. ,Ha egy hdromszog derékszogii, akkor két oldal négyzetdsszege egyenls a
harmadik négyzetével”.

Logikai Aramkoérsk

M 3.7 Az A,B,C,... betik jeléljenek kétpotusu kapcsolokat. Legyenek a, b, c,. .. rendre az

eldbbi kapcsolokhoz rendelt logikai valtozok a kivetkezd megallapodassal: az a logikai valtozs

értéke igaz, ha az A kapcsolé be van kapcsolva, azaz képes az dram vezetésére, és hamis, ha
nincs bekapesolva, azaz nem képes az dram vezetésére. Az 4 kapcsol6t a hozza tartozs logikai

értékkel a kiivetkezd mddon jelshjiik: a
F————>
Hasonléan definialjuk a b, ¢, ... logikai viltozékat is. Az u,—a, b, ~8, ¢, ~¢, . . . jeli kapcsolokbal

soros és parhuzamos kapcsoldssal sszekapcsolt aramkort logikai, vagy kapesold aramkarnek
nevezzlik. Ha t8bb kapcsold is o jeld, akkor ezek mindig azonos allastak, mig egy a és egy
-¢ jeld mindig ellenkezs allasa. Az a,b,c,... viltozékat tartalmazé itélet akkor tartozik az
A, B,C,... kapcsolékbol ali6 aramkérhoz, ha az itélet pontosan akkor igaz, amikor az dramksr
vezeti az dramot.
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3. Matematikai logika — Logikai aramksrok

Feladatok

91" Milyen logikai itélet felel meg az A és B kapcsol6k soros illetve parhuzamos
kapcsoldsdval kapott dramkérsknek?

a
N SR
a b
——o—— o M ) L

Az alabbi logikai kifejezésekhez milyen aramkorsk tartoznak:

92. a= b, 93. e &b,
94. aAbdAcA-{aAD), 95. [(e=Ad=e)]=(a=c)
Irjuk fel az alabbi két kapcsolé dramkorhoz tartozé logikai kifejezéseket, hozzuk

egyszeriibb alakra, és ennek alapjan rajzoljuk fel az eredetivel ekvivalens, de egy-
szertibb kapcesold aramkért:

86, 97.
z
Y z T
o0 Y z
x Yy z © Y
= ] 2z =
Ozr WY z U
U
L &

98. Készitsiink kapcsolé aramkort egy négyszemélyes szavazdgépre, mely a ,,tébb-
ség dont” elvét koveti, — azaz vezeti az dramot, ha legaldbb hirom kapcsolé
be van kapcsolva, — dontetlen esetén pedig egy kitiintetett {elndki) kapcsols
illasanak megfelelfen mitkodik.
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4. fejezet

Vektoralgebra

Vektorok dsszeaddsa, kivondsa és szammal szorzasa

T4.1

T4.2

(Haromsz8gegyentStlenség) Minden a, b vektorparra
la+b| < |a| + [b].

(Paraletogrammaszabaly) Ha az a és b vektor killonbszs allast, akkor a két vekior

bsszegét megadja az a és b vektorral, mint olfdalakkal szerkesztett paralelogrammanak az az
atlovektora, amely az ésszeadandsk kdzos kezdGpontjabdl indul ki,

Feladatok

1.

7P

Adott az a, b nem kollinearis vektorpar. Szerkesszitk meg a kovetkezd vek-
torokat:

a)c=a-2b; b)d=2a+3b; c)e=av2-by3; d)f=a/5-2b

Legyen m = a+ b és n = a — b. Fejezzitk ki az a és b vektorral a kévetkezs

vektorokat:

a) 3m — 3n; b} 4m + 4n; c) 2m - in; d}Sm—l—“‘é—in.

Legyen m = 2a + b és n = a + 2b. Fejesziik ki az m és n vektorral a

kovetkez§ vektorokat:

a) 3a — 4b; b) Ba + 2b; ¢) —a+5b;  d) 2a—+3b.

Legyen a szabélyos A1 A3 A3A4 A5 Ag hatszog koré irt kor kozéppontia 0. Fe-

R . —— . —— ———

jezzitk ki az A;Aip (1 = 1,2,3,4,5), AsA; oldalvektorokat az OA; = a és

— — — —

OAg = b vektorokkal, és szamitsuk ki az O4; + OAs + - -+ + O Ag Osszeget!

Tekintsitk az ABCD tetraédert. Hatarozzuk meg a kivetkezd Ssszegeket:
e T e e

a) BU+CD+ DA; b} AB + BC - D(C + DA.

Legyen 41, Ag,-- -, Ap n szédmi (nem sziikségképpen kitlonbs28) pont. Egyet-

— — ——
len vektorral adjuk meg az A1Ay + AsA; + - + Ay 1 A, Ssszeget:
Bizonyitsuk be, hogy az a, b és ¢ vektorok akkor és csak akkor lehetnek egy

{esetleg szakasszd, vagy ponttéd elfajul) hiromszog oldalvektorai, ha vagy
a+ b+ c =0, vagy ha valamelyikiik elgallithaté a masik kett§ osszegeként!
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4. Vektoralgebra — Vektorok osszeadasa, kivondsa és szdmrnal szorzdsa

8.

9.

10.

11.

12,

13.

14?

15.

167

17?

18.

19,

Legyen a és b két, nem kollinedris vektor. Blzonyxtsuk be, hogy van olyan
hiromszog, melynek oldalvektorai: a, }, (a—b), 2a - —b

Legyen a és b két nem kollinedris vektor. Bizonyxtsuk be hogy nincs olyan
héromszog, amelynek oldalvektorai a 2a, i{a+b), i(a — b) vektorok!
Legyen a (5 0) tetsz&leges vektor. Irjuk fel azokat az egységvektorokat, ame-
lyek a-val egyezd dllistak!

Az a (# 0) és b (# 0) vektorok merSlegesek egymadsra. Irjuk fel azt az
egységvektort, amely komplanaris az adott vektorokkal, és felezi azok szogét!
Igazoljuk, hogy ha a és b egyillast vektorok, akkor a kévetkezd egyenlségek
koziil legalsbb az egyik igaz: |alb + |bja=10; |alb —|bla=0

Az alabbi feladatokban az a és b vektoroknak milyen feltételt kell kielégiteni,

hogy teljesiiljén a leirt kikdtés?

a)la+b|>|a-b|], b)latbl<la-b}, ¢ §a+bl fa — b,

d) la+b| = la| ~|b], e)la—b[=|a]+ b}, ) |—',;| |b§ (a#0,b#0),

g) Az a + b vektor felezze az a és b vektorok szogét.

Az Ay Ay A3 Aq As szabélyos Stszog koré irt kir kbzéppontja legyen az O pont.
— — — ey —_

Igazoljuk, hogy OA; + OAs + OAy + OAs + OAs = 0.

Az A1 AaAsdy ... A, An szabdlyos n-szdg koré irt kor kdzéppontja legyen

—— P —

az O pont. Igazoljuk, hogy OA4; + OAda+ -+ OAp1 + 62" =0.

Egy héromszég oldalainak felez8pontjai adva vannak. A felezSpontoknak a

haromszisg sikjaban felvett valamely O pontra vonatkozd helyvektorai se-

gitségével fejezziik ki a hdromszog egyik csicsanak helyvektordt, és ezt az

osszefiiggést felhasznalva szerkessziik meg a haromszoget!

Az el&z6 feladatban leirt médon dolgozzunk ki eljirdst sikszog szerkesztésére,
ha ismerjiik oldalainak felezépontjait!

Egy paratlan oldalszamu siksokszoghen ismerjiik az oldalak felez8pontjait. A
16. feladatban leirt médon adjunk meg eljardst a sokszog megszerkesztésére!

Legyen az ABC hiromszég két oldalvektora AB=cés AC =b. Fejezziik
ki b-vel és c-vel a haromszdg stlyvonalvektorait!

A tovibbiakban kitdzétt bizonyitasokat vektoralgebrai médszerekkel végezziik el.

20.

21,

22.

23.

Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszdg stlyvonalaival, mint oldalakkal,
szerkeszthetd haromszog!

Igazoljuk, hogy a hiromszég silyvonalaival szerkesztett hiromszog stlyvo-
nalai az eredeti haromszoghoz hasonlé haromszoget hataroznak meg!

Legyen AjAsA3zAdg egy siknégyszog. Jelolje Fi az AjAy, Fr az AyAs, F3 az
As Ay és Fy az AgA; oldal felez8pontjét. Bizonyitsuk be, hogy az Fy 2 F3Fy
négyszig paralelogrammal

Legyen A, B, C és D a tér négy pontja. Jelolje K az AD szakasz, L pedig a
BC szakasz felezépontjit. Bizonyitsuk be, hogy KL = %(Zﬁ + 55') .
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4. Vektoralgebra — Vektorok linedris kombindcigja, linearis figgetlensége; vektor koordinitai

242

25%

26.

27.

28?2

290

30

31

327

33°

34°

A P pont az AB szakaszt {H’] : II-’E[ = m : n ardnyban osztja. Legyen O

3 - . = 3 ’ =
a tér tetsz8leges pontja. Fejezzitk ki az OP vektort az OA = a és OB = b
vektorok segitségével!
Igazoljuk, hogy a héromszsg stlyvonalai egy pontban, harmadolva metszik
egymast!
Legyen O a tér tetszéleges pontja. Irjuk fel az ABC hiromszig § stlypont-
jdba mutaté OS vekiort az OA, OB, és OC vektorokkal kifejezve!
Az ABC héromszog AB =cés AC = b oldalvektoraival fejezziik ki az S

stlypontba mutats 4s . BS &s cs vektorokat, és szamitsuk ki ezek Gsszegét!

Igazoljuk, hogy az S pont akkor és csak akkor sitlyponija az ABC hirom-
— —

szognek, ha AS + BS + CS =0.

Legyen ABC és A1 B, C) egy sik két haromszige. Stlypontjaikat jelslje rendre

— — — -—

S, illetve . Bizonyitsuk be, hogy AA; + BB + CCy = 355;.

Adjunk sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy két (nem sziikségképpen

ugyanabban a sikban fekvd) haromszég sdlypontja kozos legyen!

Igazoljuk, hogy a tetraéder sdlyvonalai egy ponton mennek 4, és negyedelve

metszik egymaist!

Igazoljuk, hogy ha ABCD és A, B,C Dy két, tetszSleges térbeli helyzeti

paralelogramma, akkor az AA,, BB, CC) és DD, szakaszok felezGpontjai

szintén egy paralelogramma csticsail

Adva van az ABCD paralelogramma. A tér tetszSleges O pontjinak a tiker-

képe az A pontra legyen Oy, ennek tikorképe a D-re pedig Os. Tiikrozzik az

O pontot a B csticsra is, majd ezt a tiikorképet a C-re. Az fgy kapott tiikos-

képek legyenek rendre O3 és 0. Bizonyitsuk be, hogy Oz és Q4 egybeesik!

Legyen A, B, C és D a tér négy pontja, és O egy tetszdleges pont. Tikrozzik

az O pontot az A ponton, majd ezt az O tiiksrképet a D-n. A mésodszo-

11 titkorkép legyen Oj. Tiikrozziik az O pontot a B ponton is, majd ezt a

tikdrképet a C-n. Az igy kapott tiikorképek legyenek rendre O3 és Q4. Bi-

zonyitsuk be, hogy az 4, B, C és D pontok akkor és csak akkor csficsai egy

paralelogrammanak, ha O és Oy egybeeesik!

Vektorok linedris kombinécigja, linearis fiiggetlensége; vektor

koordinatai

D 4.3 Valamely b vektorrsl akkor mondjuk, hogy eldallithaté az ay, as,..., a, vektorok
linedris kombindciéjaként, ha talslhatsk olyan k1, ka2, ..., kr valés szémok, hogy b = kja; +
+kfgag + -t kray .

D 4.4 Az {aj,as,...,a,} vektorrendszert linearisan fiiggetlennek nevezziik, ha a kia; +
+kgag + -+ kray = 0 egyenldség csak a by = kg = ... = &, = 0 értékekkel tefjestil.
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4. Vektoralgebra — Vekiorok linedris kombindcidja, linedris filggetlensége; vektor koordinatai

T 4.5 Két vektor akkor és csak akkor egyezd 4llasa, ha legalabb egyikilk a masik szamszo-
rosa, mégpedig, ha a és b egyezs dllasiak és b # 6, akkor van olyan k € R, hogy a = kb.

T 4.6 Ha két vektor nem kollinedris, akkor a velitk komplanaris barmely vektor elgillithats
a két vektor linearis kombindcicjaként, és ez az elgéllitas egyértelmd.

T 4.7  Harom vektor akkor és csak akkor komplandris, ha van kézottik olyan, amelyik a
masik kettének linearis kombinaciéja.

T 4.8 Harom, nem komplandris vektor linedris kombinacidjaként a tér barmely vektora els-
allithaté, és ez az elGallitas egyértelmd.

T 4.9 Haaz {aj, as, ...,a,} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, akkor barmely

piar+paz + ...+ pray = qra; b qeag + o+ grar
egyenlség csak lgy teljesiithet, hogy p1 = 1. po = go, ..., Pr = ¢ -

T 4.10 Legalabb két vektorbél allé rendszer akkor és csak akkor linedrisan fliggetlen, ha a
rendszer egyetfen eleme sem 3llithaté el5 a tabbiek linedris kombinacidjaként.

D 4.11 Vegyiik fei, kdzos kezdSponttal, a paronként egymasra merdleges, egységnyi hosszd-
sagil i, j, k katstt vektorokat gy, hogy ebben a sorrendben jobbrendszert alkossanak. A T 4.8
tétel értelmében a tér barmely v vektordhoz megadhaté egyetien olyan a, b, ¢ valds szamhar-
mas, hogy v = al + bj + ck. Az a, b, ¢ szamokat a v vektor ({i, }, k} alapvekior-rendszerre
vonatkoza) koordinatdinak nevezzitk. Azt, hogy 4, b, ¢ a v koordinatai, igy jeloliik:

a
v=[a,bc] vagy v= [b] .

c

T 4.12 Ha a = {ay, ag, a3}, b = [b1, by, b3} és k adott sz&m, akkor

a+b=[a;+by, ap+ by, a3 +b3] és  ka = [kay, kas, kasz).
Az a és b vektor akkor és csak akkor egyenls, ha a; = by, a9 = bg, a3 = bs.
Megjegyzés: A vektor koardinatai fiiggnek az alapvektorok megvilasztasatol. Az elgbbi (és a
késgbb felirand6) minden koordinatds egyenldség természetesen tigy értends, hogy az egyen-
i6ségben szereplé vektorok koordinatai ugyanarra az alapvektor-rendszerre vonatkoznak.

Feladatok

357 Tegyiik fel, hogy az {a, b, ¢} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. Legyen
v=pla+pb+pc é w=qga+@ebtge
az a, b, ¢ vektorok két olyan linedris kombindciéja, ahol ¢; # 0, q2 # 0,
g3 # 0. Bizonyitsuk be, hogy v és w akkor és csak akkor kollinedris (egyez&
2114 ot ! Pz D3
allasd), ha — = —= = —~,
S @2 43

36. Az alabbifeladatokban megadott v és w vektorok az o és f paraméterek mely

értékeinél kollinedrisak, ha az {a, b, ¢} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen?
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4. Vektoralgebra — Vektorak linedris kombinaci6ja, linedris filggetlensége; vektor koordinatai

a) v=2a+3b, w=4a+ ab,
b) v=a+4b, w=2a+ 8b + ac,
¢} v=2a+tab+tc, w=4a + 2ab + 2c,

d) v=-2a+b+t+ac, w=aa+b-c,
e} v=a-tab4 fc, w=3a+pb+e¢,
f} v=5a+ab 4 3c, w=a+fb+ec,
g} v=caa+fb+2¢c, w=fa+ab+c,
h) v=aa+2ab+e¢, w=pa+4ab+2c,
i) v=a+ab+ec, w=Ffa+ 2b + fc,
j) v=3a-3ab+f8c, w=a-—ab-—c.
37> Legyen az {a, b, ¢} vektorrendszer linerisan fiiggetlen. Dontsiik el, hogy az
{r, s, t} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen-e. Allitdsainkat igazoljuk!
a) r=3a+2b+c,s=5a—-3b-2c, t=0,

by r=a+b+c,s=-2a-2b-2, t=2a—5b+c,
¢c) r=a+b+ec,s=b+tc, t=a+c,

d)y r=¢,s=a-b-c,t=a-b+c,

e) r=3a—b—-c,s=2a+b+2c, t=a-2b- 3¢,
fy r=a,s=a+b,t=a+b+c¢,

g) r=a+b+te,s=—a+c,t=a-b+c,

b)) r=2a+4+b+¢,s=3a+2b+ec,t=a+b.

38. Az ébrin egy ABCDA|BCi1D; pa-
ralelepipedont adtunk meg. A F pont
az BCC1 By lap kézéppontjat, a H a
BDy testdtld Dy-hez kizelebbi negye-
deld pontjit és a K pont a C1.Dq € fe-
lez8pontjat jeloli. A koordinstaival a-

—_ —_—
dott AB =a = [4,2,-3], AD =b =
—

[5,6,—2] és AA; = c = [1,4, 3] vek-
torok linedris kombinacidjaként adjuk
meg, és ezt felhaszndlva koordinataik-
kal is irjuk fel, a kévetkezd vektorokat:
AC, AD,, AF, AH, AR, FH, HE.

39. Az ABCD tetraéder A csiicsabdl kiindulé harom élvektor AB =b= [4,3,-2],
A=c= [2,-1,35], AD=d = [6,4,9]. Allitsuk el§ a B csiicsbél kiindulé
hérom élvektor linedris kombinacigjaként az ACD lap Sp silypontjiba, il-
letve a tetraéder S silypontjiba mutats EE'; , Hletve BS vektort. frjuk fel
ezeket a vektorokat koordinitas alakban is!

40> Legyen O a tér adott pontja. Vegyiik fel az 4, B és C pontokat gy, hogy azok
egy egyenesre illeszkedjenek, és az A ne essék egybe a B ponttal. A kévetkezs
feladatokban, a koordinatdikkal adott a = OA és b = OB vektorok linedris

kombinéciéjaként allitsuk el& a ¢ = OC vektort a megadott feltétel mellett,
Szémitsuk ki a ¢ vektor koordinatait is!
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4, Vektoralgebra — Vektorok linearis kombinacija, linedris filggetlensége; vektor koordinatai

41.

42.

43.

44?

45.

46.

a)a=1[3,4,2, b=[1,5,7] é |AB| : |BC| =3 : 2,
b) a=[4,3,-2], b=[2,2,4] é [AB] : |BC|=2:1,
— —
c}a=1{-3,2,5}, b=[0,4,1] és |AB| : |[BC}=3:1,
—_— —_—
d) a = [a1,a9,a3], b=[by,b,b3] és |[AB| : |BC|=m : n.
Az ABC haromszbghben az AB, a BC és a CA oldal felez8&pontjat jelsljiik
rendre D-vel, E-vel és F-fel. Legyen O a tér tetsz8leges pontja és S a harom-
szbg silypontja. Adva vannak a d = 0D = 4,3,-2], e = OF = (2,1,-3]
é f = O——F;‘ = (3,2, —7] vektorok. Allitsuk el§ a d, e és f vektorok linedris
—_— — — —
kombinacidjaként az &a = QA, b = OB, ¢ = OC és s = (OS vektorokat!
Szamitsuk ki a koordinatakat is !
Az ABCD tetradderben az ABC, az ABD és az AC D lap stlypontjat jeloljitk
rendre Si-gyel, So-vel és Sz-mal. Az s, = E§1 = {3,1,4], s = A_.S'g =
{2,2,-2} és 53 = ;:'175"3 = [1,3,4] vektorok linedris kombinicidjaként allitsuk
el a tetradder S silypontjdba mutatéd A_§ , a BCD lap 5y silypontjiba
— _ — — — ——3F ——3
mutatd ASy vektort, valamint az AB, AC, AD, BC, BD és C D élvektorokat!
Szamitsuk ki a koordinatéikat is!
Az alabbi feladatokban szerepls a, b, ¢ és v vektorokat (az {i,j,k} alapvektor-
rendszerre vonatkoztatott) koordinataikkal adtuk meg. Fejezziik ki a v vek-
tort az a, b és ¢ vektorok linedris kombindcidjaként, ha lehetséges!
a) a={1,1,0, b=[1,-1,0.. c=[1,1,-1}, v=[3,5,7],
b) a =1{1,0,0}, b=[0,1,0}, ¢=[,1,0, v=][2,1,3],
¢) a=1{1,0,0}, b=[1,1,1}, ¢=1[0,0,1], v=[3,1,-2].
Legyenek a, b és ¢ kozds kezd8ponts komplanaris vektorok, de a és b ne
legyen kollinedris. Bizonyitsuk be, hogy az a, b é ¢ vektorok végpontjai
akkor és csak akkor vannak egy egyenesen, ha a ¢ vektornak ¢ = aa + fb
alakd elfallitisiban az o és § konstansokra o + 3 = 1 teljesiil.
Tegyiik fel, hogy az a, b, ¢ és d vektorok kezdépontjai egybeesnek, tovibbd
a, b és ¢ nem komplandrisak. Bizonyitsuk be, hogy az a, b, ¢ és d vektorok
végpontjal akkor és csak akkor vannak egy sikon, ha a d vektornak 4 =
aa + Ab + vc alaki elGéillitdasaban az «, 3 és v konstansckraa + 3+ vy =1
teljestl.
Legyen a és b két, kézts kezdGponti, nem kollinearis vektor. Milyen esetben
felezi az a és b vektorral kozos kezdépontit a + b vektor az a és b vektorok
s20g6t7
Vektorok segitségével igazoljuk, hogy a hiromszég barmelyik belsd sztgének
felez& egyenese a szoggel szemben felvd oldalt a masik két oldal ardnyaban
osztja.
Az ABC héromszig AC oldalit a B csticsudl 16vE belsd szog felezd egyenese a

s ——p —
D pontban metszi, Allitsuk el§ a BD szogfelezd vekiort 2 BC' = aés BA=c
vektorok linedris kombinécidjaként!
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4. Vektoralgebra — Vektorok skalaris szorzata

497 Az ABC derékszogt haromszég AB atfogsjat a C csticsbdl kiindulé magas-
sdgvonal a D pontban metszi. A cD magassagvektort allitsuk €l6 a CH és
CA befogévektorok linedris kombinacisjaként! ’

50 Az ABCD paralelogramma B oldalanak felez6pontja az E, a CD oldalé az
F pont. Az AE és BF szakaszok metszéspontjat jeloljitk AM-mel. Allitsuk els

— —
az AM vektort az AB = a és AD = b vektorok linedris kombinaciéjaként!

Vektorok skaldris szorzata

D 4.13 Az a és b vektorok skalaris szorzatst ab-vel jelsljik, és azon a kévetkezd szamot
értjitk: ab := [a| - |b|cos(ab)/. Egy a vektor snmagaval képezett skalaris szorzatét az a
vektor négyzetének is nevezziik, és ennek megfelelsen a’-tel is jeléljok.

T 4.14 Haa=[a},a9,a3) és b = [by, by, b), akkor ab = a1b; + azby + azbs .
T 4.15 Tetszoleges a vektorra |a| = va?. Ha a = [a), a3, a3}, akkor |a| = vad +af +ak.

T 4.16  Két vektor skaldris szorzata pontosan akkor zérus, ha a két vektor merdleges egymas-
ra.

T 4.17 Ha e egységvektor, akkor az ea skalsris szorzat abszoldt érteke egyenld az a vektor e
irdnyaba esS merdleges vetiiletének hosszaval. Ha az ea szorzat nem zérus, akkor elgjele aszerint
pozitiv, illetve negativ, hogy az elGbbi vetilleti vektor iranya megegyezd, vagy ellentétes az e
iranyaval,

Feladatok

517 Az a és b vektorok szége I, abszolit érickiik: |a| = 3 és |b] = 4. Szamitsuk

ki az aldbbi feladatokban megadott skalaris szorzatok értékét!
a) ab. b) a?. ¢) h?. d) (a+b)°.
e) {a—b)?. f} (3a—2b}a+ 2b). g) (3a+ 2b)?.

52. Az a, b és ¢ vektorok abszoliit értéke rendre 3, 5 65 8. Az ads b meréleges
egymadsra, a ¢ vektor pedig mindkett&vel 120°-os sziget zar be. Szamitsuk ki
az aldbbi feladatokban megadott skalaris szorzatokat:

a) (3a — 2b)(b + 3c). b) (a+b+c)?. c} (a+2b —3c¢)?.

537 Tegyiik fel, hogy az e;, ey, e3 olyan egységvektorok, amelyekre ey ey tey = 0
teljestl. Szdmitsuk ki az ejey + €1e3 + egey dsszeg értékét!

54. Az a. b és c vektorok abszolidt értékei: |a| = 3, |b] = 1, |e| = 4, tovabba
a+b+c=0. Szdmitsuk ki az ab + ac + be osszeg értékét!

55. Az a, b, és ¢ vektorok paronkénti szége 60°, abszolnt értékeik: lal=4,|b[=2
és |c| = 6. Szamitsuk ki az a + b + ¢ vektor abszolit értékét!

56. Bizonyitsuk be a kivetkezd azonossagot: (a+ b} +{a—b)* = 2(a® + b?).
Mi ennek az azonossdgnak a geometriai jelentése?

4.7



4. Vektoralgebra — Vektorok skaldris szorzata

57.

58.

592

60,
61°

62>

63.

647

65.

667

67’

68.

69.

70,

71,

72.

73°

Bizonyitsuk be, hogy tetsztleges a és b vektorokra —|a|-|b| < ab < |a| - |bl.
Milyen esetekben teljesiil az egyenlSség?

Az a+ ab és a — ab (b # 0} vekiorok az o paraméter mely értékeinél
merSlegesek egymaésra? '

Mutassuk ki, hogy az r = b — a(ab)/a® (a # 0) vektor mer&leges az a
vektorral

Mutassuk ki, hogy az r = b(ac) — c{ab) vektor merSleges az a vektorra!
Milyen feltételt kell az a és b vektoroknak kielégiteni ahhoz, hogy az a+ b
és a — b vektorok mer&legesek legyenek egymdésra?

Az a és b vektorok szége 30°. Abszoldt értékiik: |a] = /3 és |b| = 1. Sz4-
mitsuk ki az a + b és a — b vektorok szogét!

Legyen a és b két, a zérusvektortdl kitlonbozé vektor. Hatdrozzuk meg a két
vektor szdgének koszinuszit, ha

a)la+bl=la; b)la+b]=|a-bl.

Ha az a + 3b vektor merSleges a Ta — 5b vektorra, az a — 4b vektor pedig
mer6leges a 7a — 2b vektorra, akkor mekkora az a és b vektorok szdgének
koszinusza?

Legyen |a] = 2, |b| = 5 és a két vektor szoge 120°. A ¢ paraméter mely
értékeinél merélegesek egymadsra a ta + 17b és a 3a — b vektorok?

Mi jellemzi azokat az a, b (a # 0, b # 0) vektorparokat, amelyekre teljesiil
az, hogy az a-nak a b irdnyiba es§ merdleges vetiilete ugyanolyan hosszi,
mint a b-nek az a irdnydba es§ merSleges vetiilete?

—
Legyen O a tér adott pontja, e = OF egységvektor és k egy pozitiv konstans.

Hol helyezkednek el azok a X pontok, amelyekkel e - (—732 =k7

Szamitsuk ki 2 megadott vektorok hajlassziogének koszinuszat!

a) [3.1,3], [1,-2,2]. b)[2,3,—1], [-1.1,6]. <) [4,2,~3],3,6,8].

Milyen z szém esctén merSleges a b = [6,—-2,z] vektor az a = [2,-3,1]
vektorra?

A kovetkezs feladatokban megadott a és b vektorok valamelyik koordinétaja
egy t paraméterrel egyenl. A két vektor szége a t mely értékénél lesz az
adott « szog?

a) a::[l,t,l], b:[-—l,?,l}, o = £60°,
b) a= (L], b=[+1/21,41], a =45,
C) a:[t1132}1 b={0,—1,1], o= 90°.

Szamitsuk ki annak az x vektornak a koordindtsit, amely kollinedris az

a = [2,1, —1] vektorral és kielégiti az ax = 3 egyenletet!

Legyen a = {1,0,~1] és b = [1,1, —1]. Hatdrozzuk meg azokat az e egység-

vektorokat, amelyekre . ' )
cos(a,e); = 7 és cos(b,e}; = -\—i_g

Allitsuk el8 az a vektort két olyan vektor tsszegeként, amelyek koziil az egyik

parhuzamos a b vektorral, a mésik pedig mer6leges h-re! Szamitsuk ki e két

vektort, ha pl. a = [3,2,2] és b = {4,-2,2]!
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74.

75.

78.

7.

78.

79’

80!

81.

82.

83.

847
85.

867

87>

88.

89}

Adva vannak az a = [1,0,1], b = [1,2, 2] és ¢ = [~1, 2,1} vektorok. Mer&lege-
sen vetitsitk a ¢ vektort mind az a, mind a b vektor egyenesére. Hatdrozzuk
meg a két vetiiletvektor sszegét!

Az aldbbiakban megadott vektorparok kéziil melyik lehet rombusznak és me-
lyik lehet téglalapnak két szomszédos oldalvekiora?

a) a=[3,5,-4], b=[2,-10,—11],

b) a=[1,-10,-7], b=[2,5,-11],

¢} a=[3,1,-2], b=][2,1,1].

Szdmitsuk ki annak a 6 egységnyi hosszt x vektornak a koordinatait, amely
kollinedris a {2, —1, 2] vekiorral és tompaszoget zar be a [0,0, 1] vektorral!
Szémitsuk ki annak az x vektornak a koordinatéit, amely eleget tesz a ko-
vetkezs feltételeknek:

1.} x mer&leges az a = [1,1, -1} és i = [1, 0, 0] vektorokra;

2.) x abszoltt értéke 2;

3.) x hegyesszioget zar be a j = [0,1, 1] vektorral.

Szamitsuk ki az x vektor koordinatait, ha x merSleges a (2,3, —1] és 1, —2, 3]
vektorokra és lielégiti az x(2i — j + k) = —6 egyenletet!

Adva vannak az a = (7, 1,0}, b = [3, —4, 5] és ¢ = {4, 3, 5] vektorok. Szamit-
suk ki azon x egységvektorok koordinétait, melyek az a, b és ¢ vektorokkal
egyenld szoget zdrnak be! Hatdrozzuk meg e sz6gek koszinuszait is!

A v = [v1,v3] vekior mer&leges vetitletének hossza az a = [3,4] vektor egye-
nesén 1, a b = [1,1] vektorén /2. Szamitsuk ki v koordinatait!

A v vektor meréleges vetiiletének hossza az [1,~-1,1], [2,0,1], [3,1,2] vekto-
rok egyenesein rendre /3, /5, /6. Hatdrozzuk meg a v vektort!

Az e egységvektor merSleges vetiiletének hossza mind az [1,1,0], mind a

[0, 1,1} vektor egyenesén ﬁ . Hatdrozzuk meg az e vektort!

Az m vektor abszolit értéke /10 és m merleges mind az a = [—1,3.1],
mind a k = [0,0,1] vektorra. Hatarozzuk meg az m vektort!

Igazoljuk, hogy barmely ABC D tetraéderre EC@—}—EE%—EE& =0.
Az el6z8 feladat allitdsira tdmaszkodva igazoljuk, hogy ha egy tetraéder két
kitérd élparjanak két-két egyenese meréleges egymasra, akkor a harmadik
kitér élpir egyenesei is mer&legesek egymasra.

Vektoralgebrai médszerekkel bizonyitsuk be Thales tételét!

Igazoljuk, hogy a paralelepipedon testatléinak négyzetssszege egyenls az éle-
inek négyzetdsszegével!

Bizonyitsuk be, hogy ha a v vektor merSleges a nem komplandris a, b és ¢
vektorok mindegyikére, akkor v = 0.

Bizonyitsuk be, hogy a tetraéder magassigvonalai akkor és csak akkor tar-
talmaznak egy kozds pontot (magassagpontot), ha a tetraéder szemkozti &l-
vektorai merdlegesek egymaésra.
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4, Vektoralgebra — Vektorok vektori szorzdsa

Vektorok vektori szorzdsa

D 4.18 A haromdimenziés a és b vektorok vektori szorzatat igy jelsljik: a X b, és ezen azt
a vektort értjilk, amelynek

1.) abszoliit értéke: |a x b| := |a|[b|sin(a,b)/,

2.} alldsa a-ra és b-re merSleges,

3.) irénya pedig olyan, hogy a, b és a X b, ebben a sorrendben, jobbrendszert alkot.

T 4.19 Két vektor vektori szorzatanak abszolit értéke a két vektor sital meghatdrozott pa-
ralelogramma tertiletének mér8szamaval egyenis. Skaldris szorzatokkal kifejezve:

la x b| = /a2b? — (ab)?.

T 4.20 Két vektor vektori szorzata akkor és csak akkor zérusvektor, ha a két vektor egyezd
allasd.

T 421 Az a = [a1, a2,0a3] és b = [by, ba, b3] vektorok vektori szorzata determindnsokkal

i j ok
axb=31% @ i@ @3} o G {0 o,
b b3 | |6 bs by be b: b; b:

alakban irhaté fel.
T 4.22 Kifejiési tétel: Tetszbleges a, b, ¢ vektorokra a x {b X ¢} = (ac}b — (ab)c.

T 4.23 Tetszéleges a, b, ¢ vektorokra és k valds szamra
(1) bxa=—{axb)},
{(2) ax(b+c)=(axbi+(axec),
(3) {(b+c)xa =(bxa)+(cxa),
(4) k(axb) =kaxb=axkb.

Feladatok

90° Készitsiik el az 0, i, j és k vektorok vektori szorzatainak mivelettablajatl
91. Végezziik el az alébbi feladatokban kijelolt vektori szorzdsokat, majd hozzuk
egyszeriibb alakra az igy kepott kifejezéseket!
a} (a+b)x(a—Db), b) (a+b) x (a—2b),
c) (3a — b} x (b + 3a), dj(a+b-c¢c}x(a+b+c},
e)(a+2b)x (2a+b)+(a—2b)x(2a-b),
f) (a—2b+ ¢} x (3a+10b — Tc).
92. Szamitsuk ki a kovetkezd kifejezések értékét:
2) (ix )2, b)(2ix3), <) [(3i-5)xGx2P.
93. Ha az a és b vektorok altal meghatirozott paralelogramma tertilete T', akkor

mekkora a 2a+3b és a 4a—2b vektorok lial meghatarozott paralelogramma
T teriilete?
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4. Vektoralgebra — Vektorok vektori szorzdsa

947 Az a x ¢ = b x ¢ egyenldséghsl kovetkezik-e, hogy a =b ?

95> Bizonyitsuk be, hogy haa+b4c=10,akkoraxb=bxc=cx a.

962 Bizonyitsuk be, hogy ha a és b nem kollinesris vektorok, és v olyan vektor,
amellyel v xa=06s v x b= 0 teljesiil, akkor v = 0. '

97> Igazoljuk, hogy ha a, b és ¢ nem kollinedris vektorok és axb = bx¢ = ¢ x a,
akkora+b+c¢=0.

987 Bizonyitsuk be, hogy haaxb =¢xdésaxc=bx d,akkora—désbh—c¢
egyallasd vektorok.

997 Tegyiik fel, hogy az a, b és ¢ vektorok kezd6pontja kéz8s. Bizonyitsuk be,
hogy ha (ax b)+ (b x ¢)+(c x a) = 0, akkor az a, b, ¢ vektorok végpontjai
egy egyenesre illeszkednek.

1002 Bizonyitsuk be, hogy ha az a x b és ¢ x d vektorok kollinedrisak, de egyikiik
sem zérusvektor, akkor az a, b, ¢, d vektorok komplanarisak.

101, Ha az a vektor meréleges a b vektorra, akkor mivel egyenld az
ax {ax[ax(axb)]} szorzat?

102. Igazoljuk a kévetkezd azonossigokat:

a) ax(bxc)+bx{cxa)+ex(axb)=0,
b) ax[bx (e xd)]=(bd){ax c)- (bc)a xd).

103. Igazoljuk, hogy ha az a vektor mer&leges a b—c vektorra, de a nem merdleges
b-re, akkor az a x (b x ¢) és b — ¢ vektorok egyallasi vektorok!

1047 Lehet-e az a = [6,2,—3] és a b = [~3,6, —2] vektor egy kocka egyik csiicsd-
bdl kiindulé két élvektor? Ha lehet, akkor hatirozzuk meg az ugyanebbdl a
csticsbél kiinduls harmadik élvektort!

— ——

105. Az ABC hiromszigben |AB| = 8, IE—C-')| =4, |CA| = 6. Szamitsuk ki az

A8 x AC vektor abszolit értékét!

106. Az ABC hiromszdghen legyen AB = (2,-8,1] és AC = [1.4,6]. Szamitsuk
ki az A csticshoz tartozé m, magassig hossziisagat!
1077 Legyen e egységvektor, a egy tetszdleges vektor. Mi az |e x al szdm és az (e x

a) x e vektor geometriai jelentése? Ennek ismeretében adjunk 41j megoldést
a 73. feladatral

108> Adva van hiarom, kozos kezdGponti a = [1,1,0], b= [0,1.1] 8s ¢ = [1,2, 2]
vektor. Bontsuk fel a ¢ vektort két olyan vektor Osszegére, melyek kozil az
egyik az a és b sikjiban van, a masik e sikra merdleges!

109. Egy paralelogramma két, koz6s kezdépontbél kiinduls élvektora a = {3,—-1.1]
és b = {£,2,1]. Szdmitsuk ki a ¢ paraméter értékét, ha a paralelogramma
teriilete 3+/6 egység.

— — R

110. Adva van az ABC D négyszog harom oldalvektora: AB = [2,-3], BC = [6,2}

ésCD = (1.3). Szémitsuk ki az ABC'D négyszog teriletét!

1117 Adva van hdrom vektor: a = [2,-1], b = [1,1] és v = [7,1]. Szdmitsuk ki
annak a paralelogrammaénak a teriiletét, amelynek egyik 4tldja a v vektor ds
oldalai a-val, illetve b-vel parhuzamosak!
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112, Legyen 04 = {0,1,1], OB = i—1,1,21 és oC = {1,0,1]. Hatirozzuk meg az
ABCO tetraédernek az O csfcshoz tartozd magassagat!

113. Adott a{# 0) vekior esetén melyek azok a b(+# 0) vektorok, amelyekre
|a x b| = ab teljesiil?

Vektorok vegyes szorzata

0 4.24 Az a, b és c vektorok abe-vel jelsit vegyes szorzatan az (a x b)e szémot értjitk.

T 4.25 Az abc vegyes szorzat abszolit értéke annak a paralelogramma alapd hasabnak a
térfogatat adja, amelynek egy csicsdbdi kiinduié hdrom élvektora éppen az a, b és ¢ vektor.
Az abc elgjele aszerint pozitiv ill. negativ, hogy a harom vektor jobb- il balsodrasi vektorhar-
mas-e? Az abc értéke pontosan akkor 0, ha a harom vektor komplanaris.

T 4.26 Tetszdleges a, b, c vektorok vegyes szorzatara teljesiilnek a kbvetkezs osszeftiggések:
(1) abe=bca = eab = —bac = —ach = —cba,
(2) abe=a(bxc).

T 4.27 Az a = [a1,a2,a3), b = [b),bs,b3] &5 € = [c},e3, c3] vektorok vegyes szorzata a
kivetkezd harmadrend{i determianssal egyenls:

ay &z ag
abe=1|by by b3
€ €3 €3

Feladatok

114, Fejezziik ki a kovetkez8 vegyes szorzatokat az abe vegyes szorzattal:
a) ab{e + Aa + pc), ahol A és u adott valés szdmok,
b) atbb+ccta

2 2 2

115. Komplandrisak-e a 2a+3b, 3b—4c, 2a+ 5¢ vektorok, ha az a, b, ¢ vektorok
nem komplandrisak?

1186. Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, ¢ vektorok kielégitik az (ax b)+ (b x ¢)+
{cxa)=0 feltetelt akkor kompianarlsak

117, Bizonyitsuk be, hogy barmely a, b, ¢ vektorhdrmas esetén |abc| < |a||bllc].
Milyen esetben teljestil az egyenléség?

118. Az a, b, c vektorok dltal meghatdrozott paralelepipedon térfogata V. Mennyi
azr = 2a+3b+4c,s =a—b+cési = 2a+4b —c vektorok altal kifeszitett
paralelepipedon V' térfogata?

1197 Az a ={2,-1,2], b ={3,1,5] és ¢ = [, 2, —1] vektorok 4ltal meghatirozott
paralelepipedon tériogata « milyen értéke mellett lesz 10 egység?
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120. A kovetkez§ feladatokban megadott {a,b,c} vektorrendszer az o paraméter
mely értékeinél linearisan fiiggetlen, és mely értékeinél linedrisan fliggs?
a) a={0,2,3], b=[a,-1,2], ¢=[1,2,1],
b) a=[2,a,4], b=[0,0,0], c=[3,-1,2],
¢} a={a,1,2], b=[3,-1,0], e=[2,1,0],
d) a=[a,2,1], b=[0,0,2], ¢=[1,-1,3],
e) a=[a,5,1], b=[3,0,3], ¢=[1,0,1],
) a=[3,¢,0], b=(0,3,a], c=[1,0,~1].
121. Az a, b, c vektorhdrmas oly jobbrendszert alkot, amelynek elemei paronként
merSlegesek egymasra. Szamitsuk ki az abc vegyes szorzat értékét, ha
laj =4, |bj =2 és |¢| = 3.
— —_
122. Mekkora az ABCD tetraéder térfogata, ha AB = [2,-1,4], BC = [6,1, —4]
és OD = [1,1,2)?
— —
123. A 8 egység térfogatii ABC'D tetraéder két élvektora: AB = [3,2,1] és AC =
{1,0,1]. Hatdrozzuk meg az AD élvektort gy, hogy az egyillisi legyen a
d = {~1,2,1] vektorrall
124, Legyenek a 4 egység térfogati paralelepipedon, ABC DA, B,C Dy élvektorai
AB = i3,1,0] és AD = [2,0,1] (1. a 38. feladat melletti sbrat). Hatarozzuk
meg az ﬂl élvektort azzal a feltétellel, hogy az merSleges legyen az r =
(2,-4,1] és s = [1,1,2] vektorokra! Szémitsuk ki a paralelepipedonnak az
ABCD laphoz tartozd magassagat!
125%Legyen a, b, ¢ hdrom adott vektor és u, v, w hirom tetszdleges linearis
kombindcidjuk, azaz
u =uia+ ueb + uge,
v = yia+ veb 4+ v3c,
w = wia+ wab + wsc
dlljon fenn valamely wu;, v;, w;i (i = 1,2, 3} szdmokra. Bizonyitsuk be, hogy

U1 Ug X3
uvw = abe- vy U U3
Wy wy Wy

126> Legyen {a,b,c} és {u,v. w} a tér két linearisan fiiggetlen vektorrendszere.
Ismeretes, hogy ekkor u, v, w és a, b, ¢ kifejezhetdk

0 =ua+ usb + uzc a=au+av+aw,
v = via+ mb 4+ vc illetve b =bhu+ byv + byw,
w = wa + web + wze c=cu+ v+ czw

alakban, ahol u;, vi, wi, aj, bi, ¢; (i = 1,2,3) alkalmasan vilasztott valss
szdmok. Bizonyitsuk be, hogy
- a1 az ag Uy Uz us
61 62 b3 Y1 V3 V3 i = 1.
] cy €3 wy we w3 ;
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5. fejezet

Analitikus térgeometria

Kezd§ és végpontjuk koordinataival adott vektorok

D 5.1 A koordindta-rendszer O kezdSpontjibél a P pontba mutaié OP kststt vektort a P
pont helyvektordnak nevezziik.

T 5.2 A tér tetszbleges P pontjanak derékszégd koordinatai az 515 helyvektor koordinata-
ival megegyeznek. Azaz, ha P{z,y, ), akkor 0P =i+ vitzk (=1lz,9,7]).

T 5.3 Ha Pi(z1,3,21) és Pa{xq,y2, 72} koordinatsikkal adott pontok, akkor
PPy = (za—m)i+ (2 —y1di+ (22 — 1)k

Révidebben frva: F;}"; ={zg— 21,92 — 1,22 — #1] . A P| és P, pontok d( P, P;) tivolsiga
pedig a Py P, vektor hosszéval egyenls: d( Py, P,) = \/(912 —~ 212 4 (g — 91)% + (22 — 21)2.

Feladatok

1. Szamitsuk ki az A(1, -2, —3) pontbdl & B(2,-3,0), C(3,1,-9), letve
— —
D(—1,1,-12}) pontba mutaté AB, E és AD vektorok koordindtait!

2.  Szamitsuk ki az A(4,-2,—4), B(—4,12,6), C(12,—4,3), D{5,7,11) pontok-
nak az origétél mért tavolsigat!

3. Déntsiik el, hogy az aldbbiakban megadott ABC, DEF és GHK hiromszo-
gek kozott van-e egyenls szard: A(5,1,0), B(2,-1,3), C(-2,3,1};
D(3,-1,2), E(0,—4,2), F(-3,2,1); G(3,-3,5), H(2,-2,5}, K(2,-3,6).

47  Adjunk meg az z tengelyen olyan pontot, mely az A{—3,4,8) ponttél 12
egység tavolsdgra van!

8% Adjunk meg a z tengelyen olyan pontot, mely egyenld tdvolsigra van az
A(1,-3,7) és B(5,7,—5) pontoktsl!

6. Lehet-e A(3, 1,6}, B(—1,7,-2) és C(3,1,8) egy téglalap harom csiicsa?

7 Van-e tompaszige annak a hiromszognek, amelynek csticsai:

A(4,—1,4), B(0,7, -4), (3,1, ~2)?
51,



5. Analitikus térgeometria — Kezd§ és végpontjuk koordinitdival adott vektorok

87

9>

10°

11.

12.

132

14?

15?2

18>

178

187

192

20°

Szamitsuk ki a kovetkezd feladatokban adott ABC haromszog teriiletét, az
AB oldalhoz tartozé magasségot és az A csticsnal 16v8 sz6g tangensét!
a) A(5,4,1), B(1,6,2), C(3,3,2). :
b) A(5,7,1), B(3,6,-4), C(2,8,-1).
¢) A(6,1,5), B(4,1,4), C(3,0,3).
Az ABC hdromszbg cstiesai: A(3,2,5), B(3,2,-5), C{-5,0,3). Szamitsuk ki
& héromszdg stlyvonalainak hosszét!
Hatérozzuk meg annak a P pontnak a koordin4téit, amely az A{ay, as, as) és
B(by, bz, b3) pontokat 6sszekéits szakaszt AP PB=m:n ardnyban osztjal
Szémitsuk ki az A(4, —1,2) és B(~2,2,5) pontok &ltal meghatarozott szakasz
harmadolé pontjainak koordindtait!
A kovetkezd feladatokban a megadott A pontot tiikrozziik a B ponton. Sza-
mitsuk ki a tiikérkép koordinat4it!
a) A(3,4,—1), B(0,0,0). b) A(0,0,0), B(3,4, —1).
¢) A(-1,-2,-5), B(2,-1,3).  d) A(5,—1,2), B(0,—1,2).
Adva van az § egység teriiletdd ABC haromszog A(2, —1, 3) és B(5,2,4) csties-
pontja. Szémitsuk ki a C csiics koordinatait, ha a C pont

a) az z tengelyen; b) a z tengelyen
fekszik.
Adott az A(3,-1,0) és a B(2,2,1) pont. Ha a C(0,y,0) pont végigfut az y
tengelyen, akkor az ABC héromszog teriilete milyen értékek kozott valtozik?
Egy paralelogramma hirom csticsa: A(3,-1,2), B(1,2,—4) é C(-1, 1,2).
Szdmitsuk ki a negyedik csiics koordin4tait!
A kovetkezd feladatokban adott négy-négy pont egy sikban van-e?
a) A(2,-1,4), B(~1,0,3), C(3,—1,0), D(1,1,2).
b) A(1,2,3), B(3,1,6), C(0,3,4), D(1,3,8).
¢} A(1,-9,-12), B(2,~7,-13), C(0,—11,-11), D(3, -5, —14).
Egy tetraéder cstcspontjai: A(—2,0,2), B(2,0,-1), C(1,2,-1), D(2,1,-1).
Szamitsuk ki a tetraéder térfogatit, felszinét és az ABC laphoz tartozdé ma-
gassdgat!
Egy tetraéder cstcsai: A(2,—4,3), B(1, -4, 4}, C(-3,2,0) és D(2,0,u). Ho-
gyan kell megvalasztani a D pont u-val jelslt koordinatajat, hogy a tetraéder
térfogata 4 egység legyen?
Az A(1,0,w), B(2,-1,3}, C(2,0,v), D(1,1,-1) pontnégyes milyen u és v
értékekre lesz egysiki?
Az ABCD tetraéder harom csiicspontja: A(3,1,0), B(2,1,1) és C(-1,-1,1).
Melyek azok D(z,y,z) pontok, amelyekkel a tetraéder térfogata 10 egység?



5. Analitikus térgeometria — A sfk egyenletei

A sik egyenletei

D 5.4 Az adott Py ponton sthaladé S sik normalvektorinak neveziink minden olyan n
(n # 0) vektort, amely merdleges az S sikra.

T 5.5

Ha egy sik &tmegy a Pp(sq, 0, z0) ponton és merdleges a zérusvektortdl kildnboza

n = [A, B, C] vektorra, akkor egyenlete:

T56

alaki,

Alz —zo)+ By~ )+ Clz —20) = 0.

Minden sik egyenlete
Az 3+ By+Cz4+ D=0

és minden ilyen egyenlet stk egyenlete, ha A, B és € koziil legalabb az egyik zérustol

killénb6za.

Feladatok

21.

222

23?

24.

25,

26.

A kovetkezd feladatokban adva van egy A pont és egy n vektor. Irjuk fel
annak a siknak az egyenletét, amelynek egyik pontja az A pont és normal-
vektora az n vektor!

a) A(2,1,4), mn=][3,2,-4]. b) A(0,0,0), n = {1,2.4].
) A(7,2,-2), n=[2,0,3]. d) A(3,2,0), n=[0,-21].
¢) A(0,0,0), mn=[1,0,0]. f) A(0,0,0), n = [0,1,0}.
g) A(0,0,0), =n=1[0,0,1]. h) A(-1,2,6), n = [0,3,0L

Vizsgiljuk meg, hogy a hdarom pont egy egyenesbe esik-¢; ha nem, akkor irjuk
fel a megadott pontokon dthalads sik egyenletét!

a) P(0,-1,2), Q(2.-1,1), R{4,3,-2).

by P{1,0,0), Q(0.1,0), R{0,0,1).

¢} P{-3.0,4), 9(4,1,2), R{0,0,0).

d) P{4,0,-1), Q(5,0,2), R(-2,0,0).

e} P(-2,3,1), §(0,5,2), R{-4,1,0).

Hatdrozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely dtmegy az A(1,5,2)
ponton és parhuzamos a 7r — y + 3z + 2 = 0 egyenletd sikkal!

Hatdrozzuk meg az & + 2y — 3z + 6 = 0 egyenletd siknak a koordinéta-
tengelvekkel alkotoit metszéspontjait!

igazoljuk, hogy a 22+y—2—2 =0, 2—3y+2+41 =0, 2+y+2z—3 = 0 egyenletd
sikoknak egyetlen kézds pontjuk van. Ezen a kiizos ponton 4t fektessiink olyan
sikot, amely parhuzamos az = + y + 2z = 0 egyenletii sikkal!

Mutassuk ki, hogyazz —y—2=0,3r -y ~2+2=046s

4r —y — z + 4 = 0 egyenleti SIkoknak nincs k6z6s pontjuk!
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B, Analitikus térgeometria — Egyenesekre és sikokra vonatkozd helyzetgeometriai feladatok

27" Normaélvektorok segitségével mutassuk ki, hogy az z+y+2z = 6,2x—y+2z = 3
és x + 2y — z = 2 egyenletd sikoknak pontosan egy kozos pontjuk van.
28. Szémitsuk ki a kitvetkezd sikok 4ltal hatarolt tetraéder térfogatat:

z+y+z—1=0, r—y—1=0, z—z—1=90, z—2=0

29. Mi az egyenlete anmak a siknak, amely thalad az A{-2,3,1) és B(4,2,-1)
pontokon és mer&lzges a 3z — y + z — 3 = 0 egyenletd stkra?

30. [Irjuk fel annak a stknak az egyenletét, amely merSleges a —z+2y+32—-2=10
és 2z —y — z + 1 = 0 egyenletl sikokra és dtmegy a P(4,1,2) ponton!

31. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely az A(1,-3,0) és B(3,7, —4)
pontokat dsszekots szakaszt felezi és mer6leges ral

32> Adott az A(1,3,5), B(2,5,3) és C(4,7,5) pont. Irjuk fel annak a siknak az
egyenletét, amely athalad az A ponton és mersleges az ABC héromszog A
csitcsdndl 16vE a) bels szbg; b) kiilss sz6g felezd egyenesére!

33" Egy hdromszog hirom estcsa: A(1,1,1), B(5,1,4) és €(3,3,2). Irjuk fel an-
nak a siknak az egyenletét, amely athalad az A ponton és merSleges az 4
csticshoz tartozd magassdgvonalral

Egyenesekre és sikokra vonatkoz6 helyzetgeometriai feladatok

D 5.7 Az adott P ponton sthaladé e egyenes iranyvektaranak neveziink minden olyan v
(v # 0} vektort, amely parhuzamos az e egyenessel,

T 5.8 Haa Py pont egy egyenes egyik pontja, irdnyvektora pedig v = [u, 5, ¢}, akkor az
egyenes paraméteres egyenletrendszere

T =22y +at
¥y=yot+bt
z=zy+ct,

ahol a ¢ paraméter az dsszes valds szamon végigfut.

T 5.8 Haa Py(zg,y0,20) ponton dtmend és v = [n, b, c] iranyvektorl egyenes egyik ten-
gelysikkal sem parhuzamos (2 # 0, b £ 0, ¢ # 0), akkor egyenletrendszere

T-xp Y- Z-2x
1 = = .
(1) a b ¢
Ha a, b, c kézil az egyik (pl. ¢) 0, de a masik kettd nem, akkor az egyenes egyenletrendszere
Ha a, b, ¢ k&ziil ket 0 (pl. b és c) egy pedig nem, akkor az egyenes egyenletrendszere:
(3) ¥Y=%, zZ=2.

Az (1), {2), és {3) egyenletrendszereket az egyenes paramétermentes egyenletrendszereinek ne-
vezzitk. Megallapodunk abban, hogy az ,egyenes egyenletrendszere” kifejezésen (jelzs nélkiil)
mindig ezt a paramétermentes egyenletrendszert értjiik.
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5. Aunalitikus térgeometria — Egyenesekre és sikokra vonatkozd helyzetgeometriai feladatok

Feladatok

341> A kﬁvetkezf)' harom egyenes kdzﬁl kettd )araméteres, egy edi araméter-
mentes egyenleﬁrendszerrel van megadva:

=—14+3 =21 0 5
e {y=2-1 ., f:du=4 ,  g: ;z:y—-lz gz
z=3+2t z=1+2¢

Hatdrozzuk meg mindharom egyenes iranyvektordt és dontsiik i, hogy az
A(2,1,5) és B(—1,4,7) pontok koézill melyik van rajta az egyes egyeneseken!

35. Irjuk fel a kovetkezs, paraméteres egyenletrendszerrel megadott egyenesek
paramétermentes egyenletrendszerét:

r=5+2t x=2-1 z=1t—5
e: y=—1 , f: y=2 s g: y=3
z=1-1t¢ z=—=14+3¢ z=4.

36. [rjuk fel a kvetkezd, paramétermentes egyenletrendszerrel megadott egyene-
seknek azt a paraméteres egyenletrendszerét, amelynél a £ = § paraméterér-
tékhez a megadott xq, illetve ¥y koordinataji Py pont tartozik!

e—1 y+1 =z _ . _ y—1 _
a) T =T =1 zp = 16. b} =3, 3 =2z Y =39
¢y y=4, z=-3; z="T

37% A kdvetkezs feladatokban egy-egy egyenest kiilénboz8 meghatdrozé adataival
adtunk meg. Trjuk fel az egyenesek paraméteres és paramétermentes egyen-
letrendszereit!

a) Atmegy az A(—2,5,1) ponton, és parhuzamos az a = [~1,2, 3] vektorral.

b) Atmegy a P(3,1,2) és a Q(—1,1,3) ponton.

c¢) Parhuzamos a k = {0,0,1] vektorral, és dtmegy az A(5,1,4) ponton.

d) MerSleges az a = [~2,3,1] és a b = [2,0,1] vektorra, és dtmegy az
A(8, -3,4) ponton.

e) Parhmzamosa 3z +y—2+1 =06s nz 2 + y + z = 0 egyenletii sikkal, és
metszi az yz tengelysikot a P{0,4,1) pontban.

38. A kovetkezd feladatokban szereplS egyenesek, illetve sikok az o paraméter
mely ériékénél (értékeinél) elégitik ki a leirt kiovetelményt?
z+2 y z—1 zr—3 y—-1 z-
a) Az =g = és az = =
2 3 4 @ 4 2
egyenesek meré&legesek egymaésra.
z—1 y-—12

egyenletrendszerd

z

b) Az > T = egyenletrendszerii egyenes és az » + 3y — 202 =0
egyenﬂatfi sik parhuzamos egymdssal.

c)Azz = 1+at,y = -2, z = 1 egyenletrendszerit egyenes metszi a

2z + ay + z + 1 = 0 egyenletd sikot.
5-5



5. Analitikus térgeometria — Egyenesekee és sikokra vonatkoz helyzetgeometriai feladatok

39.

40,

41.

42,

43.

44,

45.

46,

47?2

d) Az A(2,4,-1) és a B(a, & + 6,3) ponton stmend egyenes merGleges a
3z + 5y + £z = 0 egyenletd sikra.

Hatérozzuk meg a P(—2,1,0) pontra és az e : z =t + 2, y=3t z =2

egyenletrendszeri egyenesre illeszkedd sik egyenletét! '

Hatdrozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely atmegy a P(3,0,1)
ponton és parhuzamos az alabbi egyencsekkel:

z=1-2¢t 2
e: y=2+1 és f: Tj =y=—z
7= -2t -

frjuk fel az 2 —3y+2z+2 = 0 és 2z —3y— 244 = 0 egyenletil sikok metszésvo-
nalénak paraméteres egyenletrendszerét, az r, y, = koordinatak valamelyikét
vélasztva paraméterként. Ennek alapjan irjuk fel 2 metszésvonal paraméter-
mentes egyenletrendszerdt is!

A kovetkez§ feladatokban egy-egy sik és egy-egy egyenes van megadva. Hata-
rozzuk meg az egyenes és a sik kizos pontjat, illetve pontjait {(ha van ilyen)!

=31
a) 2z +y+3z—-3=0, y=2—1
z=3—-1.

-1
by 83z —y—~2:-2=0, =2y+3=1z-3.
) 242y —z4+2=0, $+2=y_3=%l_

r=1
d) Sx —~y+32~-3=0, y=05+3t
z=1-+1t.

frjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely parhuzamos az
t-y—42-5=0 ésaz Zx+y—-2z-4=0

egyenletd sikok metszésvonaldval és dtmegy az origén!

Egy hdromszog csiicsai: A(3,6,—7), B(-5,2,3) és C{4, -7,-2). Adjuk meg

a C csticson atmen§ silyvonal egyenletrendszerét!

Egy hdromszog csicsai: A(3, -1, -1), B(1,2,—7) és C(—2,8. —5). frjuk fel a

B csucshoz tartozéd {bels8) szog szoglelezdjének egyenletrendszerét!

frjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely tartalmazza az

egyenletrendszerii egyenest és mersleges a 2z —y + z = 0 egyenletdi sikra!

Allapitsuk meg az alibbi hat egyenesbél alkothaté egyenesparok kolesénss
B 2z g g

helyzetét! Ha metszSek, adjuk meg a metszéspontjukat! (Els6 lépésként vizs-

gdljuk meg az irdnyvektoraikat!)
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r=34+2 z=1-6t y=—1

e qy=—t Fisy=-3+2¢ g:yz+5 2-6
z=1—2¢ z =244 2 3
z=2t-3

hidy=—1 k. 22%_,qo-2F3 , zo8 yHl 241
z=3t+9 3 2 8 2 —4

Hatdrozzuk meg a A paraméter ériékét tgy, hogy az aldbbi két egyenes messe
egymast:

r=2t—-2 z=u-+3
48% e = -3t I y=4u+1l
z=4t+1 z=2u+A |
49, e: =l o, f 2B g,
r—3 y-—1 A
50. e: ‘L2 = y4 = z-{3— , F 1 az ¢, y vagy a z tengely valamelyike.

{ 224+ 3y—z+A=0

51, e:

32 -2y +2:—-6=0

52, Tiikrozziik az A(4, —3,5) pontot az £ — y + z — 9 = 0 egyenletd sikon! Sza-
mitsuk ki a tiikérkép koordinatait!

53. Tikrozziik az A(2,-1,3) pontot az x = 3¢, y =5t~ 7, z = 2t + 2 egyenlet-
rendszerd e egyenesen!

54. Tiikrozzitk az ¢ = 1 —2¢, y = 3+ 2¢, z = —4 — 9¢ egyenletrendszerd ¢
egyenest a 3z + vy — 2z = 0 egyenletd sikon!

55, Jelbljecaza+y—2+1=046s 2z —y + 2z —1 =0 egyenletd sikok metszés-
vonalat, f pedig az c-nek az x + 2y — z = 0 egyenletd sikra es§ merSleges
vetitletét. frjuk fel az f egyenes paraméteres egyenletrendszerét, az z-et vi-
lasztva paraméterként!

f: az z, y vagy a z tengely valamelyike.

567 Mi az egyenlete annak a siknak, amely pirhuzamos az =z = 2y = 3z egyen-
letrendszerti egyenessel, és dthalad az r +y+ 2 =0éa 22 —y+ 32 =0
egvenletid sikok metszésvonalin?

57. Bgy sikvdl tudjuk, hogy dtmegy a 3z —~y+2:4+9=06&azzx+2+3=10
egyenleti sikok metszésvonalan. Adjuk meg e sik egyenletét, ha
a) atmegy az A{4, -2, -3) ponton is; b} pérhuzamos az ¢ tengellyel;
¢} parhuzamos az y tengellyel; d} parhuzamos a z tengellyel;
e} parhuzamos az a = {2, -1, 2] vektorral.

frjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét {ha van ilyen egyenes), amely
illeszkedik a P pontra és metszi az e és f egyeneseket:

587 P(0,0,0), e: z—d=-Hl=22 f. 2238 o9

X
—_— _
59. P(—4,-5,3), e: {y=-3-2¢t, f: 22 ¥y*l 1=z
2 3 5
Z
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60.

627

63.

64>

650

x = —245¢
P(1,1,4) e: m—:;l:—y:zgl,' fisy=1-3t ,
z2=-2+4t¢
r =244t
P(3,-2,1) e: ty=1—¢ , f:rez—-5=4—4dy=4dz—8.
<=1+t

Az §: z4+y+2=1egyenleiisik ésaze: y =1, z = —1 egyenlet-
rendszerii egyenes K kézds pontjan 4t vegyiink fel olyan f egyenest, amely
az S sikban fekszik és meréleges az e egyenesre. Irjuk fel az f paraméteres
egyenletrendszerét!
Adjuk meg annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely dtmegy a
P(—1,2, -3) ponton, merSleges az a = [6, —2, —3] vektorra, és metszi az

' r—=1 y+1 3J-z

3 7 2 7 5

egyenletrendszerd egyenest!
Trjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét (ha van ilyen egyenes),
amely merdleges a 22 + 4y — z + 5 = 0 egyenleti sikra és metszi a kovetkezd
egyenletrendszer egyeneseket:

x z—2 y-1
g=v=s JigT ==
Igazoljuk, hogy az e ~y+z =0, 3x—y—2+2 = 0, de —y— 22+ A = 0 egyenleti
stkok paronként metszik egymdst és a metszésvonalak egyezd allasiak! Bzt
kvetfen hatdrozzuk meg a A paraméter ériékét figy, hogy a hdrom siknak
a) legyen kiz6s pontja; b) ne legven kézis pontja.

[

Egyenesekre és sikokra vonatozd tavolsig- és szégfeladatok

D 510 Az Az + By + Cz + D = 0 egyenlet(i sik normélegyentetén az

Am+By+C‘z+D_0
VALY BE 1 CT

egyenletet értjiik.

T 5.11 A Py(zo, yo, z0) pont tévolsiga az Az + By + Cz + D = § egyenletd S siktél:

|Azp + Byy + Czg + D]
WS = e o

T 5.12 A P pont tivolsdga az ¢ egyenestdl:

-
d(P,e) =

[
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5. Analitikus térgeometria — Egyenesekre és sikokra vonatozd tdvolsig- és szogfeladatok

ahol @ és R az e egyenes két tetszdleges killdnbdzd pontjat jeldli.

T 5.13 Legyen az a egyenes egy iranyvektora az a, a b egyenesé pedig a b vektor. Haaés b
nem egyezd allastiak, és ¢ olyan vektor, amely a két egyenes egy-egy pontjat kdti Bssze, akkor
a két egyenes tdvolsiga:

i{a x b)c|

dla,b) = ————.
(@) = ]

T 5.14 Ha az a egyenes egy irdnyvektora az a, a b egyenesé pedig a b vektor, akkor haj-
lasszogiik a kbvetkezs képlet segitségével szamithato ki:

a-b
cos{a, b = —— .
(@D = 1afie]
T 5.15 A v iranyvektorii ¢ egyenes és az n normalvektord .5 sik szbgét a kivetkezd képlet
alapjan szamithatjuk ki:
v-'n

sin(e, §)L = W .

Feladatok

66. Igazoljuk, hogy a kovetkezd két egyenes egymassal parhuzamos:

z=3+4
e: y=-1+41, f:x—0=4y—16 =4z~ 28.
z =24t

irjuk fel annak a g egyenesnek az egyenletrendszerét, amely az ¢ és f egyene-
sek sikjaban van, azok kozott halad, mindkettSvel parhuzamos és mindket-
161851 egyenid tavalsdgra van!

67" Adjuk meg azokat a pontokat, amelyek rajta vannak az

z—1 z+3
e: = —y=
2 =73
egyenesen és 2 egység tavolsigra vannak az z +2y + 2z +11 = 0 egyenletii

siktol!

68. Igazoljuk, hogy a2z —4y+2z—1=0,ésazz -2y +z—-1= 0 egyenletil
sikok egymassal parhuzamosak. Hatdrozzuk meg a két sik tavolsagat!

69. Mutassuk meg, hogy az

4 z=4—1 r=3+u
€ ‘1'3 -—-y—Z:%, f:ey=3+3¢ és g: y=6-3u
z=58+5 z = du

egyenletrendszeril egyenesek egy kozos K pontban metszik egymést, és ha-
tarozzuk meg a K pont koordinétait! Tovabba szamitsuk ki
a) az e, f és g egyenesek paronkénti szégének koszinuszét;
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5. Analitikus térgeometria — Egyenesekre és sikokra vonalozé tavolsag- és szigfeladatok

700

7Y

2%

737

747

75.

76>

77°

78.

b) az e és f egyeneseken 4tmend 51, az ¢ és g egyeneseken dtmend Sy, vala-

mint az f és g egyeneseken 4tmend Sy sik egy-egy normalvektorit;
c) az (81,82),, az (51,83), és az (52,53), tangensét;
d) az {e,83),, az (f, &2}y és az (g, 51) szogek szinuszat!
Van-e a t paraméternek olyan értéke, hogy az S': x+ty+2z—1 = 0 egyenleti
sik 60°-o0s szdget z4r be

a) az = tengellyel; b)azy tengellyel; c) a z tengellyel?

Ha van, akkor adjuk meg az 6sszes ilyen valés ¢ éridket!
frjuk fel azoknak a sikoknak az egyenleteit, amelyek dtmennek az & +y = 2
egyenletd sik P(1,1,v/2) és Q(0,2,v/2) pontjén, és az adott sikkal 45°-0s
szbget zarnak be.
Az e egyenesré] tudjuk, hogy benne van az z — 2y + 1 = 0 egyenletii sikban,
dthalad a P(2,1,4) ponton és az zy tengelysikkal 60°-0s sztget zar be. frjuk
fel az e egyenes egyenletrendszerét!
frjuk fel azoknak az egyeneseknek az egyenletrendszereit, amelyek dtmennek
az origén, tovibba az z tengellyel és az y tengellyel 60°-os széiget zarnak he!
Vannak-e olyan egyenesck, melyek az

T=2+2t .
e: Sy=1 és f:—a::z;a,y:S
z=3+41

egyenletrendszerd egyenesek mindegyikével

a) 60°-0s, b) 45°-0s, c) 30°-os
szoget zarnak be? Ha vannak, akkor ezek kéziil adjuk meg mindazokat, ane-
lyek dtmennek a Py(3,4, 1) ponton.
Irjuk fel azoknak a sikoknak az egyenletét, amelyek dtmennck a P(1,1, 1)
ponton, pirhuzamosak az z + 2%y —z — 1 = 0, 22 — ¥+ z — 1 =0 stkok met-
szésvonaldval, és mindkét sikkal ngyanakkora széget zarnak be! Hatdrozzuk
meg ennck a szégnek a koszinuszat!

Szémitsuk ki minden olyan egyenesnck az egyenletrendszerét, amely 4thalad
az origén és a hdrom koordinitatengellyel egyenld szoget zar be! Hatarozzuk
meg ennek a szognek a koszinuszat!

Tekintsiik a kévetkezd hérom egyenest:

T =243 =2 —u
z—-3 y-35 .
e =3 =2, fiy=4-2t, é g: {y=—1+3u
z = —¢ z=—-34+2u.

frjuk fel minden olyan egyenesnek az egyenletrendszerét, amely dtmegy az
A(1,2, 1) ponton és egyenld szdget zar be az adott egyenesekkel! Szdmitsuk
ki a sz6g koszinuszat is!

Hatdrozzuk meg az 2 — 3y + 22 — 2= 0 és a 22 +y+ 3z -5 =0 egyenletii
stkok szogfelezd sikjainak egyenleteit!
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5. Analitikus térgcometria — Egyenesekre és sikokra vonatozs tavolsig- és szigfeladatok

79.

80.

81.

82.

&83.

84.

85.

Az e egyenes egyenletrendszere: T = —2+2¢, y =3+ 2, z = 14t Az egye-
nes A{—2,3,1) pontjabsl mérjiink fel egy € egységnyi szakaszt az egyenesre,
Szamitsuk ki a szakasz mésik végpontjdnak koordinatait!

Hatarozzuk meg a z tengelyen azt a pontot, amely egyenld tavolsigra van a
12z + 9y — 202 + 19 = 0 és 16z — 12y + 152 — 9 = 0 egyenletd sikoktél!

Adjunk meg a z tengelyen olyan pontot, amelynek az M{1,-2,0) ponttsl
mért tavolsiga egyenld a 3z — 2y + 62 — § = 0 egyenleti siktdl mért tivolsa-
gavall

Hatirozzuk meg az s +y+2z—2 =04és az v+ 2y — 2z — 1 = 0 egyenletd sikok
metszésvonaldn azt a pontot, amely egyenls tavol vanaz s +2y+ 2+ 1 =10
és az z + 2y + z — 3 = 0 egyenletid sikoktdl!

Hatdrozzuk meg az alabbiakban adott P pont tavolsagit az e egyenestsl!
z—1

a) P(-2,3,7); e 3 =2—y, 2=2,
r=1+2¢
b} P(—1,2,1); ee{y=12-1¢
z=3+3t,
9 -3 2

c) P(2,2,1); e 41‘:3;—;— =z+35,

d) P(3,1,2); e az A(D,2,1) és B(1,—1,3) ponton dthaladé egyenes,

e) P{—2,4,1); e: az A{—1,4,1) ponton &s az origén dthaladé egyenes.
Igazoljuk, hogy a kivetkezs feladatokban adott két-két egyenes kitérd, és
szamitsuk ki tdvolsdgukat!

r=4ft—35
a)e: v +4=8—-2y=—-2-1, f y=-—3+5
r=-—5t+4+5,
b) e 21:21 33y 5‘.46’ Framy=z,
x=>5+3t c=4—u
c)e y=1 ) fiiy=-3+u
z=4i+9 z=4—4u

Hatdrozzuk meg az aldhbi kitérd§ egyenespédrok tdvolsdgat és normdltransz-
verzalisuk egyenletrendszerét!
a)e: a=1-3t,y=—-4+4t,z2=1+¢t f: z2-4=-—-y—-2=—2z+2.

—4 44—
b)e: z=t+3,y=3t+22z=3, f::::-l—S:y——‘i—: 2”,
e 1 3 6
z— ¥+ z—
: =1+t : = = .
cJe: qu=1l+t , fr— 5 5
z=0
z—1

dye:

5 =2~y=2-1, f:2—-z=y—-38==z+1.
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5. Analitikus térgeometria — Vegyes feladatok

86.

872

882

89.

90°

Legyen H azoknak a pontoknak a halmaza, amelyek egyenld tavolsdgra van-
nak a kovetkezd harom ponttél: Pi(2,2,1), Py(8,6,2), P5(6,3,5). Trjuk fel a
H geoinetriai alakzat egyenletét vagy egyenletrendszerét!
Vannak-e olyan sikok, amelyek az z = 1, ¥ =343t z = 4+ 4¢ egyenletrend-
szerfl ¢ egyenesre illeszkednek és egységuyi tévolsigra vannak a P(2,1,3)
ponttsl? Ha vannak, akkor adjuk meg egyenleteiket, és szamitsuk ki haj-
lasszogitk koszinuszat!
Egy héromszog csiicsai: Pi(1,1,1), Py(2,2,2), P3(—1,2,0). Hatdrozzuk meg
annak az S siknak az egyenletét, amely a kisvetkezd két feltételt teljesiti:
1} S illeszkedik az x tengelyre;
2) A héromsztg S-re esS merdleges vetiiletének teriilete az P; Py Py harom-
5z0g teriiletének fele!
Szémitsuk ki tovabb4 a hdromszog P| és P, cstiesainak S-t61 mért tévolsdgait!
Allapitsuk meg; hogy a ¢ paraméter mely értékeinél nem lesz kollinearis az
A(1,2,3), B(4,5,6), C(7,8, t) ponthdrmas, és minden ilyen t-re adjuk meg az
zH+y+2-7=0,20-3y~243=0ésx—y+z—-5=0 egyenletd sikok kézos
K pontjanak az ABC siktél mért tavolsdgat (a ¢ paraméter fiiggvényében)!
Vannak-e olyan egyenesck, amelyek dtmennek a P{-1,0,2) ponton, mersle-
gesek az o =10+ 3¢, y = -1 —6¢, z =T+ 2 egyenletrendszerdl egyenesre
és attsl T egység tavolsdgra vannak? Ha léteznek ityenek, akkor adjuk meg
egyenleirendszereiket!

Vegyes feladatok

91.

22.

923.

94.

Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely dtmegy a P{2,1,2)
ponton, parhuzamos az z + 2 = 5 egyenleti sikkal és metszi az z = 2 — ¢,
y = 2t, z = 3 egyenletrendszerti egyenest.

Az ABCD tetzéder térfogata 3 egység. Harom csiicsa: A(1,2,1), B(4,3,-3),
C(-1,2,-4). AD csiicsaz z =y = 2— 22 egyenletrendszerti egyenesen van.
Szamitsuk ki az ABC lap B csiicsanal lévs szdg koszinuszdt, valamint a D
cstics koordinatait!

Egy szabilyos haromszog egyik csticsa az A(1,1,1) pont. A B és a C csiicsa
Az T +y+z=146 2r —y — 2 = 0 egyenletd sikok metszésvonalan van.
Hatarozzuk meg a B és a C csties koordinatait!

Szamitsuk ki az ABCD tetraéder C és D cstcsainak koordindtait, ha a ks-
vetkezd feltételek mindegyike teljesiil:

a) az ABC lap az zy tengelystkon fekvs szabélyos hdromszog,

b) A(1,3v3,0), B(5,73,0),

¢} a tetraéder térfogata 28/+/3 egység, -

d) aDecstcsazaz =2,y =1, z =6 — 2 egyenletrendszerd egyenesen van.
Hény ilyen tetraéder van?
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5. Analitikus térgeometria — Vegyes feladatok

95, Adva van az e: —5 = g = egyenes és az 8: z + 3y — 2rz = 0 stk
ahol  paraméter. !

a) Allapitsuk meg az r értékét tigy, hogy az e egyenes parhuzamos legyen az
S sikkal, és ehhez az r-hez szamitsuk ki az e és § tavolsagat!
b) Alapitsuk meg az r értékét Ggy, hogy e meréleges legyen S-rel

96, Tiikrozziik az P(1,-1,3) pontot 2 @(—1,3,2) ponton, az z = — *2'1 = —z
egyenesen és a 2z — y + 3z — 2 = 0 egyenletil sikon. Szamitsuk ki a P pont
és a harom tiikérkép dltal meghatarozott stk tavolsagat!

97. Vegyikfelaz e: o =2+ 1, y = 2¢, 2 = t egyenletrendszerti egyenesen azt
az A, az f: 5—;& = 1%5 = 5?- egyenesen pedig azt a C pontot, amelynek
z-koordindtdja 2. Az e egyenesre az A pontbdl mérjiink fel egy 3 egység
hossziisigi AB, az f egyenesre pedig a C pontbdl egy 7 egység hosszisigt
C D szakaszt. Szamitsuk ki az igy kapott négy tetraéder térfogatas!

98> Létezik-e olyan szakasz, amelynek merSleges vetiilete

-1 2
z z 5= _31'_';'__ = —g— egyenletrendszerf{ egyenesen 2 egység,
y—1 1-2 y .
az x = = egyenletrendszerd egyenesen 3§ egység,

4
1—-2z 1 z+1

egyenletrendszerd egyenesen pedig 1 egység?
Ha létezik, akkor hatarozuk meg a hosszat!
99, Adjuk meg annak a stknak az egyenletét, amely merdleges az
l-z y-3 5-2z
4 2 4

egyenletrendszerii egyenesre, és a P(3,—1,1) ponttdl olyan tavolsigra van,
mint amennyi az adott egyenes és a P pont tavolsigal
100, Tekintsiik a kisvetkezd két egyenespért:

t=2+2t
e:qy=-~-1-4 , f: z-3=—-y—-2=2z-3; i
z=b+3t
z+5 r—1 z
rx—2=y—-2= h: =y—-1=-
g: z y 5 b 3 y—1 3

Mutassuk ki, hogy mind a két egyenespar kitérd! Messe az e, illetve f egye-
nest a normadltranszverzalisuk a E, illetve a F pontban. Hasonldan, legyen G,
illetve H a g, illetve a h egyenesek és normaltranszverzalisuk metszéspontja.
Szamitsuk ki az B, F, G és H pontok koordinatait és a két normaltranszver-
zalis szdgének koszinuszat!

101. Bontsuk fel a v = [10, 6, —8| vektort az

e =142t L, 3430
ly=t c, 1y 1tz ) 2
e: 1 3 , fr 2= i és g y = -5+ du
=373 z=—u



5. Analitikus térgeometria — Vegyes feladatok

egyenletrendszerf egyenesekkel parhuzamos 8sszetevékre, ha lehetséges.
1022 Adjuk meg azoknak a sikoknak az egyenleteit (ha léteznek ilyen sikok), ame-
lyek tartalmazzék a P(3, -2, —2) és Q(—2, 3, —2) pontokat, tovabbd az z = 0,

e

¥ = 0 és az z+y—1 = 0 egyenletd sikok dltal hatdrolt hasdbot egyenls oldald
haromszégben metszik!

103’ Igazoljuk, hogy az v +y—22~4=0,32—y—22-8=0,r—-3y+ 22+ 8 =0
egyenletd sikok péronkénti metszésvonalai parhuzamosak. Bizonyitsuk be,
hogy a harom sik 4ltal meghatarozott hasabbdl a P(1,1,1) ponton 4thala-
dé és az a = [1, —1,0] vektorral parhuzamos sikok mindegyike egyenl&szari
haromszéget metsz kil Vannak-e ezen sikok kézott olyanok, amelyek derék-
szogii hdromszoget metszenck ki? Ha léteznek ilyenek, akkor adjuk meg ezek
egyenleteit; ha nincsenek, akkor ezt mutassuk ki!

104, Léteznek-e olyan sikok, amelyek tartalmazzék a P(2,1,2) és (1, —1,0) pon-
tot, tovibbd az x +y = 0,y = 1 és az z — 2y = 0 sikok &ltal hatdrolt
hasabot derékszogil hiromszoghen metszik? Ha léteznek, akkor adjuk meg
ezek egyenleteit, ha nem, akkor ezt mutassuk ki

1057 Egy tetraéder cstesai: A(1,1,1), B(—1,1,1), C(1,-1,1) é D(1,1,-1). Ir
juk fel annak a siknak az egyenletét, amely parhuzamos a BC'D sikkal és a
tetraédert egyenls térfogatt részekre osztjal

108. Bizonyitsuk be, hogy az

z =1+ at T =x9 + asu
e:Sy=yi+bt & f: {y=ys+ bou
z =21+ cit z=z3+ cou

egyenletrendszeri egyenesek akkor és csak akkor egysikdak, ha

Tz—T] Y2—Y1 2z — 7
ay by ¢ =0.
az by e

107. Legyen az x = xg + at, y = yo + bt, 2 = 2 + ¢t egyenletrendszerd ¢ egyenes
olyan, amely nem meréleges az S: Az + By + Cz + D = 0 cgyenletd sikra.
Igazoljuk, hogy az e-t tartalmazé és az S-re mer8leges sik egyenlete:

T2 Y—Yp z— 2
1 b c
A B C

I
=

1087 Igazoljuk, hogy a tetraéder élfelezs mersleges sikjai egy ponton mennek &t!

1097 Két kitér§ egyenesen mozogjon egy-egy adott hosszisiga szakasz. Bizonyit-
suk be, hogy a két szakasz tetszSleges helyzeténdl a négy végpont Altal meg-
hatirozott tetraéder térfogata konstans!
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6. fejezet

Komplex szamok

A komplex szdm algebrai alakja

D 6.1 Komplex szdmnak neveziink minden clyan a + bi alaka kifejezést, amelyben a és &
vaibs szam, i pedig az &sszes valds szamtdl kiillsnbsz6 — képzetes egységnek nevezett —
szimbélum. Az a illetve b valdés szamot a z = a + bi komplex szdm valds részének illetve
képzetes részének hivjuk. leldlésitk: 2 = Rez, b = Im z. Az a + bi alakd kifejezés a komplex
szam algebrai alakja.

D 6.2 Algebrai alakban adott komplex szamok 8sszeadésat és szorzdsat a tobbtagii algeb-
rai kifejezések sszeadasi, ill. szorzési szabalya szerint végezziik, hozzatéve, hogy 2 1= ~1.

D 6.3 Az z = a + bt komplex szam konjugaitjan az a — bi komplex szamot értjiik. Jele: Z.
T 6.4 Tetszoleges 2z, 29 komplex szamokra z) ¥ 23 = 71 + 33, %122 = #1432,

D 6.5 Az = a+bi komplex szam abszoliit &rtékén a |z| = |a+bi] = Va? + b2 nemnegativ
valds szdmot értjiik.

T 6.6 Barmely z, z; és 29 komplex szamra érvényesek a kdvetkezd egyenlGségek: 2% =

|2]2, |z122] = |21]kz2|, és a haromszogegyenltlenség: |21 + 29| < |21] + |22|.
Feladatok
1> Abrazoljuk a Gauss-féle szdmsikon az
aldbbi komplex szdémockat és helyvek- Zg N z1
torukat: e

z21=3—1, z3=1+441, : :
23 =—2+32, 24=-2-3%. S gt
2*  Irjuk fel a mellékelt 4bran helyvekto- -3 IR
raikkal feltiintetett komplex szdmokat
algebrai alakban:
3.  Irjuk fel az alabbi komplex szdmok kon-
ugdltjat: 2y =24+ T, 29 =-3 -5z, 23 =5¢, z4 = —1, 25 = —9, zg =

Legyen n > 2 természetes szam. Bizonyitsuk be, hogy

4. zntzmt- otz =F1+T+ -+,
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6. Komplex szamok — A komplex szdm algebrai alakja

5. A2 En =71%Z2...%a, 6. FZ(?)R.

Szamitsuk ki az alabbi két-két komplex szdm Osszegét és killonbségét:

7. 245, 4-3i, 8. 3-4i, -—5+2{, 9. 4-3i, -2
Szémitsuk ki az alabbi két-két komplex szam szorzatat:
10. 3-05¢, -4+, 11, 1-—-3:, -3, 12, 2454, 4- 34
Szémitsuk ki az aldbbi komplex szdmok hényadosat:
137 3+2i, 1-4, id. 55—z 1-24, 188 —5—2i, -3,
Hozzuk algebrai alakra az alabbi kifejezéseket: '
2 1 241

167 (I -9@+1) . (3 +4i)* 18. (=3 + i)’
19. —‘/—gj—i— 20. —1‘—— 21, - : - -

(1—i)(v3 i) (3 —2)(1 4 i) (1—a)(1—-20)(1+24)
22, Legyen z; =1 — 5i és 29 = 3 + 4. Szamitsuk ki a kévetkezdket:

z] F3) no 771y 2 2

23. Legyen 21 =141, z0 = 1 — 2i. Szémitsuk ki az alabbhi kifejezések értékét:
21 z1—1 9 12y 3

H—— — H-—, —.
g 29 29 129
Legyen 21 =244, 29 =32 és 23 = —-% + 3@1 Szamitsuk ki a kévetkezGket:
2z 42751t
24. 321 —dm]+ 275, 25, -3l 4ds -8, 26, |o2tA 0 i
2y — 29+ 3¢

Szamitsuk ki az aldbbi komplex szamok abszolitt értéléi:
(3+44)(2+4) 0% Vet + 4122y
(14 2:}(4 + 30)° Do {x—y)+ 270
297 Hatarozzuk meg azokat az « és y valés szdmokat, amelyekre fennall az aldbbi
egyenlfség: 3z + 20y — iz + 5y = 7 + 5.
Adjuk meg a kévetkezs, ry-sikbeli gorbék komplex valtozss egyenletét:

v,y € RY,

300 (-2;1) kbzépponti 4 sugard kor, 318 y=ma+b egyenletif egyrnus,
32. (-3;0) és (3;0) fokuszponti ellipszis, nagytengelyének hossza 10.

Adjuk meg a Gauss-féle szamsikon az alabbi feltételeket kielégitd pontok halmazat:

33. 1<z <2, 34, | =2, 358 [z —i] = |z +1],
36. |24+ <1, 37> 22 —4i| < 1, 38% |2 < |2+,
s9. |23 =4

z4+3

40* Bizonyitsuk be, hogy barmely kor vagy egyenes egyenlete a Gauss-féle szdam-
sikon felithat6 az% + bz + b7 + ¢ = 0 alakban, ahol a,c € R és b € C.
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6. Komplex szamok — Binomislis egyiitthaték binomidlis tétel

Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket a komplex szdmok halmazén:

41. 22 42=0, 428 22 -2z +2=0, 43. 2% -6z +13 =0,

44, z* 482 4+17=0, 45. ' -2?2-6=0, 48. $2+5+§2-={].
z

477 Oldjuk meg a |z| + z = 2 + { egyenletet!
Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket a komplex szdmok halmazén:

48, iz] — iz = -2 49, z1+z5=2
221 + 29 = 1, 2 — 29 = 2,
50, z1+2z2=1+: 51. (1+dzn~(1—z=0
32y +ize = 2 — 34, (2+44)2 — (1 —28)2y =0,
52. (14201 422=1-2 53. 221 —tzm =-3+ 4
—iz1 — 1z = —2 4+ 31, 121 + 3z = —7 — 44,
54. iz + 22 =1-2 55, {142z —(24+t)zz=—-6—2¢
4z1 —iz9g = -1+ 31, —z1 + (2 — i)Zz =4 — 43,

56F Tegyiik fel, hogy a z komplex szdmra 22 + z + 1 = 0 teljesiil. Szamitsuk ki a
285 4 2785 Xifejezés értékét!

Binomialis egyiitthatok, binomislis tétel

D 6.7 legyen k és n két nemnegativ egész szam, melyekre k < n. Az {}) kifejezést az

n ! . e v . as et . "
(k) = W egyenidséggel definidljuk és binomialis egytitthatonak nevezziik.

n

T 6.8 Minden nemnegativ egész n-re és k = 0,1,...,n-re érvényes az ( n k) = (%
n—

szimmetriatdlajdunség, ésk=0,1,...,(n—1}reaz (: 1_ i) = (2) + (k 7_:_ 1) additiv

tulajdonsag.

T 6.9 (Binomiatis tétel) Egységelemes kommutativ gydrd tetszbleges (u, v) elempdrjara
és tetszSleges nemnegativ egész n szamra

(v+)" = i (:) uFyk,

k=0
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6. Komplex szdmok ' — Binomislis egytitthatok binomiélis tétel

Feladatok

Az aldbbiakban a hatvanyok binomidlis tétel szerinti kifejtésében k-adik tagon
(k = 0,1,...,n) azt a tagot értjiik, amelynek egyiitthatéia (:) Tovabba, ha n
péros, akkor az (el§bbi értelemben vett) rn/2-edik tagot a kifejezés kizépsi tagjinak
mondjuk:

o 18 .
57> Hatdrozzuk meg az (— - \/E) hatvany kifejtésének kozépsd tagjat.
z

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

. 2 12
Irjuk fel a (Z%E + 5\/5) hatviny kifejtésének negyedik tagjat!

2 12
A (2 Va2 + 5\/3) hatvany kifejtésének hanyadik tagjaban lesz az a kite-
vije 77

18
[ b )
A ( 3/% + ? hatvany kifejtésének hanyadik tagjaban lesz az a és a b
a
kitevSje egyenls egymdssal?

. 1 m
Irjuk fel a [ 9z — ————) kifejtésének 12. tagjit, ha a masodik tag binomislis
3z
egytitthatSia 105.
m
Az ($2 + E) kifejtésében a harmadik és a tizenkettedik tag binomialis
€

egyiitthatéja azonos. Irjuk fel azt a tagot, amelyben » nem szerepel.
m

1 .y
Az (x\/-:r? + ?) kifejtésében az egytitthatok osszege 128. frjuk fel a kifej-
x
tésnek azt a tagiat, amelyben z az 6tddik hatvinyon szerepel.

Hatdrozzuk meg az n kitevének azt az értékét, amelyre az (¢ + b)" kifejtésé-
ben a mésodik, harmadik és negyedik tag egytitthatdja egy szamtani sorozat
egymast kdvetd elemei.

Hatdrozzuk meg z értékét ugy, hogy az (a: + '8 ’”):J hatvany kifejtésében a
mésodik tag értéke 10% legyen.

6
Hatérozzuk meg z értékét tigy, hogy a [(\/:E) Fag + ’\‘7}—] kifejtéshen a har-
madik tag 200 legyen.

Igazoljuk az alabbi 6sszefiiggéseket, amelyekben n tetszSleges pozitiv egész, k pedig
olyan egész szdm, amelyre k < n:

o (o) 1) o) ()
# (o)) G) v ()
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69° 4221449999 = 100! — 1,

6. Komplex szamok -— Binomialis egyiitthaték binomialis tétel
1-
() le) ) o) <o
7 1
) L on—1
(0) + () (2)-1— (n+1)(n) (n+2)-2"7,
Qo)) el
2 4 n

v

T0:

71>

w () () () =01
o)+ (1) (37 r e (1) - (1)
)+ ()- (1)

(n-[—m«l) = (n+m),ham€N+
n n+4+1

T4r

+

+
k
T6. +

-+

T

)
o, 5+ "
-

7T

+
T
[
e
-+
T
[
S S
m.
Il
(]
i

78.

oyt
ro: ;) +(?)
(6) -

o

80* n) _ {0, ha n pératlan,

{(-=1)" (2;:1), ha n péros,

8n 8n 8n 8n n
(2)+(4)_(6)+...+(8n)_16.
A binomiilis téte] alkalmazdsdval végezziik el a kiovetkezd hatvanyozdsokat:

820 (-3+V3i)', 83, (2+2i),

84. (—1+1)7, ( +3‘/_)

*

81.



6. Komplex szdmok — A komplex szam trigonometriai alakja

A komplex szim trigonometriai alakja

Y
D 6.10 Vegyiink fel a sikban egy O kezdéponty
p félegyenest, és a stk minden egyes O-tél kitlon-

bszs P pontjahoz rendeljiik hozzd az (r, o) szdm-
part, ahol » = ]67’| (polustavalsag) és ¢ = iy --------
(p,(_)?‘)i (irdnyszég). Az O pontra r = 0, ¢
tetszdleges. Az igy definidlt koordingta rendszert 7
sikbeli polarkoordinata rendszernek nevezzisk, iT

a T

T 6.11 Deréksz6gi koordinata-rendszerben adott (x, y) pont (r,¢) poldrkoordinatait az

/ 51’5 .
r =zl + yz, cos = —\/;T—_i_—_?, Sk @ = "\/—;“2?—-?‘—?72_

egyenietek fethasznaldsival, a poldrkoordinata-rendszerben adott (7.4) pont (x,y) derékszogii
koordinatdit az

T =rCosw, Y=rsing
egyenletek felhasznildsaval szamitjuk ki. (Az = = () egyenletd geometriai alakzat egyenie-
tében az iranyszoget mindig radianban mérjik.)

D 6.12 Haaz = z+yi komplex szdmban z-et és y-t az el626 egyenletek szerint helyettesitjiik,
akkor a komplex szam z = r{cos + isin ) trigonometriai alakjat kapjuk.
T 6.13 Legyen 21 = 71(cosp; + isine; ) és 23 = rocos w2 + 1sin ). Ekkor
.. Zt ry o, Lo
7122 = 117z {cos(p1 + w2) + isin(so) + 1)), Pl = (cos(p1 — 2} + isiny — @)

ra

T 6.14 Tetszdleges komplex szémra és tetszdleges egész n-re

{r(cosp + ising))" = r*{cosnyp + isin i)
D 6.15 A z komplex szam komplex n-edik gybkeinazu” = z (u,2€ Cin e N*) egyenlet
osszes komplex u megolddsat értjiik.

T 6.16 Barmely, zérustd] kiilsnbsz6 komplex szimnak n darab kiilsnbszs komplex n-edik
gydke van, ha n pozitiv egész, és a z = r{cosy + ising) (r > 0) komplex szam sszes
kitlonb6z6 komplex n-edik gybkét megadja a kévetkezs képlet:

2k ke
\fy_: %(COSQO—I—R Tr+ZSiR¢+n2 T-) U{!:{),I,...,H—l},

ahol /7 a valds » szém valGs n-edik gysket jelenti. A 0 komplex szam egyetlen n-edik gytke
0.
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6. Komplex szamok — A komplex szam trigonometriai alakja

Feladatok

Szémitsuk ki az aldbbi z komplex szdmok val6s részét (Re z), képzetes részét (Im z),
abszolit értékét (r), és radidnban mért legkisebb nemnegativ argumentumat (g):

86. z=23, 87. z=—8, 88. z = —2,
1
89, z=1+1, 90. z=—-2-—i-‘é§, 91 z=2-2v3,

92, z =43 — 44

Alapitsuk meg, hogy a Gauss-féle szdmsik mely pontjai tesznek eleget az alabbi
egyenleteknek, ill. egyenlStlenségeknek (arg z a z egyik argumentumat jelenti):

937 Im(z +1) > 2, 94. Im(iz) 21, 95. Rez=1,
96. Re(2z) < 4, a7. % <argz < g—, 98" 0 < arg{(1+4)z] < 7.
frjuk 4t az alabbi komplex szdmokat trigonometriai alakba:
99. 3, 100. v/3 — 31, 1012 —4,
102. 5 + 54, 103. —6 + 6+/31, . 104, -3 — 3,
105° —i, 10622/3 ~ 2i.
Trjuk 4t algebrai alakba az aldbbi komplex szémokat:
10725 (cos% + isin ;—r), 108.3 (cos;—r-{—isin E),
109 ‘7(cosz+isi1£) i190 3(cos%£+is'nﬁ)

.2 3 nsh . 3 in =,
111.2 (cos:}g-{—isiu ~321), 112.2V3 (cos%r +i5in.%’r).

frjuk 4t az alabbi, polarkoordindtasan megadott gérhék egyenletét derékszigd ko-
ordinétss alakba. Allapitsuk meg a gorbe tipusit és meghatarozé adatait. A fela-
datokban a és b pozitiv konstansok.

113 r = q, 114 r = 2asinyg, 0< @ <,
T T 2 T T
115%r =2 , ——< =, 116°r = , (__ < ,_)
" (£ COS 2_£p<2 T cos g 2<t,.9 5]
1
117. v = ,a , O0<p<m, 11821 = —————,
sin 1+ cosyp
2 a2[)2
119, r* = 3 , 120, r = ———8,
a? sin® p + b2 cos? 1—coseyp
1 1
121.r = —"%?, 122. 7 = —_—, 123' o= _.*,6____’
cos® § I —sing 5 —~3cosyp
1

16
124.r = ——-, 125%r = ———— 126°r = (/a2 2.
! 1+%coscp " 3 —Hcosy d arcos <y
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6. Komplex szamok — A komplex szam trigonometriai alakja

Szémitsuk ki az aldbbi két-két komplex szam szorzatit:
1272 3(cos 75° +i5in 75°),  2(cos 305° + 1sin 305°),
128. 2v/2(cos 315° + isin 315°),  3{cos 175° + 7 sin 175°),
129°2(cos 30° + isin 30°), 1,

T .7 T,
130.2(cosz+zsm Z)’ 3(cos€+zsmg) .
frjuk fel a kévetkezd szamok trigonometrial alakjat:

131%cosy —isingp, 1327 —cosy + isinp, 133. —cos — isinp.
Az alabbi sokszigeknek komplex szémokkal megadjuk néhany esicsat. Hatdrozzuk
meg a sokszogek hidnyzé csicsait:
134%2; =14 44, 29 =5+ i csticspontt szabdlyos hdromszig,
135721 = ~4 +1i és 23 = 3 — 3¢ csiicsponti négyzet,
136. 21 = 0,22 =1 — 2i és z3 = 2 + 37 csticspontd paralelogramma,
137. 0 kézépponti és z; = cos Z— + ising csitcspontii szabélyos hatszog,
138. ¢ kbzéppontii és 21 = 3 — 4¢ csticsponti szabélyos otszdg.
Szamitsuk ki az alabbi 2y, z» komplex szamok a hinyadosat:
Z2
1397 2; = 2v/2(cos 225° 4 isin 2256°), 25 = 3(cos122° + 7sin 122°),
140. z; = 3{cos 75° +¢sin 75°), 23 = 4(cos 13° + isin 13°),
14122 = 3{cos45° 4 isin45°), 23 =3 —4/3,
142. 21 = cos0° +4sin0°, 29 = —4 +4+/3.
frjuk fel algebrai alakban az alabbi hatvanyokat:
) 1 1 \°® 7
143%(1 + )2, 144, { —= — —i] . 145, (/3 +1i) ,
(49 (V5 vs) (V3:+9)
18 -9
146. (1-iv3) ", 147. (1 —4)"3, 148* (-2v/3 + 21)

Szamitsuk ki az alabbi kifejezéseket trigonometriai alakkal és binomialis tétellel
széamolva:

4 6 5

149 (1 +V3i), 150. (1+14)* (1 \/§z) . 151 (V3 + i),
Hatdrozzuk meg az alabbi z komplex szdmok 8sszes komplex n-edik gyskét:
152. z=1, n=3, 153. z=~1, n=3, 154. 2 =1, n =4,
155z =1, n=8, 156. z = -8, n =3, 187. 2 =4, n=2,
158.2=-243%, n=35, 159.z2=-1, n=17T, 16002 = —2+42:i, n =23,
16122 =344i, n=2 162.z=_7424i, n=2
163" Mutassuk meg, hogy ha ¢, 2 tetsz8leges komplex szamok, akkor ¥/ehz = ¢ Ve,

ahol a gyskvonas a komplex gyskvonast jelenti. Specidlisan Vc2z = ez
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6. Komplex szamok — Vegyes feladatok

1647 Bizonyitsuk be, hogy az az? + bz + ¢ = 0 egyenlet gydkeit megkaphatjuk a

~b + /b — dac
2a
formuldval, ha a gyskvonds a komplex négyzetgyskvondst jelenti.

Hatarozzuk meg az alabbi egyenlet gydkeit a komplex szdmok halmazédban. Ha a
diszkriminans nem valés, akkor hasznaljuk az elzd feladat eredményét:

165222 —2iz -5 =0, 166. 22 — (24 3)2 1+ 3 =0,
167. 22 + (5 — 2i)z + 5(1 — 1) = 0, 168. 2% 4 (1 - 2i)z ~ 2i = 0.
Vegyes feladatok

Bizonyitsuk be a {cosz + isinz)® kifejezés kétféle kiszamitasaval kovetkezs azo-
nossagokat:

169> cos 52 = 16 cos® z — 20 cos® = + 5cos 7,
170. sin bx

- =16cos’ 2 —12cos’z+1, z#£kmr, kELZ
sin &

1717 Szamitsuk ki —15 — 8¢ négyzetgydkeinek pountos ériékét!

172#Szerkessziikk meg a Gauss-féle szdmsikon a 71, z3 és az 1 komplex szamokhoz
tartozé helyvektorck segitségével a z1z9 komplex szdmhoz tartozé helyvek-
tort!

17350ldjuk meg a 7 = 2® (n € NT) egyenletet!

174 Szdmitsuk ki az ¢} +¢] + - + el (j € Z) ssszeget, ahol ep,e1,...¢en a2z
(n + 1)-edik egységgyoksk.

175*Szamitsuk ki az 1+ 2¢ + 3e% + --- + (n 4 1)e® osszeget, ahol ¢ tetszdleges
{n + 1)-edik egységgysk.

176*Bizonyitsuk be, hogy ha a z komplex szémra |2| < § teljesiil, akkor }(1 +
)23 4 iz] < %.

Mutassuk meg, hogy minden n egész szamra érvényesek az alébbi egyenlGségek:

177. (1 + 8" = 2% (cos 7_15_ + isin %), 178, (V3—i)" =2 (cos ?—%TE + sin Eg—)

Hatarozzuk meg az alabbi osszegeket:

e ()0 )66

Mutassuk meg, hogy:

181% g 37 5% Tr 97 1
.cosﬁ—i-cos-ﬁ-%cosﬁ—}cosﬁ-i-cosﬁ_5,

182*(‘052—W—§—cos§1+c05—1+cOs§£+COSE_*3
T T 11 11 11 11 2

181?»’*cos—ﬂ;+cos-—?—;+cos5—ﬂ'-}-CDJSZTE+cos§i—}-cos—1—}—1£——l
713 13 13 13 13 13 2
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7. fejezet

Sorozatok

A sorozat fogalma

D 7.1  Sorozaton olyan fiiggvényt értiink, amelynek értelmezési tartomanya a nernnegativ
egész szamok halmaza vagy annak valamely valédi végtelen részhalmaza. Az n nemnegativ
szémhoz rendelt elemet a sorozat n-edik elemének nevezziik.

Ebben a fejezetben értelmezési tartomanyként legtsbbszor a pozitiv egész szimok halmazat
{N7) tekintjitk, azaz sltalsban fan] az  @ay,ag,...,an,... sorozatot jelsli. {Ezért a felada-
toknal csak akkor adjuk meg az értelmezési tartomdnyt, ha ettsl eltérink.)

D 7.2 Ha megadjuk a sorozat elss néhany efemét s azt a szabalyt, ahogyan az n-edik elemet
az el6z6ekbsl megkaphatjuk, akkor azt mondjuk, hogy a sorozatot rekurziv definiciéval adjuk
meg. Szokds ebben az esetben rekurziv sorozatrs! beszélni.

D 7.3 Ha [e;] € R, akkor valés szamsorozatrél, ha pedig [a,] C C, akker komplex
szdmsorozatrél beszélink. Ha minden egyes n nemnegativ (illetve pozitiv) egész szamhoz
a stknak vagy a térnek egy-egy P, pontjt rendeljitk, akkor pontsorozatot ({P,}) kapunk.
Hasonléan beszélhetiink vektorsorozatrs! vagy fliggvénysorozatrdl is. Ebben a fejezetben |
mindig a képzetes egységet jelenti,

Feladatok

[rjuk fel a kovetkezs sorozatok elsg 5t elemét:

_n—1 _ (13"
1. dp = m, 2- p = 1-— n .
3. ap=vr+3-vn-3, 4, a, =sin Zl,
5. = 1+34---4(2n-1), 6. gp=n+{n+l)+.---+2n,
Nk = (-t
7. an= kE(“I) 2k, 8 = Z (k- 1)’
=] k=t "
LA L i—1\"
ar a,,ZZ Zj s 16?2 a, = Z——.-T) neN,
k=1 =1
:':—13”
11. n = '(—‘2?)— n € N,
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7. Sorozatok — Metrikus tér

Adjunk meg egy képletet vagy utasitdst, amelynek segitségével képzett sorozat kezdd ele-
mei megegyeznek a kivetkezd feladatokban felirt elemekkel:

12, 2,4,6,..., 13. ——13,—18,——23,-—28,..._,
14. 0,3; 0,33; 0,333;..., 15. -0,1; 0,01; ~0,001;...,
165 0,235; 0,235235;..., 17, 2; 1,5; 1,25 1,125;...,
i8. 0,2,0,2,0,2,..., 194 —1,-1,1,1,—1,-1,...,

25 10 17 26 P | 11 1 1
20. §’§’ﬁ’1—8’§3."” 21 5)_'2":_1)_21251121—'2‘1“-3
22! 1,%,2,%,3,%,4,..., 23, i,-4,4,—14,...,

o V3T VBEL VBl VBt

24- l, 2 3 2 ,1, 2 » 7 2 3 3

252 1,i—1,-26,2(i+ 1), -4, -4(¢ — 1),8, =8(i + 1),....
Trjuk fel az alabbi, rekurziv képlettel megadott sorozatok elsé 6t elemét:

26. a1 =-lésap=-4—3ap_1, n=2234,...,

3
278 a1 =265y =3 — , n=2,34,...,
Gn—1

28, a1 =1, as=2ésa, = n=23,4,8,...,

29, gp=1ésap=e,-1+ neE N+,

Gn—1
30. zp=—-16s 2z, = zi_l +i, neNt,
8L, zg=(l+i) e zm=22_,+1+i, neNTt,
32! g = is r = j) Tp=7rp.] XTh2, n=234,..,
33. ro=i, =} rTa=k, rp={rn—3lp-2)tn-1, ==3,4,5,....

Metrikus tér

D 7.4 Haaz M # 0 halmazhoz hozzérendeliink egy, az M? halmazon értelmezett valés
értéki d filggvényt, amely minden a,b,c € M elemre teljesiti a

dla,0) >0, & d(e,b)=0<«>a=5,
d(a,b) = d(b,a) (szimmetria tulajdonsig),
d{a,b}+d(b,c) > d(a,e) (haromszég-egyeniStlenség)

feltételeket, akkor azt mondjuk, hogy az M halmaz a 4 tavolsagfiliggvénnyel {metrikdval)
metrtkus teret alkot.

T 7.5 A valés szamokbdl 416 n elemi sorozatok {pontok) R™ halmaza a
d(A, B) = \J(a1 = b1)? + (a2 — b2)2 + -+ (an — by )?

(A = (a1,89,...,8:)}, B = (b1,bg,...,5,)) tévolssgfiggvénnyel metrikus teret alkot, ahol
d(A, B)-t az A és B pontok tavolsaganak szokis nevezni.
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7. Sorozatok - Metrikus tér

D 7.6 Legyen M metrikus tér a d tavolsigfiiggvénnyel. Az M valamely nemiires H részhal-
mazét korldtosnak mondjuk, ha van olyan O € M és van olyan v € R, hogy a (0, P) < v
egyenlStlenség a H minden P elemére teljestil. v-t a H halmaz egy korlatjanak nevezziik.

D 7.7 A H valés szamhalmazt fellile§l (alulrdl) korlatosnak nevezziik, ha van olyan »
valds szam, hogy a H minden z elemére = < v(z > v) teljesidl, &s barmely ilyen tulajdonsagi
v szémot a H felsd (alsd) korldtjanak neveziink.

T 7.8 Felilral korlatos ' halmaznak van legkisebb felss korlstja (szaprémuma), alulrgl
korlatos H halmaznak van legnagyobb alsé korlétja (infimuma). (Jellés: sup H,inf H.)

T 7.9 Valés szamhalmaz akkor és csak akker korlatos, ha alulrgl és felalrsl is korlatos.

T 7.10 Az R¥ metrikus tér valamely ponthalmaza akkor és csak akkor korlstos, ha a halmaz
elemeinek koordinatsibsl alkotott szamhalmaz korlatos.

D 7.11 Az M metrikus tér A pontjanak & sugard kdrnyezetén (ill. teljes kérnyezetén)
azoknak az M-beli X pontoknak a halmazat értjiik, amelyek eleget tesznek a 0 < d(X, A) < 6
(ill. d( X, A) < &) egyenlGtlenségnek, amelyben § adott pozitiv valés szam.

D 7.12 Legyen H az M metrikus tér tetszdleges részhalmaza. Ha az M-beli P pontnak van
olyan teljes kérnyezete, amelynek minden pontja H-hoz tartozik, akkor azt mondjuk, hogy P a
H belst pontia. Ha P-nek van alyan teljes kirnyezete, amelynek metszete H-val iires, akkor
P-t H klils& pontjanak nevezziik. Végil, ha P barmely teljes kirnyezete tartalmaz H-beli
pontot is, de H-n kiviili pontot is, akkor azt mondjuk, hogy P a f hatarpontja. A H halmazt
zartnak hivjuk, ha minden hatdrpontjat tartalmazza, és nyiltnak, ha egyetlen hatarpontjst sem
tartalmazza. Példaul minden [u, b] zart ((a, 5) nyilt) intervallum az R metrikus tér zart (nyilt)
részhalmaza, ha a,b € R. (A (—oo0, 0o} intervallumnak és az itres halmaznak nincs hatarpontja,
igy ezek zartnak és nyiltnak is tekinthetsk.)

Feladatok

34" Mutassuk meg, hogy a komplex szamok C halmaza a d(u,v) = [u—2] (u.v €
C) tavolsdgfiiggvénnyel metrikus teret alkot.

357 Legyen M = {i,j, k} és d{a,b) = |]a x b} (a,b € M). Bizonyitsuk be, hogy
M a d tavolsagfiiggvénnyel metrikus teret alkot,

367 Mutassuk meg, hogy a kézonséges hiromdimenzi6s tér valamely H ponthal-
maza akkor és csak aklor korldtos, ha a H minden pentja egy O (origd)
kizéppontd gomb belsejébe esik. A komplex szamok C metrikus terének va-
lamely H részhalmaza akkor és csak akkor korlatos, ha van olyan v valds
szdm, hogy a H minden z elemére |z| < ».

37 Mutassuk meg, hogy komplanaris egységvektorok halmaza a vektori szorzat
abszolit értékével metrikus teret alkot, ha a kollinedris vektorokat egyenl&k-
nek tekintjiik.

38! Bizonyitsuk be, hogy az R? halmaz metrikus teret alkot a
d(A, B) =lar — bi| + |az — b2| (A =(a1,2), B = (b1, b))
metrikdval. Abrazoljuk az (1,0) pont 1 sugarit (teljes) kornyezetét.
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T. Sorvzatok -- Sorozat hatarériéke; konvergencia és divergencia

39. Bizonyitsuk be, hogy az R? halmaz metrikus teret ajkot a
d(A, BY = max{ja; — bl |ea — i} (A ={ec1,a2), B = {b1.b2))

metrikival. Adjuk meg az (1, —1) ponttsl 1 tdvolsdgra 1évd pontok halmazdt.

407 Legyen A a valés szamok egy alulrél korldtos nemiires halmaza. Igazoljuk,
hogy ha B = {—x; =z € A}, akkorind 4 = —sup B.

41 Felhasznalva a Cauchy-Bunyakovszkij egyenlétlenséget (1. 1.85 feladatot),
bizonyitsuk be a T 7.5 tételt.

42> Legyen X tetszGleges végtelen halmaz. Barmely p(€ X} és g{€ X)) esetén
legyen
_[1, hap#gq
dp.q) = { 0, hap=yq.
Bizonyitsuk be, hogy X a d metrikival metrikus teret alkot.
43> Adjuk meg az ¢l528 feladatbeli metrikus tér nyilt és zart részhalmazait.

Dontsitk el, hogy a kovetkezd d fiiggvények metriksk-e R-en:

44° d(r,y) = (x — y)* 45° d(z,y) = /lr — yl,

46. d(z,y) = |«7 = 2|, 47. dlz,y) = —E‘i
(e} = [v" =y Coy) = T g
Vizsgaliuk meg az aldbbi sorozatokat korlatossig szempontjabdl:
1 I+l n-1
a8 Pl o, 49> py(itl Ty
n n 7
2 -1 1
50. Pn(;;‘ﬁ\ L*)\ 51. P,{sinn,cosn, ;)
1 +£ ] .
520 -, = (—\/‘2 ) . 53° zp=1.z, = (1 +i)zp_y.
n-—1. 7 . nt—1 , . sinn
54, v, = i+ AR 55! vy, k.

= i
n e+ 1 n? 41 i )

Sorozat hatarértéke; konvergencia és divergencia

D 7.13 Metrikus térbeli pontsorozat hatdrértékének a tér olyan pontjt nevezziik, amely-
nek barmely teljes kérnyezetén kivill a sorozatnak legfeljebb véges sok eleme van. (Jeldlés:
lity—ne Ap = A vagy Ap — A.) Ez azt jelenti, hogy az M metrikus tér [4n] pontsoroza-
tanak hatsrértéke az M-beli A pont, ha barmely ¢ pozitiv valés szamhoz van olyan ng valés
szam. hogy ha 7 > ng, akkor d{A,, A) < £. Az ilyen ng-t az £-hoz tartozé kilszbbszamnak
nevezziik.

Specialisan az « szamot az [a,| szdmsorozat hatirértékének mondjuk, ha bérmely ¢ pozitiv
val6s szamhoz van olyan g valés szam, hogy ha n > 1y, akkor ja, — aj < £. A vektorsorozat
hatdrerteke hasonldan defimalhato.

Egy sorozatot konvergensnek mondunk. ha van hatarértéke, s divergensnek. ha nincs.
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7. Sorozatok — Sorozal hatdrériéke; konvergencia és divergencia

D 7.14 Sorozat részsorozatain azokat a sorozatckat értjitk, amelyek a sorozathdl véges vagy
végtelen sok elem elhagydssval sllithatok elé és a megtartott elemeket eredeti sorrendijitkben
vessziik figyelembe.

T 7.15 Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens, s hatarerteke ugyanaz, mint az
eredeti sorozaté.

D 7.16 Legyen [A,] az M metrikus tér egy pontsorozata. Az [A,] sorozat tortodasi he-
lyének {torldddsi pontjanak) nevezziik az & minden olyan pontjst, amely az [A,] valamely
részsorozatdnak hatarértéke. (Ez azt jelenti, hogy konvergens sorozatnak egyetlen torlédasi
helye van, s ez a sorozat hatarértéke. Megjegyezziik, hogy az allitas megforditisa nem igaz.)

T 7.17 (Bolzano-Weierstrass-tétel) Az R* metrikus tér minden korlstos sorozatanak van
konvergens részsorozata. (Minden korlatos szamsorozatnak illetve vektorsorozatnak van kon-
vergens részsorozata.}

T 7.18 (Cauchy-féle konvergenciakritérium) Az R* metrikus tér {A,] pontsorazata akkor
és csak akkor konvergens, ha barmely ¢ pozitiv valés szamhoz megadhaté olyan ny) valés szim,
hogy ha m,n > ng, akker d{A,,, Ap) < €.

Fela&atok megolddsaban sokszor jobban alkalmazhaté 2 kdvetkezs ekvivalens megfogalmazas:
Az RY metrikus tér [An} pontsorozata akkor és csak akkor konvergens, ha barmely ¢ pozitiv
valds szdmhaz van olyan ng valés szam, hogy ha n > ng, akkor d{ Ay, Auyp) < € minden p
pozitiv egész szdmra teljesiil.

D 7.19 A valés [an} szdmsorozatrdl akkor mondjuk, hogy végtelenhez divergal, ha barmely
k pozitiv valés szdmhoz megadhaté olyan mng valés szdm, hogy ha n > ng, akker @, > k;
s akkor mondjuk, hogy minusz végtelenhez divergil, ha birme.y k negativ valés szamhoz
van olyan ng valds szam, hogy n > ny esetén u, < k. {Jelslések: Hmp_ o i = oG vagy
ay, — oo, illetve limy .o 2y = — 00 vagy a, — —oc.)

T 7.20 Végtelenhez divergals sorozat minden részsorozata végtelenhez divergal; minusz vég-
telenhez divergdls sorazat minden részsorozata minusz végtelenhez divergal.

Feladatok

A konvergencia definicidja alapjan bizonyitsuk be, hogy az alabbi feladatokban
megadott [a,] sorozat e-hoz konvergal, azaz minden pozitiv e-hoz adjunk meg egy
ng kiiszobszdmot. Hanyadik «lemts] (n;) kezdve esnek a sorozat elemei az o szém
r sugard teljes kérnyezetébe?

2n—1 1

56 =7 a=1,r=10"% &7 a,,:m, a=0,r=10"9,
580 an=§%+?2§, azg,rzgé—o-, 50° a, =3%, a=1,r= 931,

60> anzﬁ, a=-13-,7=%, 617 a,,:lgni;a—(} r=1g1,002,
62. ap = ":4, a=1,r=01, 63, ay=1+(— 1}“ L a=107 3%



7. Sorozalok -- Monotorn é& korlitos sorozatok, miveletek sorozatokkal

-1y + 4 4
64> a, = _(_1}_+_i,,, a=-=, 1= 1072,
5n 4+ {—1)*! 5
655 a, = n a=0, »r=10"%

nd+1’ :

66* Bizonyitsuk be, hogy ha az R™ (m ¢ N') metrikus tér valamely korliios
sorozatanak egy torlédasi helye van, akkor a sorozat konvergens.

67* A Cauchy-iéle konvergenciakritérinmot (T 7.18) felhasznélva mutassuk meg,
hogy az a, = ¥F_; k™! sorozat divergens.

68* Konvergens-e az [a,| sorozat, ha teljesiti a kovetkezd feltételt: Minden pozitiv
£ valés szam esetén van olyan np kilszdbszam, hogy ha n > ng, akkor
lapsr — an] < .

Bizonyitsuk be, hogy az alibbi sorozatok végtelenhez divergdlnak. Milyen n; in-
dext8l kezdve lesznek a sorozat elemei nagyobbak az adott k pozitiv szamnal?
(Lehetsleg a legkisebb ilyen ny-t adjuk meg.)

n—1

69. a, = Eg(n—[— 1), k=10, 70! q, = T_;_——l‘, k=999,
2
n
> — .
Tik an—n+1, k=20,

Monoton és korldtos sorozatok, mfiveletek sorozatokkal

D 7.21 Az [ay] valss szamsorozatrsl azt mondjuk, hogy monoton nivekvd {csBkkend), ha:
np <Ny => ayy <ty (B < g =0 2 Qny);

szigordan monoton nivekvd {csbkkené), ha:
n] < Ny == Ay, < Gy, (N1 < Ny = ap; > Gn,).

T 7.22 Monoton névekvs felitlrsl korlstos sorozat konvergens, mégpedig legkisebb felsd kor-

latjzhoz konvergal. Monoton csikkens aluldl korlatos sorozat szintén konvergens, s a legna-
gyobb alsé kortdtjahoz tart.

D 7.23 Két szamsorozat (vektorsorozat) Bsszegén, klildnbségén, szorzatén, hanyadosan
azt a sorozatot értjiik, amelynek n-edik eleme a két sorozat n-edik elemének Gsszege, kiilénb-
sége, szorzata, hanyadosa. (Megjegyezziik, hogy a hdnyadossorozat n-edik elemének akkor van
értelme, ha a nevezd nem (1.}

T 7.24 Korlatos szdmsorozatok dsszege, killonbsége és szorzata szintén korlétos.

D 7.25 Egy szamsorozatot (ill. vektorsorozatet) nullasorozatnak neveziink, ha hatarértéke
0 (ill. o).

T 7.26 Egy szamsorozat akkor és csak akker korldtos, ha barmely nullasorozattal képezett
szorzata szintén nullasorozat,

T 7.27 Ha a valés {a,] szémsorozatra limp—oo fan] = 00, akkor limy—.oo a‘,:l = 0. Ha
pedig limyos @y, = 0 és wan olyan m valés szam, hogy n > m esetén e, > 0, akkor
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7. Sorozatok — Monoton és korlitos sorozatok, miiiveletek sorozatokkal

iRy —oo @; ! = o00; mig ha van olyan m valés szam, hogy n > m esetén a, < 0, akkor

iy oo ay, ' = —o0.

T 7.28 Barmely {a, + ib,] komplex szamsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha az [a,}
és [by] valés szamsorozatok konvergensek.

T 7.29 Ha az {a,] és [by,] (komplex vagy valés) szamsorozatok konvergensek, akkor:
"lﬂgo(an + by} = nll_fgo “:_: * n]ll’lgc»' bn; "lll‘l&l_lﬂnbn) = "[il.]l.@ dy "]1_3_1)’1 b -
Hm cap, = ¢ lim ap, lim ot =( lim a, )k (ke NT);
n—nc Ao n—ow 7 Womrg, N ’

.ty limp—ng @y . l |
i —= ——, |im —= ——
#=00 by limgeane by ' oo by ity by

lim e, = & lim a,, hae, > 0.
L Saaadh &) N =

T 7.30 ("Rendér-elv”) Ha [a,), [bu]. [r] olyan valas szamsorozatok, hogy

ha lim by #0;

lim a, = lim ¢, =h.
n— n—ix:

és van olyan ng valés szam, hogy n > ny esetén a, < b, < r, , akkor a [bn] sorozat is
konvergens, és limy, oo by = .

T 7.31 Ha az [e,] és [b,,] sorozatok konvergensek, és van olyan ay valds szam, hogy » > ng
esetén ap < by, akkor g e iy, < limyo0 by

T 7.32 Végtelenhez divergsis sorozatok osszege és szorzata szintén végtelenhez divergal.

T 7.33 Veégtelenhez divergdls [a,,] sorozat &s tetszbleges alulré! koriatos (b, ] sorozat ssszege
végtelenhez divergil. Ha van olyan ng valos szam, hogy n > ngy eseten @, > 0 akkor a
sorozatok szorzata is a végtelenhez divergal.

T 7.34 (Bernoulli-egyenlitienség) Ha /i > — |, akkor az {i + 21" > i + uh egyeniatienseg
minden n nemnegativ egész szamra teljesiil.

T 7.35 Haqge Césfg] < 1, akkor limpyeno 4% = 0.
T 7.36 Barmely pozitiv ¢ széamra: limg, .« oy = 1.
T 7137 limyo Yn=1.

T 7.38 Az R* metrikus tér Pu(Zy, 220, . - T ) pontsorozata akkor és csak akkor kon-
vergens, ha az elemek koordindtdibel a6 [xi,),[z2n], .. ..[Zk,] szamsorozatok kifon-kilén
konvergensek; mégpedig lim,_.o Pr = Po(z10,Z20, - - .. 24g) akkor és csak akkor, ha

limg oo jn = 240 (5= 1.2,... k).
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7. Sorozatok — Monoton és korldtos sorozatok, miiveletek sorozatokkal

Feladatok

7220

73?2
740

75°
765
77.
78%

Legyen [ay] valés nullasorozat, ng egy rogzitett pozitiv egés.z szém, [b,] pe-
dig olyan valés vagy komplex szimsorozat, amelyre |b,] < ay, ha n > ng.
Bizonyitsuk behogy [by] is nullasorozat.

T

Bizonyitsuk be, hogy bérmely z komplex szdmra: nﬁnoio ET = 0.

—+00 ]
Bizonyitsuk be, hogy barmely nemnegatfv egész k-ra és 1-nél nagyobb a-ra:
lim — =0
n—o0 gt

nk

Mutassuk meg, hogy minden nemnegativ egész k-ra: 7}1_1'1&0 1= 0.
Bizonyitsuk be, ha |¢] < 1, akkor limy,_.., ng™ = 0.

1
Mutassuk meg, hogy Lim Yl 0.

n—oo Il )
Legyen z € C és |2| = 1. Bizonyitsuk be, hogy a [#"] sorozat akkor és csak
akkor konvergens, ha z = 1.

Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkezs sorozatoknak van-e hatarértékiik vagy torlédasi
helyeik. Mely sorozatok divergdlnak végtelenhez illetve minusz végtelenhez?

792

812

83>

85.

87.

88F

892

202

mnZ 14+
iy = glnrl?a 80? Oy = (1 + E) H
2nnw n
m+1\" n+2 2
ay = (\/\‘/:—; ) ; 82! ap = ‘;; + e
T2 3 gntl
* —
Ojl,:}: 4,5,9,&',16,..., 84. an—m!
. — (1) 86 _ _113 +1
ltl h 21! ) . a‘?l _ 112 + 11
1 — .
x> han = 3k;
an =4 25% han=2k+1,
g han=2k+2 (keN¥),
_ ne, ha n < 10%;
o = 2’:;_]5 , han>10%
agn® +anP V4. 4o, in+ta
dy = ! ind P a;. by €R,

bond + bynd=1 4o by_n + by
j:O)la"'ip; kzoslr"iq, ﬂﬂf,éo, 505&.0'

Vizsgiljuk meg konvergencia szempontjahél a 48. — 55, feladatokban meg-
adott sorozatokat. '

Konvergensek-e az aldbbi komplex szdmsorozatok? Ha konvergensek, akkor szd-
mitsuk ki a hatdrértékiiket. (A gyokvonds mindenittt valés gyokvonast jelent.)
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7. Sorozatok — Monoton és korlatos sorozatok, miiveletek sorozatokkal

Tt ntin

n? —i(n? —1)

91! Zy = ) T s 922 g =,
ns—1 n+1
93} z, =+n + 1 —i/n, 94 2z, =(Vn+1-/n),
95° 2z, = 31,3 = 96° 2, =(V1—nZ—in)n (n€N),
2 2
97> 2z = (1-3)", 98} =z, = (cos il + ¢sin —ZT—) ,
n 7
= -k 3 Zn: 1
99, z;, = i, 1002z, = —,
n z n = (1 +?,)k
n i k n 1—3i k
101, 2, = ( ) . 102, z;, = ( ) .
“n ]El 141 " Ré:] T+2:

Vizsgaljuk meg az aldbbi valés szémsorozatokat monotonités, korlatossag és kon-
vergencia szempontjahdl. Adjuk meg — ha léteznek - a sorozatok hatirértékét,
infimwnat és szuprémumit.

2n—1 dn -2
103%a, = -—, 1040ay = ——,
@ =g = 0
ne+1 2n? —1
1050q,, = ———— . Oy =
05t ay nn+1)’ 1086. a, Tl
1— 511+2 3n
107. ay = —'T, 108.'(1,; = ‘————m,
. i ' _In ha n = 2k;
1097 a, = —, 110. @ = { 2=l han=2k-1,
k‘rl 1
111?%:;1_[ (k € N, 112.*an:1+(_1)nn+ ’
{ T
2 n
11306, = T2+ +n 11420, = 2D
(n+ 1}n + 10) 31
115%a f: L 116. a, = (3) (n>3)
S an 5‘,‘, sl = fa S |
k=1 (3)
n? - 8. 4" 2" +1
117. a, = T 118%a, = nron
1190 a, = 1— 1200a, = .
3 +1 sir t T VA(VnE—1-n)

Déntsiik el, hogy az aldbbi valés szadmsorozatok konvergensek vagy divergensek.
Ha konvergensek, akkor hatdrozzuk meg a hatarértékiiket; ha divergensek, akkor
nézziik meg, divergilnak-e végtelenhez, illetve minusz végtelenhez.

1 n? -+ 20n? 1y — 1)3
121%a, = M—, 122. a, = (n ) {n+1) :
¢, 001n? + 100n? M+12+(n—1)2
5 n+2 n+1 5
Yap = - 24° =( ) \
123 an 1+ (-1)"5n? n43 1245 = {507
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7. Sorozatok — Monoton és korlatos sorozatok, mifveletek sorozatokkal

(=2)" + 3 n!

24 . S L L
1252a, = (_2).”_*_1 +3n+3’ 126. Uy = o T (n n 1)11
Vi on+1 )
1278, = YT FL 128, o, = YEH LV
n+1 nt 2
2 03 L a2
129. ap = —— Y 13080y = 22 4 1=5n
nt Va2 +1 22 +3 " Bn+1
D= P8 e SRy O e
< fn = s sy = ,
T VS 12+ VT f 30’ Sy S |
133 (VnZ +1+n)? 134 n+yn+
P v —————— e vag=t—
! 3/715+1' n+1
13500, = 2= D= = 3)(n —4)(n - 5)
(5n —1)®
- ) —_ FU 2 — 1Y —
136?(,,11:M_E, 137?%:1 2+ 4+(2n-1) n
nyro 2 Vil + 1
12 —-1 124234 1
138?(:":—2{_-;.{._‘__{_’1 1 139. 0, = + + 3+n(n+ ),
n ns n? -

. 1 1y? 2\? n—1y°
1400, = — (a+—) +(a+—) +---+(a+ ) , aER,
n T n T

_1+a+(12+-'-+a"

141?&rl_1—|—b—|—bz+-'-+b", ,a|1ib‘<1:
(2 + n)190 — 5108 _ 200590 1 1 1
142%a, = 3%, = — + — o ——
420 an 2% 1072 11 , 143%a, s + 23 + RYSIEI
1442a, = V2V2V2... V2,
145¢ ! LA S . )
e Iy = —= s .
VR VIHVE VBB Van -1+ + 1
146%ay, = n’(n — \n? + 1), 147%a, = \/nz +n41- \/nz —n+1,
148%a, = yn? —n® 4+, 149.a, = ¥n + 1 — ¥n,
V241 -—n
150%q, = ——————ro,
vn+1—
151° (1-4-9—- —(5n-6))(vVnt —nd — vnT+n?)
o gy = 3 .
n
on - o SA2
152%4q, = = +3 7 dn” -1 sin nl
27— 3" Vn?43-n ’
153 Sn+ Vi 41— Ity nd 1
ly = )
vt nd £ 2n —v/nS —nf + 2
1
154% a, = ;—"R 155%a, = {1+,
7
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7. Sorozatok — Valés szamsorozatok hatvanya, logaritmusa
2
156%a, = *\/n? +2n + 4, 1572 {/6n? —~30n+21, n>2,

,J2n -1 n?
E m, 159?&,1 = \/ﬁ, T 2 2,_

158. a,

i

1602 o WP F a4 TGt b e R
bgn? +byne—1 ... 4+ bg_1n + b,
i=01...p k=01,.... 2so.
by

Val6s szdmsorozatok hatvinya, logaritmusa

D 7.39 Az [an]valds szamsorozat [b,] valés kitevsjd hatvanyanak nevezzitk az [a%%] soro-
zatot, ha ol legfeljebb véges sok elem kivételével értelmezve van a valés szamok kérében,
Ha , legfeljebb véges sok elem kivételével pozitiv, akkor az {In a,] sorozatot az [a,] soro-
zat természetes alapd logaritmusanak nevezzitk. (Természetesen mis alapd logaritmusok is

értelmezhetsk.)

7
T7.40 Az [(I + rl_t) } sorozat konvergens (a hatdrérigket e-vel jelsliak), azaz

n
lim (l + 5) = ¢ = 2, 7T18281828459045 .. ..

n-—0G

T 7.41 Barmely [tt] valés szamsorozat esetén linny,—. oo an = a akkor &5 csak akkor, ha
limy oo €®® = €®  {a € R). Barmely [@.] pozitiv elemil sorozatra és « pozitiv valds szamra
limp 3 @n = @ akkor és csak akkor, ha lim ;.o In ty = lna.

T 7.42 Legyen limy—no @ty = @ és liigog by = 6. Ha O < a < oo, —-00 < b < o0

akkor limy oo alt = . Ha 0l < 2 < 1, b = « vagy | < a« < oe, b = —oo vagy
a=o00, —o0<b<Ovagya=0, 0<&<o0,akkor imy_ af;‘ = (. Abban az esetben,
hal<ae<t, b= —ocovagyl < a < oo, b=ocvagyae =o0c, 0<b <o akkor
linmy, oo af’, = oc. ’

(Megjegyezziik, hogy az a = w6, b=0valamintaza =1, b=+focésaza=0. bh=0
esetekben tovabbi vizsgilatok szitkségesek. @ < 0 esetben altaliban nem értelmezhetsk a
hatvanyok a valés szdmok kérében. )

Feladatok

BN
1617 Bizonyitsuk be, hogy barmely k egész szdmra nﬁngc (1 + —) =¥
— n
1627 Bizonyitsuk be, hogy ha [a,} (a, € N*) olyan sorozat, hogy bmy,_.o ay =
fin

k :
oo, akkor lim (1 + *) =é (ke Z).
R—CQ g
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7. Sorozatok -— Valés szamsorozalok hatvinya, logaritmusa

1637 Bizonyitsuk be, hogy barmely p € Z és5 ¢ € NT (azaz biarmely ‘;— racionalis
il 14
. L
szdm) esetén Lim [1+ %] =ev.
n—o T
1647 Legyen [an] végtelenhez és [b,] minusz végtelenhez tarts szdmsorozat. Bizo-

LN 2n .y B
nyitsuk be, hogy lmm {1+ 2z = lim (14—} =¢ (r € R) (A 161.
& -0 by

a" n—0os

— 163, feladatok altaldnositdsa.)
an
165 ° Bizonyitsuk be, hogy ha "_]ix'lr}o Jau| = oo, akkor nh_’nolo (i + 1—) =e

iy 4
{r € R).
1667 Bizonyitsuk be, hogy ha 0 < Hiny oo @y = ¢ < 00 68 —00 < liMypoane by =
b < o0, akkor lin,—.q abt = ab,

Konstrudljunk olyan [a,] és [b,] sorozatokat, hogy Jm a, = oo, Jim by, =0és

1677 lm a,b, =+ (r € R), 1687 lim a,b, = oo,
n—o0 N=—00
169?11121010(%1),; = —00, 170?,113'118_0 afl“ =r (re¢ R+),

171° hm o = .
n—oc

Konstrudljunk olyan [an] és [b,] sorozatokat, amelyekre nliI.Iolo a, =1, nlinéo b, =
172 lim of* =+ (r e RY), 1737 lim ' = oo.
n—oc n—o0

Konstrudljunk olyan [a,] és [b,] sorozatokat, amelyekre im,—.oo an =0 (a, > 0),
limy oo by = 0 és
M by —_ N 3 b, —
1747 lim ar =v  (r 20}, 175?’}1120 @ = oo.
1767 Bizonyitsuk be, hogy ha g, > 0, Bmy—o 0 = 085 im0 by = oo, akkor

ling, e @ f’;’ =

A T7.41 tétel és a 161, — 166, fcladatok alkalmazdsaval szamitsuk ki a kdvetkezd
sorozatok hatarértékét:

n 2
IN" 13" 3n — 1y
177%a, = (1 +(5) ) TSt = (Lhg) L mete = (S5)

 — 9 n? —1 Tn41 Tyv®
1807, = (" ) . 181%a, = (” ) . 182%q, — (2 - —) ,
n 3n n
13" o4 g\" n?—n+1\"
183. ay = (1 —_ ?1—2) N 184. ad, = (2” T 1) N 185. ay, = (m N
—3n 4 12
186. «, = (\/3n4 +2n -1 —2 \/3114 +n?—n) (ﬁ)
187 n?—on 4 1\* ~HS + VRt —n? 46 —-vV2rditn—1
ey = 3
n?—2n4+4 n?+1
2
2 n
In+1
188%qa, = ng(\/nﬁ —n2— \/nﬁ +4n — 4) (%) .
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7. Sorozatok — Rekurziv sorozatok

Rekurziv sorozatok

A 189. — 202. feladatckban a sorozatokat rekurziv képlettel adtuk meg. Szamit-
suk ki a hatarértékiiket, ha létezik.
6

189%q; = 6, ap41 =5 — —.
ay

190" Legyen a adott pozitiv szdm. Mutassuk meg, hogy tetszdleges a; pozitiv
szdmot vdlasziva az 1
a
Qntl = '2" (an + _‘)

F13

sorozat /a-hoz konvergal. (Pozitiv szdm négyzetgycke kiszdmithatsé a fenti
sorozattal.)

191* Az el6z8 feladat altalanositisaként mutassuk meg, hogy birmely a pozitiv
szamra az

1 a
a1 >0, apy1 = E ((k - l)an -+ -(l,k,—_l)
rekurziés képlettel megadott sorozat hatsrériéke ¥/a, ahol k > 2 egész szam.
1
192°ay =a (€R), ant1 =202 +an, 193%a) =1, aus; = ap + ——

al +1’
194%a) = /a,0,41 = V2 + an, (@ >0), 195%a; =1, gy =

7
n+1

Legyenek 0 < b < a tetszSleges rogzitett valds szamok., A kovetkezd rekurziv

definicidval egyszerre adunk meg két sorozatot;

dy.

n + by 2
aw=a, bi=b auu="T0 po 2
2 a T hs

Igazoljuk, hogy

196. [a,] monoton csokkend, [b,] monoton névekvs sorozat,
197. Az a, és a b, szémok mértani kozepe minden n-re ugyanaz,
ay — b . .

198.0 < ayyy —bpyy < JT’— 199. lim a, = lim b, = Vab,
Tekintsiik az dgynevezett Fibonacci-sorozatot: ar =06y =1, Guys = apgy + ag.
Mutassuk meg:

o 1 (14BN (1-E\" * ] “n__‘-/g‘l
200.an—\/§(( 2) — (54) ) 2017 Jimg e = S

-1
202. Ha C az AB szakasz bels pontja és g—q = g—g, akkor ez az ardny V5

(az aranymeiszés ardnyszama).
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7. Sorozatok — Vegyes feladaiok

Vegyes feladatok

203 Igazoljuk, hogy ha |lim, .o a,| < 1, akkor Hmy, .o e}t = 0.
2042 Igazoljuk, hogy ha lim, ., ap > 1, akkor lim,_, ¢ = oo.
205 Bizonyitsuk be, hogy minden m{€ N*)-ra

™2™ ™ 1

=00 nmtl 14+m’

206" Mutassuk meg, hogy ha lim, o, 4y = ¢ > 0, akkor Hmpy .o &a, = 1.

. I\ .
207. A 206. feladat alapjin hatdrozzuk meg az [(1 + E) ] sorozat hatérériékét.

n

208, a 206. feladat alkalmazdsdval hatirozzuk meg az [(1 — nl_i.) } (k e Nh)
sorozat hatarértékét.

209. Bizonyitsuk be, hogy ha minden n-re b, > 0 és im,, .00 ¥/, = b < 1, akkor
my, e by = 0.

2105 Legyen a, > —1, limg_wan =0, k€ Nt - {1}. Bizonyitsuk be, hogy
linty oo &1 Fa, = 1.

cos k

211 Mutassuk meg, hogy az a, = Z '_f;l_' sorozat konvergens.
k=1

n

n

212! Bizouyitsuk be, hogy ha ¢ > 1, akkor az 4, = )

k=1

213 Legyenek a1, as,...,q; nemmegativ valés szamok. Bizonyitsuk be. hogy az
[{/a’f + af + - + a}] sorozat konvergens, és adjuk meg a hatdrvértékét.

o sorozat konvergens.
a® 41

214. Egy egységuyi oldali négyzetet 9 egybevags négyzeire bontunk, ezek koziil
a kézépst beszinezziik. A mdsodik ¥pésben a megmaradd nyole kis négyzet
mindegyikét 9 egybevigs négyzetre bontjuk, majd mindegyikben a kizépsdi
ismét beszinezzitk, Az cljardst folytatjuk. Mekkora lesz az n-edik 1épés utin
beszinezett részek teriiletének tsszege? Jeloljiik s,-nel az n-edik lépés utdn
fehéren maradd rész teriiletéf, Hatdrozzuk meg Nmy, .o s értékét!

215 Bizonyitsnk be, hogy minden sorozatnak van monoton részsorozata.

216 Igazoljuk, hogy ’1151010 n(e% -1)=1.

1
=3 - i 1 —) =
2177 Mutassuk meg, hogy Jim n In{l + n) = 1.

ki3 1
218 Szdmitsuk ki az a, = Z In (1 - E) sorozat hatarértékéi.
A=2

7-14



8. fejezet

Fiiggvényhatarérték és folytonossag

Valés fiiggvények és szemléltetésiik

D 8.1 n-valtozés valss fiiggvényen {n € NT)olyan f filggvényt értiink, amelynek értel-
mezési tartomiénya {Dom f) az R" halmaznak, értékkészlete (Ran f) pedig az R-nek valamely
részhalmaza. Ha az n-et nem akarjuk hangsilyozni, akkor réviden valés fiiggvényrsl, specia-
lisan, ha n = 1, akkor egyvaltozds valés fliggvényral beszéliink.

D 8.2 Az egyviltozés valés z — f(z) {z € Dom f) fiiggvényt sikbeli derékszégii koordi-
nata-rendszerben az (z, f(x)) koordinatsji pontok halmazival (az y = f(2) egyenletii geo-
metriai alakzattal) dbrazoljuk, ezt az alakzatot a fliggvény grafikonjanak nevezzitk.

A kétviltozds (2,y) = flz,y} ((z,y) € Dom f) valés figgvény grafikonjanak egyenlete:
z = [f(z,y), amely térbeli derékszogd koordinata-rendszerben dbrazolhaté. A grafikonnak az
2 = a sikkal valé metszete az 2 = o, 2 = Sla, y} egyenletrendszerii alakzat; 2-nfvdvonat.
Ezt az z-nivévonalat merslegesen levetitve az yz-sikra, az 2 = 0, z = f(a,y) egyenlet-
rendszerd gérbét kapjuk. Hasonléan szarmaztathaték az - €s z-nfvdvonalak, s ezek merdleges
vetiiletei az rz- illetve wy-sikra.

D 8.3 Az egyetlen egyenlettel meghatarozott fiiggvényt explicit alakban megadottnak,
réviden explicitnek nevezzik, ha a kiszamitands fuggvényérték az egyenlet egyik oidalén ma-
gaban all, azaz n-valtozés fiiggvény esetén y = flepze,. . 0 2p) (zpeR, k= 12,...,n)
alakii. Minden mas esetben a fiiggvényt implicit alakban megadottnak, réviden implicitnek
mondjuk. :

Feladatok

7 27!' .
1.  Hatérozzuk meg az 1), f (g) f (?) . f(4). f(8) helyettesitési értéke-

ket, ha
377 -1, ha-1<zx <y
flzy =< tg s, ha 0 < 2 < =
;gz_—,l, haw <2 <8.

2.  Hatdrozzuk meg az f{ \/i),f(\/g},f(\/fogz 1024) helyettesitési értékeket, ha
22°% 1, hauz <2
fla) = ¢ L5, ha 2 <z <3
20—-5, hald3<ua
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8. Fugpvényhatirérték és folytonossig — Valés filggvények és szemléltetéstk

3. A 2oldali ABCD négyzetet messiik el az AC 4tléra merSleges e egyenessel.
Legyen az A csics és az e egyenes tdvolsiga . frjuk fel az A csiicsot is
tartalmazé lemetszett sikidom teriiletét z fiiggvényeként. Hatdrozzuk meg a

teriiletet, ha z = 72 illetve 2 = 2.
1 Mivel egynl (2) (=1), S(=2). o + 1) /(o) + 1 f(20), 20, £ ().

T FE @) b fe) = |1

Az 5. — 9. feladatokban adjuk meg azt az f fiiggvéuyt, amely teljesiti a felirt
egyenletet:

9

_ 1y _ 2
5. fe-=—7 of-L 6. f(m)_:r, +1, 40,
> m—l): B > ( }_)_:c‘i-i-l
7. f(m—{—l r, z#~1, 8> f $+$ = z # 0,

9" f(=*) =1-|z".

10. Adott az f{x) = logc ﬁiggweny Bizonyitsuk be, hogy ha a,b € {(—1,1),

rae
akkor f(a) + f(b) =f(“+ )

1+ ab
11? Hatdrozzuk meg az f(z) = az® + bz? + cx + d raciondlis egész figgvény
(polinom) egyiitthatsit, ha f(—1) =0, f{0) = 2, f(1) = -3, f(2) =
12 Hatdrozzuk meg az f(z) = a + bc® (¢ > 0) fiiggvényben az a,b, ¢ paramé-
terek értékeit, ha f{0) = 15, f(2) = 30, f{4) = 90.

3 2 2
137 Milyen ¢ érték mellett lesz az f(z) = i—i’f—%—:——x

kivételével egyenld egy masodfoka fiiggvénnyel?

z? +az® + bz + 2b
2+ +1

Hatarozzuk meg az alibbi valés fiiggvények értelmezési tartomanyat:

fiiggvény az @ = % hely

14. Milyen a és b értékeknél lesz az f(z) =

fiiggvény elsSfokn?

15 -2 16. V5-2 L LR M —
T l4x ToYR T s ) % — 22+ 2
: 10
18 —o—i—“—, 19. z 4+, 20. liH—,
Ve — lz] lz] — 10
21. 1g(3x — 4}, 22. log,(z* — 4), 23. logslogslog, z,
24. log,{z +2) +1log,(z — 2}, 252 lgcosz,
#? — 5z + 6
26. lg———— LY
gzz-'l-fla:-i-ﬁ’ 27 lgtga,
28" g, /log%(?)x — 8), 29. lg(1 —lg(z? — 5z +16)),
3 . .
30. pympnt +In{z”® — x), 31. In(sin(lnz)),

82



8. Puggvényhatarsrték és folytonossdg — Valds filggvények és szemléltetésik

1
In(1—2z)+1

32, In

1
Hatérozzuk meg az f és }— valés fiiggvények értelmezési tartomdényit, ha:

33. flz)=a’-z+1, 34, flz)=z+Vz +2,
35. fx)=v2z+1— vz +1, 36. f(z)=>5" -2+
37. flz)=3—-2cosz, 38. f{z})=1-cigx.
Hatarozzuk meg a kévetkezé fliggvények értelmezési tartomanyat és értékkészletét:
1 z
397 = P fle)=——
fa) = g s 407 fl2) =0
41! f(z) =lg(l — 2cosz), 420 f(z) =v2+4+z — 22,

Mi az értelmezési tartoménya a kovetkez§ fiiggvényeknek, ha az f fiiggvény értel-
mezési tartomdnya a [0; 1] intervallum?

43 f(z -5}, 44. f(4z), 45, f(-=),

46. f(2z +1), 47> f(3z%), 48* fltgz).

Hatédrozzuk meg az aldbbi tobbvéltozés valés f fiiggvények értelmezési tartoma-

nyit, valamint azt a geometriai alakzatot, amely az értelmezési tartomanyt a sik-
beli, illetve térbeli derékszégii koordinata rendszerben Abrazolja:

49! /1 — 22 — y2, 507 .z — /7,
51i. In{zy), 52. rsmy,

1 1 1
537 /In(sinz cosy), 54, —= 4 — 4+ ——,
552 In(l— 2% — y% - 2%), 56. V1—z?+\fy? -1,

2 2
2 L 2 RPCE Ay -z
578 (J(a? + y2 — 1)(4 - 22 — 2), 58. ,I o p—
1 1 i o
59> + , 60. /lncos —,
VI 1 - e+l y

61> /fsinwmrsinwy, 62! \/z —zt -yl 4 \/4 -z —a%—y?,
637 In{zin(y — z)), 64. In(1 - sgn?zy),

249 2
65> \/ —sin® 7z 4+ \/— sin® 7y, 66> \j r Aty te c € R,

2 -2z 4yt + ¢’

1
67. Jrl-z2—y?4 ' , r>s>0

\/$2+y2+22 — 52
Abrazoljuk a kévetkezs fiiggvényeket:

687 flz) = +/sinz, 89r flz)=alk=,




8. Figgvényhatarérték és folytonossag — Fuggvény hatirértéke

sinz, ha —7<z<0; -z, haz <0
70° f(z) = 2,1 ila. 0<z< 1. f(z) =4 1, ha r = 0;
=5 hal<z<d, -2, hal<uz,
T2 cos 3z sgnsin 2z, 73> flz) =z + V72, .
T4. f(x) =cosz + |cosz|, 75. flz) =z + 2|z,

76. flz) =2z -2|-|z +1i]+ =

772 Milyen geometriai transzformacidkkal szarmaztathaték az f(z) fiiggvény gra-

fikonjabol az f(z+a), f(2)+d, f(kx), If (=), [f(=), f(l2]) (a,b,k,]€ R—{0})
fiiggvények grafikonjai, ha értelmezve vannak?

78" Milyen geometriai transzformacickkal szdrmaztathaté az f(z) figgvény gra-
fikonjabdl az If(k(z + a)) + b fiiggvény grafikonja, ha értelmezve van? Ezek

3
segitségével abrdzoljuk a /z fiiggvényhd! kiindulva a —2-\/ —2r — 4 —1 fiigg-

vényf.

z -+ 5 fitgg-

. 1 2
798" Abrédzoljuk transzformaciéval az = fiiggvénybsl kiindulva a 1
z

vényt.

802 Abrazoljuk transzformaciéval a cos z fiiggvényhd! kiindulva a
3cosx — v/3sin z fiiggvényt.

Abrazoljuk a kévetkezs figgvényeket:
81° [|¢? — 2z —3|, 827 |lz| -1}, 83" log, |z +2|.

Nivévonalakkal (vagy a fiiggvény grafikonjira jellemz8 mds sikmetszetekkel) szem-
léltessitk az alabbi egyenletekkel megadott (x,y) v 2 fiiggvényeket:

842 2=z 447, 85 2% =2 4 4% 867 z =y? —z?,

87. z={(zx+y)% 887 z =24y, 89> % =u? 4y -1,
90> % = 2% 44 + 1.

Az alabbi & — y egyvéltozds valés fiiégvényeket paraméteres egyenletrendszerrel
adtuk meg. Kiiszsboljik ki a t paramétert!

91. =23t y=6t—1, 92° z=t2 243, y=t2-2t+41,
93. 2 =vcost, y=sin2, ¢t€{0,x], 94° z =acost,y = bsint (a,b>0),
95. z =asin’t,y = acos®t,t € [0, I 967 z=tgt y=sin2t+ 2cos2t,

¢
97. r=8B41, y=1i2, 98. = —o Z

vite VT Are

99 z=a'+a!, y=d'~a! (a>0).
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8. Fiiggvényhatarérték & folytonossig — Fipgvény hatérértéke

Fiiggvény hatarértéke

D 8.4 (Heine) Az egyvaltozds valés f fiiggvény hatarériéke az g helyen [, ha [ értel-
mezve van zg valamely E kérnyezetében, és minden clyan E-beli [zn] sorozatra, amelyre
liMpco Tn = Zg, liMaeeo fzn) = 1. Jelblés: limg g, flz) =1

Az egyviltozés valds f fiiggvény az a9 helyen végtelenhez (minusz végtelenhez) divergal,
ha f értelmezve van zy valamely E kérnyezetéhen, és minden olyan E-beli [z,] sorozat-
ra, amelyre limp oo Zn = 2g, liMp—oo f{zn) = 00 (liMp—oa flza) = —oo). leldlés:
limg .z flz) =00 (limz_z, f(z) = —00).

Az egyviltozés valos f fiiggvény hatarértéke a végtelenben [, ha f értelmezve van a co vala-
mely E kbrnyezetében, és végtelenhez divergalé minden E-beli [xp] sorozatra limp oo flzn) =
1. Jelslés: imp oo f(z) = L

Hasonléan definidlhato a minusz végtelenben a hatarérték, a végtelenben és a minusz végte-
lenben végtelenhez, illetve minusz végtelenhez divergdlas.

D 8.5 (Cauchy) Az egyvaltozés valés f fiiggvény hatdrértéke az zq helyen [, ha barmely
pozitiv £-hoz van olyan pozitiv &, hogy ha = benne van zg-nak & sugarg kérnyezetében, azaz
ha 0 < |z — zg| < 8, akkor az f fiiggvény értelmezve van az « helyen és f({z) benne van az {
szdm ¢ sugarg teljes kérnyezetében, azaz |f{z) - !| < .

Az egyvaltozes valés f fiiggvény az 2q helyen végtelenhez (minusz végtelenhez) divergaf,
ha barmely pozitiv (negativ) k szamhoz van olyan pozitiv §, hogy ha 0 < |z — zgf < &, akkor
f(z) értelmezve van és f{z) > &k (f(z) < k).

Az egyvaltozos valés f fiiggvény hatarértéke a végtelenben [, ha barmely pozitiv e-hoz van
olyan pozitiv k szam, hogy ha 2 > k, akker f(z) értelmezve van és |f(z) — | < &.
Hasonléan definidlhaté a minusz végtelenben a hatarérték, a végtefenben és a minusz végte-
lenben végtelenhez, illetve minusz végtelenhez divergalas.

T 8.6 A fuggvényhatarérték Heine- és Cauchy-féle definicisfa ekvivalens.

T8.7 :

Jm (f2)E g(2)) = lim flz)d lim g(),
Jm fz)g(e) = lim fz) lim g(z),

f(z) _ limz ., f(2) .
A0 )~ T ga) o, 9(2) # O,

ha az egyenldiségek jobb oldalan all6 hatdrértékek léteznek.

Feladatok

A fliggvényhatarérték Heine- és Cauchy-féle definiciéja (D 8.4 és D 8.5) alapjén
bizonyitsuk be a kovetkez6 allitasokat:
32+1 1 z? - 16

1007k . 1018kim =~ =9
12%.53;—{-4 2 1?-{5}11:2—4:1:
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8. Fuggvényhatarériék és folytonossdg — Piiggvény halirériéke

. ox4+1 5 . 1
102. J:h—l}t;lo 3z n 9 = 5, 103. Bg} m‘j = 0Q,
. .
104, iy .o log, 2z = —0(0 <a < 1), 1057 lin}J sin — nem létezik.
n— T .
1062 Bizonyitsuk be, hogy
o, hap<g;
B ag$”+a;$f’“]+---+ap_1:v-|-ap_ %D'l, hap=gq;
r—l-lolo‘buxqq—b]xq—i+...+bq_1$.§_bq T} oo, ha.p>qés'g—'-é>0;

—00, hap>gés g2 <O;

ahol p,g € Mja;, 0 € R (i=0,1,...,p; 7=0,1,...,¢) ésag #0,8 #0.
107 * Mutassuk meg, hogy

0, ha p < g;

o, hap=g
agr? + a1z’ - +a, | hap>qp-—q=2k+2,32 >0
—_ bozt + bzt~ 4 -+ b, | hap>q,p—q=2k+1,%<0;
—oa, hap>q,p—q=2k+2‘§—g<0;

—00, hap>gqp-g=2k+1,35 >0

ahol k,p,g € Nyai, by e R (=0,1,....p¢ j=0,1,...,9)}és 0o # 0,00 #
a.

Az x megfeleld hatvinydval egyszerfisitve hatdrozzuk meg a kévetkesd fiiggvény-
hatarértékeket:

. 2a41 322 —x 41
] ® 13 -
108! zl_l_i_lolc 5 109! IEE];’O 6% 182 4 2
o v —4at 42?1 (5 (46 (c+ TP
1167 Ewm -1 11t. Lim, z® + 5° ’
. (22 —3)%0(32 4 2)¥° ) z% 4 327
[ 3 9 P
112! zl—{’llf}o (Gx + 1) N 113! IEEIOO T Ty,

2 3 L 4pt -0 . 2 L 9y... (0t 1
1147 Hm * + ¢t ., 1157 hm {z +1){z* +2) n('t + )
z——co \ 2x + 1 1—2x2 I——00 ((nl)ﬂ + 1)_’5_

Szamitsuk ki az aldbbi fiiggvényhatdrértékeket (ha sziikséges, akkor az = — g
tényezGvel valé egyszerdsités itjan):

118.‘3&1&; %, 119??3%) %3—?5,

120ty (75 + 7). 121 7 (pa e
5

122, lim (23::332 + mz_“;”)} 128, liy a +zl +—$15—5m'
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8. Fuggvényhatarériék 4s folytonosség — Vegyes feladatok

Szémitsuk ki az alabbi, végielenbeli fuggvényhatarértékeket az & alkalmas hatvé-
nyéval vald egyszerfisitése tjan:

b 1 m . \/1 +yr+ \/1-2
1247 lim —— 125. lim s
£=00 41 I—oo \/7—3:_{_‘1

3 4 2 &2
1268 lim Y2+ VT4 1278 iy Y2 H1=ValH1

F—00 V2e+1 T Wt p 1 — a1 1
Vegyes feladatok
4_ .3 2 _ 3/ 4 33
1284 fim & % ¥ —3c 42 120° fiy Y2 +3 - VaT4d
-1 28— 2?2 41 -0 vzl + 1

@

~b
Szdmitsuk ki az alabbi fii vényhatarértékeket a /o + Vi = ———, illetve g
8 VaF Vb

+b .
Vat+ Vb= \3/672:{1&%-{— T azonossagok alapjan:
136° lim _“_____.,:t:—-2—21 131% lim __E_h‘
=8 -8 Cor==1 V6 434 32

1327 lim —— =

z—~53-—\/4-|-33’ T—0 fes
1349 lim Y1+ 2~ VI 42 1355 lim YLt 2-Vl-z
R Y/ e S g R

VB—1z—1 . Vit — 1z
133?111’1’1"‘—‘_“‘_ 3

1362 lim z(\/a? +1 - 1), 187¢ lim (Va2 41— y/a2 - 1),
. » 4
1382 lim ({/1 - 23 + z), 1392 lim o¥({a? +1 - o2 1),

140.“$1i_1‘{.10( 3:+\/:r+\/5—\/5) \ 141. Lim (\/(z + c)(z + d) — z),

142 lim Y1 F 187 — VT —tg
0 sin x

: 143 lim Q_Sh;z zheinz -1

e—F 2sin“z — 3sinx 4+ 1
Az alibbi feladatokban szerepld kifejezéseket ismert trigonometriai azonossigok
alkalmazasaval olyan alakra hozhat juk, hogy a felirt tiiggvényhatarértéket kozvet-
lentil leolvashatjuk. Végezziik el a atalakitast, és frjuk fel a hatarérigket!

a2 i 0T 1480y SBE stz L
z—0 sint z__'% CQS-'P“‘_}“S!QE}—}_
sinfz — X
=% /3 - 2cosz Tt Bf(l ~sinz)?
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8. Figgvényhatdrérték & folytonossag — Vegyes feladatok

1 1
1482 lim ( : - ——) 3
r—0\smz gz
—t 2
150° lim —— 8%
t—% y/2cosz — 1

sinz

Felhasznilva a lin})

1— 2
1492 lim -0 —252)°
-0 tg“r —sin“

t 2
1510 lim ——ot

0 /2 — ST+ cosix-

= 1 hatérértéket, vizsgdljuk meg léteznek-e az alabbi

xr— T
hatirértékek; ha igen, szamitsuk ki azokat!

. sin3z

152° lim ——

z—+l T
sin oz

3

154; l]i% sin Bz (8 #0),

1568 lim L0522
z—0 3

1582 lim L5052
z—0 x?
. VI+tgz — 1 +sinz
.
160! 11_1% o
xz
162%lim -2 2

z—1 —x

1647 hm b

zow 2 — g2

Y

¥

y

1

. tgda
1538 lim 222
z—0 sinx i
sinT
1550 tim ————
P, sinfxr — sin 7z
1—
1578 lim —— =%
z—0 x
159% lim 1 — cos{sin z)

x 3
z—0 sin? 2

1
1i61. 1 ( . : - )
z—n-f} sin2xsinz  sin®z/

in7
163% lim Tt
z—1 sin 2mx

T

1652 lm xsin
T—0 T

Szamitsuk ki a kivetkezd fiiggvényhatdrértékeket (a 7.164 — 7.166 feladatok és
a fiiggvényhatarérték Heime-féle definicija (D 8.4) alapjan):

1 Tz
1662 lim (1 + ~) ,
=00 x

ooy B2z
168* lim (j—ﬂ) ,

00 \p o~ 1

170. ]iu%)(l + 3tg )BT,

9 - T
b r*+ 5z +4
172 xéliloo (:1:2 —~ 3 +7

1678 (1 + 2)%,
r—0

) z?
169/ :rlggc ($3 . 1) !

1710 hm, oo (2;?1)1 ,

1737 Bizonyitsuk be, hogy ha lim; ..y f(z) = a > 0 és limy—.,, g(z) = b, akkor
limg g, f2)70) = ob (Megjegyezaiik, hogy az Tg a co-t vagy —oo-t is jelent-

heti.}
1747 Bizonyitsuk be, hogy ha

Jim fl=) =1, Jim lg(@)] = oo & Jim g()(f(z) - 1) =b,

akkor Ili_}leu f(:n)y(r) = e, (Az el6z8 feladathoz hasonléan az g itt co vagy

—o0 is lehet.)

A 173. és a 174. feladatok alapjan szamitsuk ki a kévetkezd fiiggvényhatarértéke-

ket:
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8. Faggvényhatarérték és folytonossag — Egyoldali figgvényhatsrérték

1= /T 9 5 2:3;?1
~ RE 2r—-113\*
1758 ]jm1 (; i Z) I , 176. lim (;%L,;) ,
T— J - &l — I — 4
2 i
202 43\ 14 tga \ s
177° lim (9"’2 15) , 1782 timg (B2 )T
—o0 \ 2z r— sin 2
179, liml(l + sin wx )87 1802 lim (sin z)*6 %,
E =%
1
181.*iin%(\/1+:c~:z:)]?, 182flin}](cos.t)_;7.
Ir— XL -t

Szdmitsuk ki a kivetkezd fiiggvényhatarértékeket:
. Ve —6+2 1=
m _:r:__—f—_’ 184° lim ———\/—5,
z——2 13+ 8 =y 1 — ¥z
P i i 2 — i Y2
185! I];_:}gc(sm \/:17 + 1 —siny/a% —1),

cos3x3 — 1

1867 lim -
z—0  sin" 22

187F lim v1+2sin 3"5_ — V1-—4sin 5‘?"! 188" lim Lﬂ__ ",(‘Oszt’
z—0 . sin6x 70 tg 72

1 .
b 1e .3 \7FsinF > 1 S LN r-—a . 3
1897 }IEE (LO.S J:) s 1907 im (sina.) (e # kn, k€ Z),
191. Bizonyitsuk be, hogy
fle) o glz) o fl=) L b))
ey A ko) 7O Gy T o gy

(@ € R) (ahol 2 jelentheti a co-t vagy a —oco-t is).

Bgyoldali fiiggvényhatarérték

D 8.8 A vval6s szam § hosszisagi bal oldali kérnyezetén a (v —4&;v), 8 hossziisagii jobh
oldali kirnyezetén a (v;v + 6) intervallumat értjiik.

D 8.9 Az egyviltozds valés f fiiggvény bal oldali hatirértéke az zg helyen b, ha f ér-
telmezve van 24 valamely B bal oldali kérnyezetében és minden olyan B-beli [2 ] sorozatra,
amelyre limy, oo 2n = 20, limp_—ne flTy) = & vagy, ami ezzel ekvivalens, ha barmely
pozitiv £-hoz van olyan pozitiv 6, hogy ha = benne van zg-nak § hosszisagii bal oldali kér-
nyezetében, azaz,ha g — § < z < 1z, akkor f értelmezve van az z helyen, és f(z) benne
van b-nek ¢ sugarii teljes kdrnyezetében, azaz | f(x) — b| < . (Jelslés: imy .y, g f(z) = b;
ha zq = 0, akkor egyszerden lim,_, ¢ f(2) = b.} Hasonléan definiathats az zgy helyen a
jobb oldali hatdrérték (lim; .40 f(z), ln,_ g f(z)), 2 balrél {jobbrol) végtelenhez
divergalas.

T 8.10 Egyviltozss valés fuggvénynek valamely helyen akker és csak akkor van hatarértéke,
ha ezen a helyen bal oldali és jobb oldali hatarértéke is lstezik, és a két egyoldali hatarértek
egyenl6; ebben az esethen a hatérérték az egyoldali hatarértskekkel egyenls.
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8. Figgvényhatarérték és folytonossdg — Fggvények folytonossaga

Feladatok

Hatdrozzuk meg az alabbi egyvaltozos valds fiiggvények bal- és jobb oldali hatar-
értékét a megadott zg helyen:

, —2 x <1

N Fea i L

22 —1 1
193° f(z) = ——; =z =1, 1942 flr) =3+ ———; 2 =1,

lz — 1 14 77%

V1 — cos2;
1957 f(z) = —COE—E; zo =0, 196? f(x) = cos %; xg =0,

x
5 2(1 — ¥y + |1 — 22|

197. =2 . zp=2, 198. = -ap = 1.

Fiiggvények folytonossiga

D 8.11 Az egyvaltozds valds f fiiggvényt folytonosnak nevezzitk az xg helyen {pontban),
ha f értelmezve van az zq helyen, van hatirértéke az zq helyen és f(zg} = limz—g, f(2).
Hasonléan értelmezhetd az f fliggvény bal oldali, illetve jobk oldali folytonossiga. (A definici-
éban hatdrérték helyett bal oldali, illetve jobb oldali hatarértéket vesziink.)

T 8.12 Adott pontban folytonos fiiggvények 8sszege, killénbsége és szorzata is folytonos
ebben a pontban; két ilyen figgvény hdnyadosa is folytonos, ha az osztd nem zérus az adott
pontban.

D B.13 Ha az f fiiggvény az g helyen (pontban) folytonos, akkor azt is szokas mondani,
hogy xq az f folytonossagi helye. Ha viszont az f fiiggvény az zg helyen nem folytonos, de az
zg valamely kdrnyezetének minden pontjaban folytonos, akkor az zo-t f szakadasi helyének
nevezziik.

A szakadasi helyek tipusai:

zg hézagpont, ha lim,_., f{z) létezik, de az z¢ helyen a fiiggvény nincs értelmezve;

az zy pontban megsziintethetd szakaddsa van f-nek, ha lim;—.p, f(z) 1tezik, f(xp)is
tétezik, de limz—~, f(2) # f(20);

az zg pontban lényeges szingularitdsa van, ha limg_;, f(2) nem létezik. A lnyeges szin-
gularitss fontos specidlis esete a polus: Akkor mondjuk, hogy az g helyen pdlusa van a
fiiggvénynek, ha limz_4, | f{z)] = .

Feladatok

Vizsgéljuk meg, hogy hol folytonosak az alabhi fiiggvények. Ha a fiiggvényeknek
szakaddsi helyeik vannak, akkor allapitsuk meg azok tipusét:
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8. Fuggvényhatarérick és folytonessig — Fiiggvények folytonossiga

:c2—|—2a:;3
22+ 5z + 6
1
x5+ 7’

203! f(z) = 351,

199! f(z) =

201. f(z) =

2
205° f(z) =z + |$i2!
2078 f(z) = 32 =%

2z
1
209° f(z) =
(=) sin 2z’

2112 f(z) = Ent 2z — 2z + 2,

2132sgn|sin z|,

cosz—1 .
2155’f(:.~:):{0 21, haz #£0;

, ha 2z =0,

Vimeoss? 1y, # 2km;

217?f{;(:) = { T—cosz *

0, ha z = 2kn

1
200, f(a:) = m,
-9
202, f(ﬁ) = m,
204. f{z) = " ! T

—z, haz<1I;

z—11?

208. f(z) = ————"I“Lf*l

. 2
sin® x
10’ =
210 f(=) 1—cosz’
212%sgn |zt + 2%,
1— 22, ha z < 0
214. f(z)={(1—2)%, hal<uz<2
33—z, ha 2 < 2,

* _f4—2? hazeQ;
216'f($)—{4-—23:, hazerR-qQ,

(ke z)

Hatdrozzuk meg — ha lehetséges — az a és b paraméterek értékét dgy, hogy a
kévetkezs fiiggvények mindeniitt folytonosak legyenek:

218.f(32) {’ESII}l

. az? +1, ha(< gz
220 flz { ha 2z <0,
(:1:—1), ha 2z < 0;
2222 flz) = aa:-i—b he 0 <z < 1;
VT, ha 1 <z,
z, ha |z] < 1;
223. -

ha.:c———l

haz =1,

T COS

225" f(z) = { e ha z = 0;

b, haz =,

ha z £ 0;
a, ha z =0,

"+ar+b, halc< |z,

fla) = {
z—1
2242 f(z { LI—EIL pa bl # 1

haz € [—E §—"r—]

4z 1.
219. f(z) = {01_”“3: E: : 7 o
ha # < 0;

cos I,
221. f(z) = {a(z —1), ha0 <z,

z#£0,z2# m

¥izsgaljuk meg, hogy az alabbi fiiggvények szakaddsi helyeiken folytonosak-e balrdl

vagy jobbrol:
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8. Fuggvényhatarérték és folytonossig — Fiiggvénygorbe aszimptotsja

ecrn ) 2% halz] <1 . _ [ ha x # 1;
226" f(v) = {D, ha [z| > 1, 2272 fl=) = afé-]R), ha x =1,

ha = #£0;
ha z =0,
230 f(z) = lnx — Ent(ln z),

1, ha z <0

231 f(z) = {g_ - —Ent(2—%), ha 0 < z.

228. flz) = { i;[ ta, 229_*(_1)Ent(12—t}’

Fiiggvénygodrbe aszimptotija

D 8.14 Az e egyenest a végtelenbe nyiild g gérbe aszimptotajanak nevezziik, ha a g girbén
végtelenbe tavolods pontnak az e egyenestsl valé tavolsdga 0-hoz konvergdl. Az f egyvaltozés
valés fiiggvény gorbéjének (grafikonjanak) aszimptotdjat szokds egyszerlien az f fliggvény
aszimptotajsnak nevezni.

T 815 Az y = f(x) egyenletd gorbének az y tengellyel parhuzamos aszimptotdja, azaz
fiiggdleges aszimptotédja csak olyan zg helyen lehet, ahol az f filggvény legaldbb egy oldalrdl
végtelenhez vagy minusz végtelenhez divergil, és ez esetben az & = zg egyenlet egyenes az
aszimptota.

T 8.16 Az y = f(x) egyenleti gdrbének akkor és csak akkor van az y tengellyel nem parhu-
zamos, azaz ferde aszimptotija, ha az m = ;:li“éo if—(ﬂ & ¢ = By ool f(2) — ma} vagy
L

pedig m = lim;_o @ és ¢ = limg—_co(f(x) ~ ma) hatarértékek léteznek. Ha ezek a
feltételek teljestilnek, akkor az y = mz + ¢ egyenletid egyenes a ferde aszimptota co-ben, illetve
—oo-ben. (Specialisan, ha m = 0, akkor vizszintes aszimptotarol beszéliink. )

Feladatok

Allapitsuk meg az alabbi fiiggvények érielmezési tartomanyat! Vizsgaljuk meg foly-
tonossigukat, és hatarozzuk meg aszimptotaik egyenletét:

1—=

232° f(z) = 233. f(z) = ,

X
Vv1—z2

. . 6(z% — 4)
2340 flry =at -1, 235 f(z) = ——o~

32?2 +8°
V14 22 2?2 -2
236 f(a) = L 237! fla) = =22,

2387 f(z) = —4]”:"“ 2392 f(z) = 3\/1;—2 ~1,
240. f(z) = f(2—2)2 — J2+2)2, 241 f(&) = Va2 + 3z — 1,
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8. Fuggvényhatdrérick és folytonossag — Korlatos zart halmazon folytonos valds filggvények

242 f(x )- 32;; 1;; (a,b#0),
2432 f(z) = { v+, i: . i 8’

244* f(z) = Eium,m = n(n € Z),
245% f(z) = f;itg

246 Bizonyitsuk be, hogy az

agzf + ayaP "l 3 ape? 2 4. 4 Ap-1T + Gy
box? 4+ bzt + bzt 2 + - by + by

flz) =

(a0 #0, bp#0, peN, ge N*)figgvénynek a p < ¢+1 feltétel mellett
van ferde aszimptotaja, s ebben az esetben a ferde aszimptota egyenlete:

2 $+éuu:_ﬂoh’ hap=q+1;

y=142, ha p=g;
bo
0, ha p < g.

Hatdrozzuk meg az alabbi implicit alakban megadott  — y = y(z) figgvények
ferde aszimptotdinak egyenletét:

247*(2z + y)(z +y) ==z, 2482y — 23 +y - 20 =0,
24922 -y =2z (2 >0), 250723 + ¢ = 327,
25152 — 22% = (2 - 1), 2522 2%y + ¢y = 42%

Korlatos zart halmazon folytonos valés fiiggvények

D 8.17 A valss (komplex) értékil f fiiggvényt korlatosnak nevezziik, ha van olyan ¢ valés
szam, hogy [ f(P} < v a Dom f minden P elemére érvényes. Ha ez a feltétel csak az értelmezési
tartomdny valamely H részhalmazanak P pontjaira teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy f a
H halmazon korlatos. Megfeleld médon definidlhaté valss fiiggvény alulrél illetve feliilrsl
korlatossaga.

D 8.18 Az My metrikus térbsl az My metrikus térbe vivs figgvényt a H(C M) halmazon
folytonosnak nevezzitk, ha f a Il minden belsd pontjaban folytonos, tovabba a H-nak minden
ofyan P hatarpontjdra, amely H-hoz tartozik, teljesiil az, nogy ha [Fr] olyan H-beli sorozat,
hogy limy—co £n = P, akkor limp—co f{P:) = F(P).

Ez azt jelenti, hogy egyvaltozss valés fiiggvény valamely [a, 5] zart intervallumon akkor és csak
akkor folytonos, ha az (a, b) nyilt intervallum minden pontjaban folytonos, a-ban jobb oldalrél,
b-ben pedig bal oldalrst folytonos,

T 8.19 Korlatos zart halmazon folytonos valds fiiggvény korldtos is ezen s hatmazon.
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8. Puggvényhatarérték és folytonossag — Korlatos zart halmazon folytonos valds fiiggvények

T 8.20 Legyen H az R* metrikus tér korlatos zart részhalmaza. Ha f a H halmazon folytonos
valés fliggvény akkor vannak olyan Py, Po € H, hogy f(P1) = inf{f(P},Pc H}, f(P)=
sup{f(Py); P € H}, azaz az f a H-n felvett értékei halmazanak infimumat és szuprémumat
is felveszi a H bizonyos pontjaiban.

T 8.21 legyen az egyvaltozds valds [ fiiggvény folytonos az [a,b] zart intervallumon. Le-

gyenek fovabba 3,220 € {a,b] tetszileges olyan pontok, amelyekre f{z;) < f{zg). Ha
flz1) € ¢ £ flzg) (e € R), akkor van olyan zp € 21,29} (vagy &g € [z2,%4]), hogy

flme) = e

T 8.22 (Bolzano) Ha az egyvaliozds valss f fuggvény az [a,b] zért intervallumon folytonos
és az intervallum két végpontiaban ellentétes elgjeldi, akkor az intervallum belsejében van
zérushelye.

Feladatok

253 Van-e valés megoldédsa a sinz — 2 + 1 = 0 egyenletnek?
254 Van-e megolddsa az 2° — 182 + 2 = 0 egyenletnek a [—1, 1] intervallumban?
255> Bizonyitsuk be, hogy az  agz®™*! + a12® + - - + agpz + ont1 = 0

(e; €R, 1=0,1,...,2n+4+1, ap # 0) egyenletnek van legaldbb egy valds

gyoke.
3
256! Felveszi-e az f(z) = ? —sin 7wz + 3 fiiggvény a 5 értéket a [—2,2) interval-
lumban?

257 Legyen f a [0,1] zart intervallumon folytonos fiiggvény és Ran f C [0,1].
Bizonyitsuk be, hogy van olyan ¢ € [0,1], hogy f(c} = c.

258/ Feszitstink ki egy rugalmas szalagot a [0;1] zdrt intervallumon Ggy, hogy a
szalag kezddpontja 0, a végpontja 1 legyen. Mozgassuk a szalag két végét
egyszerre ligy, hogy egy adott idSpillanatban a kezdSpontja @, a végpountja
pedig b legyen (0 € a < b < 1). Mutassuk meg, hogy van a szalagnak olyan
poutja, amely helyben marad.

259 Legyen f a [0,1] zart intervallumon folytonos fiiggvény, és legyen f(0) =
f(1} = 0. Bizounyitsuk be, hogy barmely d € (0,1} valés szémhoz megadhaté
a fiiggvény prafikonjanak olyan hiirja, amely d hosszisagu.

2607 Bizonyitsuk be, hogy egy elhanyagolhatsé vastagsdgn, korgytrd alakd elekt-
romos vezetSn van két olyan pont, amely ugyanolyan hémérséklet.
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9. fejezet

Differencialhdnyados, derivalt

A differencidlhianyados definicigja

D 9.1 Az egyvaltozés valés [ fiiggvény zq pontbeli differencisihdnyadosanak nevezziik a
L ot B) = ()
h—0 h
hatarértéket, ha ez létezik. Ekkor azt mondjuk, hogy f az xp pontban differenciathats. E
hatarértéket szokas
ORI
T—=Zg T — g
alakban is frni, ahol * = zg + h. E definiciéval ekvivalens az alabbi:

D 9.2 Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az z¢ pontban differencidlhaté, ha megadhats
olyan valés szdm — amelyet f'(g)-1al jelslink — és zg-nak olyan E teljes kirnyezete, hogy
ha z € E, akkor f értelmezve van az z helyen, és

f(z) = f(zo) = f{z0)(z — zo) + £(z)(z — z0),
ahol imz_.z5£(z) = 0.
D 9.3 Az f fiiggvény differencidlhaté a H C Dom f halmazen, ha annak minden pontjiban
differencialhaté.

D 9.4 Az f fuggvény derivaltjanak vagy differencidlhanyados-fiiggvényének nevezzitk, és
fi-vel jelsijitk azt a ftigguényt, melynek értelmezési tartomanya az dsszes olyan zg pontok
halmaza, ahol f differencilhats, értéke pedig minden ilyen pontban az f fiuggvény zq pontbeli
differencidthinyadosa. Szokisos jelslések f'(zg)-ra:

() ey

T 8.5 Ha f differenciathaté az zg pontban, akkor folytonos is xg-ban.

df(zg)
dr

| Dfao), 1 4(z0),

T=xp

D 9.6 Ha a tébbvaltozés valés f fiiggvény mindegyik valtozéjat rogzitjitk, kivéve az i-
ediket, akkor az fgy kapott egyvaltozés valés fiiggvény differencislhanyadosat az f fiuggvény
i-edik viltozéja szerinti parcidlis differencidlhdnyadosanak nevezziik. Példaul a kétvaltozss
f figgvény (zp, yg) pentbeli z szerinti parcidlis differencislhanyadosin a

Hm Flzo + ) — flze. )
h—0 h
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9. Differencidlhdanyados, derivalt — A differenciathdnyados definicidja

hatarértéket értjiik, melynek szokdsos jeldtései:

tansa) utensw. (31) .
Y

=zq
=Yo

3 D:Cf(x0$ yU): B%f(mU} yﬁ)'

Az (z,y) — f(z,y) figgvény = szerinti parcidlis dérivaltian azt a kétviltozés fuggvényt
értjitk, melynek értelmezési tartomanya az ésszes olyan (zg, yg) pontokbol all, ahol az f fugg-
vény z szerinti parciilis differencislhdnyadosa létezik, értéke pedig minden ilyen pontban ezzel
a parcidlis differencidlhanyadossal egyenls.

Feladatok

Szamitsuk ki az aldbbi figgvények differencidlhdnyadosit az x9 = 2 pontban a
L) - f) _

1
h—0 h £
hatdrérték segitségével:
17 flz) =4, 27 f(z) =4z +2,
3. fz)=22" -1, 4. fla)=+vr-T,
5. f(z)=z77, 6 f(z)=sinaz.

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények differencidlhdnyadosit az zo pontban a

i, AL gy

hatarérték segitségével:

77 flz) =4t 87 f(z) =z,

9! f(z)=sngz, 10, f(z) = ﬁ,
11. f{x) = cosz, 12. flz) = tga.

Bizonyitsuk be, hogy

1
132 (@) =na""', nent, 14> (;z:%)" =gl 7> 0, m e N*.
1

Hatarozzuk meg az aldbbi f fiiggvények zo pontbeli differencidlbhanyadosit a tort-
mentes alak (D 9.2) segitségével:

Af = fl(zo)Azx +¢(x)Ax,

ahol Af = f(x) — f(zq), Az =z~ ¢, e(z) — 0 ha z — zo. (Ellendrizziik, hogy
e{z} — 0 valéban fennali!)

15> f(z) = 32> — 2z +1, 16, flz} =23+ =,
17 f(z) = sz, [f'(z0) = cos za, 18. f(z)=cosz, [f'(z0) = —sin z¢].
192 Legyen h{x) folytonos az zq helyen. Hatdrozzuk meg f'(zo) értékét, ha
f(@) = (@ — z0)i(e),
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9. Differencidlhanyados, derivalt — A differencidthinyados definicisja

és mutassuk meg, hogy a g(z) = |z — z0|h(x) fiiggvény csak akkor differenci-
dlhaté xg-ban, ha h(z¢) = 0.

207 A D 9.1 definicié felhasznalssival mutassuk meg, hogy ha Dom f = R és
Vo € R esetén f(z) = f(-z), akkor f'(z) = ~f'(—z), ha pedig V2 € R
esetén f(z) = —f(—=z), akkor f'(z) = f'(—z). (Péros fuggvény derivaltia
paratlan, paratlané paros.)

21. Tegyiik fel, hogy f differencialhats az o pontban. Fejezziik ki a

o £ H B~ Fla— 1)
k—0 h

kifcjezést f'(a) segitségével.
22* Tegyiik fel, hogy f differencidlhaté az a pontban, és
fz) - f(a)
g(m):{h haz#a

T—a
Fa) haz = q.
Mutassuk meg, hogy ¢ folytonos a-ban.
Adjunk példat olyan f : R — R fiiggvényre, mely mindeniitt értelmezve van és
amely kielégiti az alabbi feltételt:
23. f mindeniitt folytonos, de az xg = 1 pontban nem differencidlhats;
24. f mindeniitt differencisthats, de az zg = 1 pontban nem folytonos;
25. f mindeniitt differencidlhats, és deriviltja mindentiitt folytonos;
26. f mindeniitt differenciilhaté, de derivaltja az zo = 0 pontban nem differen-
cidlhaté.
A D 9.6 definicié alapjan hatérozzuk meg az aldbbi fiiggvények parcislis derivaltjait
és azok értékét a megadott P ponthan:
277 fi(z,y) =y, P(1,2), 28. fi(ax.y)w 2?47, P(0,0),
29. flz,y) =4z +2y -1, P(1, 1), 30 fla,y,z) =zyz, P{1,2,3),
31. f:(x,y,2)— 3z — 4y + 2z — 6, P{0,9,0),
32. fi(=z,y,2)—0, P(1,1,1).

337 Legyen
23y —

fay)=q 2212 ha (z,y) # (0,0)
a, ha {z,y) = (0,0).

Hatdrozzuk meg @ értékét agy, hogy f mindkét parciglis differencidlhinya-
dosa létezzék a (0,0) ponthan, és szamitsuk ki ezeket a parcidlis differencial-
hinyadosokat.
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9. Differencidlhdnyados, derivait — Differencidlési szabalyok

Differencialasi szabalyok

T 9.7 Konstans fiiggvény derivéltja az azonosan ( fiiggvény. Két differencidlhaté fiiggvény
dsszege, kiilonbsége, szorzata ugyancsak differencidthaté, két differencidthaté fiiggvény hinya-
dosa, ill. differencialhaté filggvény reciproka minden olyan helyen differencislhats, ahol a neveza
nem 0. Ha f és g két differencialhaté fiiggvény és ¢ € R, akkor

fLa) =f %4, (efY=cf, (fg)=Fag+fd,

f)f fla-fd (I)l ~g nyt n—1 ¢t
z —_— 7 v —_ = =5, f = nf f e Z .
(g g ' \yg ¢ (7 ( )
T98 (sina) =cosz, (cosa) =—sinz.

T 9.9 (29 = qe?!, ha g racionalis szém, z > 0. (L. 34. feladat).

D 9.10 Az f kiilsd és g belsd figgvénybsl dsszetett f o g filggvényen azt a fiiggvényt értjilk,
melynek értelmezési tartoménya g értelmezési tartomanyanak azon zg pontjaibé! ali, melyekre
g{zg) benne van f értelmezési tartomanydban, azaz

Dom fog = {2y € Domg; g{z¢) € Dom f},
és amelyre xg € Dom f o g esetén {[fog)(zo) = flg(z0)).
T 9.11 Ha g folytonos zg-ban, f folytonos a g{zg) pontban, akkor f o g folytonos zg-ban.

T 9.12 Haag:z > g(z)fagguény differencilhaté ap-ban, az f: v+ f{u) fiiggvény pedig
az ug = g{zg) pontban, akkor f o g differencislhaté zg-ban, és

() ™ () i (&)

Tehit minden ifyen zg pontban: (foyg) = (f o g}y,

Feladatok

347 Bizonyitsuk be a T 9.9 tételt a T 9.7-beli szabilyok és a 14. feladat eredmé-
unyének felhasznaldsival.

35 Szamitsuk ki az f(z) = zm figgvény derivaltjat, ha m,n € Nt m paratlan

és z € R.
Deriviljuk az aldbbi fiiggvényeket a T 9.7-9-beli szabalyok felhasznaldséval.
36. 2% — 2243, 37, T—z—z5, 38. 2z} — 323,
1
39. 2% + 2z, 40. =45, 41. (= + 2)Va5,
z
42. zsinz, 43. (2 4+ 1)cosz, 44, mzw’
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9. Differenciglhdnyados, derivilt — Differencialdsi szabalyok

sinz + 1
45. tgz, 46. , a7, —— L
&% ctg cosz — 1
z—1 A
8. 9, —— . 4
4 - 9. T 50. (z + 3),
51. (1-—z)%, 52, (2% 4+ 1), 53. (1 -—zH)10,
5
4 z+1\? z?+1
54. o4t . ( ) .
(72* — = + 6, 55. (=), 56. | =1
57. (sinz + 1)%, 58. (sin®®z + 1), 59. tg"xz, neNT,
60. ctg®z.

Legyen f differencidlhaté fiiggvény. frjuk fel f'-vel kifejezve az alabbi fuggvények
derivaltjat:

61. f(-=z), 62. f(z?), 63. f(az),
64. f(1/z), 65. f(sin’z), 66. f(v1—z?).
Hatirozzuk meg az alabbi fliggvény derivaltjat:
z 22 23 -
87. F(z)=[1 2z 3¢, 68. F(z)=| “0F STT|
0 2 62 —sinz cosa

69. Mutassuk meg, hogy

4 A=) fole)| _ 1) fal=)| [fl)  fz{z)
dr | fa(2) falz)| falz) faolz} ' flz)  fiaolz)

Allapitsuk meg, hogy mely figgvények Ssszetételébdl szarmaznak az aldbbi fiigg-
vények, majd szdmitsuk ki a derivaltjukat:

70> f(z) =sin®z, 71. f(z) = sina?, 72. f(z) =sin(tgz),

73. f(z)=sin’(tgz), T4. f(z)=sin(tg?z), 7T5. f(z) =sin(tgz?).
Hatarozzuk meg az aldbbi figgvények deriviltjinak értelmezési tartomanyat! Ve-
gyiik észre, hogy ez egyik esetben sem egyezik meg a fiiggvény értelmezési tarto-
ménysvall

76. f(z) =+1-2z2, T7. fty=V1—-a?t% a#0,

78 f(e) =2t T9. f(v) = (3v + 18u2)3,
2
~-3
80. f(z)= (Z':jz) , ahol a,b,¢c,d € R, és ac £ 0,

81. ¢(t) = +/1+sint.

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények parcialis deriviltjait.

82. flz,y) =3z + 2y — 27, 83. g(z,y) = /2 -y,
84. ple,¥) =sinpcos, 85. f(x,y) = az? + bzy + cy?,
86, f(r,y,z)=zy+yz+ zz, 87, flz,y,2z) = zsin(ayz),
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9. Differencidlbanyados, derivalt — Differencialdsi szabslyok

ax + by 1
88. = , 89. flz,y,2) = —m—————e
g(z.y) pra f(z,v,2) \/m
90. h(z,y) = fA{z)g(y), 91. hz,y,z) = fFA(z,y)9% (v, 2),
92. f(z1,73,13) = T12273, 93. flz1,29,...,2a) = 21T2... Zn,

94. f(z1,79,...,za) =@1x1 + a2z2+ -+ + @nZa, (G €R, i =1,2,...,n0).
Hatarozzuk meg f.(0,0) és f,(0,0) értékét, ha

95. flz,y) = {(=+ 1)y — 1), 96 f(z,y) = ¥z,
97, flz,y) = {=* +¢5, 98. f(z,y) = fle].
997 Mutassuk meg, hogy az
_ wzsin}{-, ha z # 0
f(:c)—{[}’ harz =0

fuggvény differencidlhaté minden z € R pontban, de a derivalt nem folytonos
az rg = 0 pontban.
100. Mutassuk meg, Logy az zp = 0 pont tetsz@leges kornyezetében taldlhatsd
olyan hely, ahol az
2 qin 1
_Jz°|sing], haz#0
f(:L‘) { 0' ha z = 1]
fiiggvény nem differencidlhats, de a 0-ban mégis differencidlhaté.

A mértani sorozat Ssszegképletébél, azaz az

1 . 1:11+I
1+lf+:£2+----l-:1:"=1— (z # 1)
képletb&l vezessiink le formuldt az aldbbi két tsszegre:
10171 + 2z + 32 + -+ + na™ !, 10251 + 4x + 92% + -+« + n2z™ L,

1037 A 2sin zcos kz = sin(k + 1)z — sin{k — 1)z azonossig felhasznaldsaval bizo-
nyitsuk be, hogy

sin 2nz

cosz 4 cos3z + -+ cos(Zn — 1)z = (z £ kr),

2sing
és ennek segitségével szamitsuk ki az aldbbi &sszeget:

sinz 4+ 3sin 3z + -+ 4+ (2n — 1} sin(2n — 1}z.

Szamitsuk ki az aldbbi magasabb rend# derivaltakat:

104. (sin(3z + 1)), 105. (cos(4 — 22))(7},
1 \®) (10)
106. (1 _I) , 107. (V)
Szamitsuk ki az aldbbi fiiggvények mdsodrenddl parciilis deriviltjait:
108. f(z,y) = 2* + 2¢®, 109. f(z,y) = az?® + 2bzy + cy?,
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9. Differencidlhanyados, derivalt — Differencialasi szabdlyok

Cos :E2

Y

110. f(z,y) = sinz?y, 111. f(z,y) =

112. f(z,y,2) = (z + y* + 2%)2%
Szamitsuk ki az aldbbi figgvények megadott magasabbrendd par(:lahs derivaltjait:

5
113. g(z,y) = 2®siny + o sin z, —B—m%%ﬁ’
:v-i—y 8 f B fF Of
4. —d T2
-1
5. — - n . m
LS. f(e,) = (o = 20" = w0)", Gk (mme m),

z+ Y am-l-nf
1162 =
faw =T ok
Mutassuk meg, hogy tetszbleges c,e1,¢2,c3,c4 € R konstansok esetén az alabhi
fiiggvények kielégitik a megadott egyenleteket:

1170 y(z) = cx?, y'(z)z — 2y(z) = 0 (z € R),
118. y(z) = cjcosz + ez sin z, Y +y=0(z€R),

(mneN, m+n>0).

119 y(2) =iz + =, a%y(2) +2y/(x) —y(x) = 0 (= € R\ {0}),
’ 2 2
120. f(z,y) =2° — 3zy°, g J: + g ’f = 0 (Laplace egyenlet),
Pf L
121. f(z,t) = (c1a + e2)(est + c4) ~ ¢*—— = 0 (hullimegyenlet),
a2 oy
1 8*f O F  9f

122. f(z,y,2) = = 0.

[22 py2 4 22 22t gy? T 52

Igazoljuk az aldbbi egyenléségeket (m,n € N, a € R)!
1232 (z™)®) = m(m — 1)(m — 2}...(m—-n+1}am" (m > n),

) 1 (@) " n!
124, (ﬂ:")( )y — TIE, 125° (;1_' — a) = (—1) m\
1262 (sinz){") = sin(z + %71)’ 127. (cos az)™ = a® cos(ax + E‘;E)'

L

Alkalmas atalakitds utdn, az el6z8 feladatok eredményeit felhasznilva szémitsuk
ki az aldbbi figgvények n-edik derivaltjat:

1282 apz™ + ajz™ 1t + + -4 ap_1z+a,, 129.sinzcosz,
1367 sin 3z cos 2z, 131 cosax cos bz,
T 2r+1
132, ——, | 1, 133, —, 2 # -2, 1.
o el # Ty tF L

b
134. Hatdrozzuk meg az e j_— p fiiggvény n-edik derivaltjdt! Ehhesz bizonyitsuk be
cT
x+b a bc—ad

és hasznaljuk fel, hogy ¢ # 0 esetén :& N Rl + p (cz +d) L.
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9. Differencidlhanyados, derivalt — A differencidlszdmitas kézépértéktételei

1357 Leibniz formula: Ha f és g n-szer differencialhaté fiiggvények, akkor fg is:

n

(fgyn1::(g)fhng4_(?)fw—ngf+.“_k(Z)fgW)=:§:(Z)fw—mgmy

k=0
Az el6z8 feladatheli Leibniz-formuldt felhasznalva hatdrozzuk meg az alabbi deri-
valtakat:
1362 (z? sin z)", 137. (zsin )35},
138. (2 sin 2)(28), 139. (sin 2z cos{z + 1)),
Szamitsuk ki az alabbi f figgvények dsszes magasabb rendil derivaltjat, és azok
értékét az x = 0 ponthan:
140. f(z) = 32* — 222 + 1, 141° f(z) = zlz|,
142. f{z) = sinx, 143. f(z) = cosz.

1447 Mutassuk meg, hogy az fi{zx) = 3 fiiggvény differencialhatd 0-ban, de két-
szer nem, az fo{r) = 27 fiiggvény kétszer differencialhaté 0-ban, de hdrom-
szor nem. Keresstink olyan k szamot, hogy az f3(2) = =¥ fiiggvény (n—1)-szer
legyen differencidlhaté 0-ban, de ne legyen differencialhaté n-szer,

A differencidlszamitas kozépértéktéielei

T 9.13 (Rolle-féle kdzépertéktétel)

Ha az egyviltozds valés f fliggvény

1. folytonos az [, b] intervallumon,

2. differencidlhaté az (@, b) intervallumon,

3. f(a) = ftb),

akkor van legalabb egy olyan ¢ € (, &) hely, ahol

Je)=0.
T 9.14 (Lagrange-féle kézépértéktétel) -
Ha az egyvaltozés valés f fiiggvény ey .
1. folytonos az [a, b} intervallumon, - ‘Z j f(v)=g(a)
2. differencialhaté az (a, k) intervallumeon, |
akkor van legalabb egy olyan ¢ € {, ) hely, aho! @ £ b
Sy - fa)
b = fi(e).
-a

T 9.15 (Cauchy-féle kézépértéktstel)

Ha az egyvaltozds valds f és g fliggvények

1. folytonosak az [a, b] intervallumon,

2. differencislhatéak az (e, b) intervallumon,

3. és 2 € (a,bh) esetén ¢'(x) £ 0,

) - fla) o)

akkor van legalabb egy olyan ¢ € (a,b) hely, ahol = .
galdbh ey () hely: 2hel ) = 5ta) = )
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9. Differencislhdanyados, derivilt — A differencidlszamités kozépérickiételei

Feladatok

Eleget tesznek-e az aldbbj fiiggvények a Rolle-tétel feliételeinek az adott interval-
lumon? Ha igen, adjunk meg egy ¢ értéket, ahol f'(¢) = 0.

145. flz) =1~1a|, [-1,1], 146. f(z) =1~ Va2, [-1,1],
147. f(z) =sinz, [0,7], 148, f(z) = |sinz|, [0,27]

Ellendrizziik a Lagrange-tétel feltételeit és konklazidjat az alabbi fliggvényekkel, a
megadott intervallumokon:

149° f(z) = 322 — 5, [~2,0], 150, f(=) = 7, (1,1,
151 f(z) = ¥, [-1,8}, 152. f(z) = V72, [-1,8].

Ellendrizziik a Cauchy-téiel feltételeit és konkltzidjat az alabbi fiiggvényekkel, a
megadott intervallumokon:
1537 f(z) =22 — 22+ 3, glz) =% - T2 + 20z —~ 5, {1,4],
154. f(z) = V2, g(a) =2, [-1,8], 185 f(z) = 2%, g(x) = <%, [~1,1].
A Rolle-tétel segitségével bizonyitsuk be az alabbi allitisokat:
156%a 3z° 4 15z — 2 = 0 egyenletnek pontosan egy valés gySke van;
187%az DT 0
_Jzsinl, haz>0
f(x)_{f), : haxr =20
fiiggvény deriviltjdnak végtelen sok zérushelye van a (0,1) intervallumban;
158%a c1+caz + - + ez =0, (e1,...,cn € R) egyenletnek van gyske a {0,1)
intervallamban, ha c; + %2- + a4 & _ 0.
n
A Lagrange-féle kozépértékiétel segitségével bizonyitsuk be az alabbi egyenlétlen-
ségeket:
1592 |sinz —siny| < |z —yl, =z,y €R,
T
160?|tg$+tgy| 2 |$+y|1 msye('—_g‘:'z_)a
1617 /Fy < %ﬂ, z,y>0, z#y.

162 Tegyiik fel, hogy f értelmezve van és differencialhaté minden z > 0 esetén,
és hogy f'(z) — 0, ha  — co. Bizonyitsuk be, hogy f(z +1) ~ f(z) — 0, ha
z — 00,
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9. Differencislhanyados, derivalt — Implicit és invers fiiggvény differencialdsa

Differencialhaté fiiggvények monotonitasa

T 9.16 Legyen f differencidlhato az (a,b) intervallumon. Az [ fiiggvény pontosan akkor
monoton névekvs [csskkend] az (a,b) intervallumon, ha fi{z) > 0 [f!(z) < 0] az (a,b)
minden = pontjdban.

T 9.17 Ha az (a,b) intervallumon [ differencialhats, és minden = € (a,b) esetén f'(z) > 0
[f'(x) < 0], akkor f szigorGan monoton névekszik lcstkken] az {a, b) intervallumon.

T 9.18 Ha az f fugguény derivaltja az (a,b) intervallum minden pontjaban 0, akkor [ kons-
tans az (a, &) intervallumon,

Feladatok

A derivaltak segitségével dllapitsuk meg, hogy az alabbi fiiggvények értelmezé-
si tartoményuk mely részhalmazén (szigordan) monoton novekvéck és melyeken
(szigortian) monoton csokkendek:

163. f(z) = 2% - 322 4+ 1, 164. f(z) = (= + 2)%,

165. f(z) = ;—2%4—, 166. f(z) =sin®2z, 0 < z < =,
167. f(z) = ¥z ¥ 2, 168. f(z) = z3(x + 4).
Igazoljuk a kivetkezd egyenlStlenségeket:

23 X 2 7
168%r — 3 <sinx <z, haz>0, 170. m—]——S— >tgz,hall<z < 5

17L. 2 -1>0(z~1),hao>1, 2 > 1.
172 Bizonyitsuk be, hogy a
plz) = apz™ + a2zt 4. 4 an, (n2>1, ag #0)

polinomfiiggvény szigorian monoton a (—oo, —b) és a (b, 0o} intervallumokon,
ha b elegendSen nagy poszitiv szdm.

Implicit és inverz fiiggvény differencialdsa

P 9.19 Ha egy F(z,y) = 0 egyenlettel implicit médon megadott & — y(z) flggvény az
egyenletb &l kifejezhets egy I intervallum folott, akkor ott az y'(x) derivalt 2 mar ismert médon
szamithats, Peldgul:

1 1
-1=0 = Y@= = y@E)=-o
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9. Differencidlhanyados, derivall — Implicit és inverz fuggvény differencisldsa

Az y'(x) fuggvény gy is kiszamithats, hogy F{z,y(z))-et dsszetett fliggvényként = szerint
differencisljuk. Példauk

(el = 1Y = yo) 2/ (2) =0 = ey = -2
Ez megegyezik az l5z5 eredménnyel, hisz y(z) = 1/z behelyettesitése utan y/{z} = —1/z2

adédik. Azzal a kérdéssel, hogy egy F(z,y) = 0 alaki egyenlet mikor ir le figgvénykapcsolatot
és hogy y(z) mikor fejezhetd ki ebbs! az egyenletbdl, nem foglalkozunk.

D 9.20 Az f figgvény az értelmezési tartomanyanak egy H részhalmazan invertilhatd, ha
tetszoleges két x;,25 € H elem esetén

flzt} = fze) <= =z =z

Ha f invertilhaté a f] halmazon, akkor a f|y (azaz a H-ra korlstozott f) fuggvény inverzén
azt a ¢ fiiggvényt értjiik, melyre

1. Dome = {f(z)z e H},

2. yp € Dom esetén o(yp) = xp =  flag) = y.

Az f figgvény inverzére az f~! jeldlés hasznalatos. Ez &sszetéveszthets a reciprok jeldiésével,
ezért példatdrunk e pontjat kivéve e jeldlést kiitn emlités nélkiil nem hasznaljuk.

T 9.21 Az egyviltozés valss f figgvény legyen
invertdlhaté az 24 pontot tartalmazé valamely H C
Dom f halmazon, és legyen g az f|y fiiggvény
inverze. Ha az f filggvény differencialhaté az g
pont valamely teljes kérnyezetében, és f'(zq) #0, Yo B
akkor g differencialhaté az yo = f{zg) pontban, -
és -

dx

(@)= 7y — "7
Wy~ (L) 4
I=Fp

Feladatok

Szamitsuk ki az aldbbi, implicit alakban adoit @ v y(x) Higgvények derivaltjat:

1
-
Ty

173. 2%y + 32y® — 2 = 3, 174. =1,

175232y = (® + yg)%, 176%sin(2%y?) = .

Szdmitsuk ki az aldbbi, implicit alakban adott » w— y(x) fiiggvények masodik
derivaltjat:

1770 2zy — y? = 3, 178. rcosy = y.

Hatdrozzuk meg az aldbbi f(z) fiiggvények f~'(z) inverzét:

179, flx) =z2*+1, z >0, 180 f(x) = 2% — 62 + 8, = > 3,
b

181 f(z) = ;‘fid (a,6,¢,d € R, ad —be £ 0).
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9. Differencislhdnyados, derivalt — Gorbék érintkezése, érintd, simulskor

Az eredeti és az inverz fliggvény kozotti kapesolat segitségével mutassuk meg, hogy
az alabbi fliggvények grafikonja szimmetrikus az y = = egyenesre:

1827 f(a) = 2218 i:”:

or — (L’ (ﬂ,, b,C S R)s 183. f((f:) =

184. Mutassuk meg, hogy az
z,  ha z irraciondlis,
flz) = { ~z, ha z racionélis TER
fiiggvény invertalhats, de nem monoton R-en.
185. Mutassuk meg, hogy ha f nem monoton, akkor van hdrom olyan 21, 2q, 23
pont, hogy 2z € (e1,3), de f(z2) & (f(z1), f(z3).
186. Mutassuk meg, hogy egy intervallumon értelmezett folytonos f fiiggvény pon-
tosan akkor invertalhatd, ha szigortan monoton.
Hatdrozzuk meg az alabbi fiiggvények inverzének derivaltjét és annak értékét a
megadott xo-hoz tartozé yo = f(zg) pontban, és ellendrizziik az eredményt implicit
fiiggvény derivalasaval:
187 f(z) =52 +x -7, z€R, 29=1
T
188. v} = tg 2z, e T
@) =tg2e, we(-3,5), wo=l
189. f(x) =T7x —sm3x, xE€R, x¢=290,
190. f(z) =225 +2% 41, z€R, 2=
1917 Tegyiik fel, hogy az f : B — C ésa g : 4 — B fliggvények kolcsondsen
egyértelmnd leképezések az adott halnazok kozott, Mutassuk meg, hogy fog
is kollesondsen egyértelm( fliggvény, és
(fogy ' =g7lof.
1920 Igazoljuk, hogy az f : = — ' +23 +1, £ € (0,3) fiiggvény szigorian monoton
névekeds. Képezziik az F{x) = f(2¢{x)) figgvényt, alol g az f inverze, és
hatdrozzuk meg az F'(3) értéket.

Gorbék érintkezése, érints, simuléksr

T 9.22 Ha az egyvaltozés valds [ fuggvény az 2 helyen differencialhats, akkor az f grafi-
konganak az xg abszcisszdja pentban van érintdje, és az érintd irsnytangense éppen f'lzg).
lgy az érinté egyenlete: y — f(ao) = f'(xo)(x — xq), mig az érintére merdleges u.n. normilis

1
egyenes egyenlete: y — f{zg) = _f’—(a:—)(x —xp), ha f{z0) £ 0, & © = zp, ha f'{xq) = 0.
0
D 8.23 Ha két gérbe kozds pontja M, és mindkettnek van érintSje e pontban, akkor a

gorbek M pontnal bezidrt szBgén az érint6ik altal bezart széget értjitk. Ha e szog 0, akkor azt
mondjuk, hogy a két gérbe az M pontban érinti egymast,

D 9.24 Legyenek f és g az zy helyen legalabb r-szer differencislhats valés fuggvények, ame-
lyekre 0 < k < r esetén f(k)(l‘g) = gl¥ (#g). Ha az f{""'l)(a;g) és a g('“)(mn) differenci-
dlkanyadosok nem mindketten léteznek, vagy ha mindketts létezik, nem egyeznek meg, akkor
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9. Differencidlhdnyados, derivalt — CGarbék érintkezése, &rintd, sinulékor

azt mondjuk, hogy az y = f(z) és az y = g(z) egyenletd gorbék az x4 helyen r-edrendben
érintik egymast.

T 9.25 Ha az egyvaltozés valés f fiiggvény az g helyen legalabb kétszer differencidthats, és
J"(z0) # 0, akkor az y = f(z) egyenletii gérbének az z, helyen egyértelmiien meghatarozott
simuldkére — azaz a gorbét legaldbb masodrendben érintd kisre — van, és ennek a kdrek a
sugara és kozéppontjdnak koordinatai:

(1 + ™())¥/? (wo _ L1=0)(1 + f*(z0)) 1+ f’z(wn}) (

r(ze) =

[ zo)] e R A TPy

T 9.26 Ha az [ fggvény legalabb n-szer differencidlhaté és f{e) # 0, akkor az
y=(z-¢)"f(z), és az y = (z — ¢)" f(c)

egyenletil gorbék legalabb n-edrendben érintik egymast,

Feladatok

Hatdrozzuk meg az alabbi fiiggvények grafikonjanak érint&jét és normdlisit az
adott xg abszcisszajd pontban:
2

193. f(x) = sin /z, zp = ¥, 194. f(z) =sin E:, g =,
T
195. f(z) = 2% — 8z, 29 = 3.
Trjuk fel az aldbbi egyenletti sikgbrbék adott pontbeli érintdiének és normalisanak
egyenletét:

196223 + 4% — 62y = 0, {(3,3), 187. y =sin(x +y), («,0).

1987 Legyen f pozitiv értéki#l, differencialhatd fiiggvény. Mutassuk meg, hogy az
f(z) és az f(z}sinaz (a # 0) fiiggvények grafikonjai metszéspontjaikban
érintik egymast.

1992 Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, mely dtmegy az origén és érinti
az 2 —dz+y* +3=0 egyenletif gorhét,

200. Milyen osszefiiggés 4l fenn a, b és ¢ kozétt, ha az flx) = az? + bz +c egyenletdi
parabola érinti az z-tengelyt?

2017 Igazoljuk, hogy ha az y(x) = 2% + pa + ¢ egyenletd harmadfoki gorbe érinti

IANINL
az z-tengelyt, akkor (5) + (Z) =0.

Mutassuk meg, hogy az alabbi fiiggvények grafikonjai k-adrendben érintik egymast
az xp = 0 helyen:

3
202. f(z) =sinz, g(z) =2 — ‘;—!, k=4,
z? gl
203. f(z) =cosz, g(z)=1- st k=5,

204. f(z) =1+ z+2% glay=1+z+22 + 2% + 24, E=2
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9. Differencidlhanyados, derivilt — Vegyes feladatok

205, f(x) =sinz, g(z) =tgz, k=2

Hanyad rendben érintik egymdst az aldbbi fiiggvények grafikonjai a megadott pont-
ban:

206. s cosz, 2%, @ =0, 207, (2 -1)(jx—1]+1), -1, a=1.
Hatarozzuk meg az alabbi egyenletekkel adott gorbék metszési szbgeit:

2080y% = 4z — 2%, 2?2 4% =8,

209°322% 4 y® =20, 4y — 22 =238,

21002y =12, z? + 4% = 25.

Az alsbbi gorhék adott P pontjaiban szamitsuk ki a gorbiileti sugarat és a simu-
16kor k6zéppontjdnak koordinatait:

211. 6y = 2% - 122 — 2, P(2,-3), 2120 y% = 2pz, (p > 0), P(z,y),
$2 yE _ B :(:2 yZ
213. E—?‘—i—‘b—i———l, P(O, ), 214.;5*—1)—2:1, P(G,O)

Vegyes feladatok

215. Vazoljuk fel szabad kézzel az aldbbi grafikonckrdl leolvashaté informéaciok,
valamint a differencialhdnyados geometriai jelentése alapjin az dbrazolt figg-
vények derivaltfiiggvényét!

A

v

216F Hatdrozzuk meg a és b értékét igy, hogy az
[ =22, ha z < %
Ha) = {a:s—l—b, ha z > 24
fiiggvény differencialhaté legyen zp-ban.
2172 Legyen [ differencidlhats zg-ban. Mutassuk meg, hogy a
g(x) = {f(:z) ha x < zg
Fzo)(= — z0) + f(xe) haz >z
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8. Differencidlhdnyados, derivilt — Vegyes feladatok

figgvény differencidlhaté zo-ban. Hatdrozzuk meg ¢'(xq)-t! Vazoljuk fel g
grafikonjat!
218" Hatarozzuk meg az a és b paraméterek értékét gy, hogy az

_Jm*lz|, ha|z|>e¢
y= az® + b, ha |z] <e

egyenlet gorbe foiytonos, és minden pontjaban érintével rendelkezs legyen.

2197 Legyen f kétszer differencidlhaté minden z < zg pontban. Hatdrozzuk meg
az a, b és ¢ paraméterek értékét gy, hogy a

_ [ A=), Iha 2 < zg
g(z) = {a(m ~20)? + b(z — 2p)+e¢, haz > zg
fiiggvény kétszer legyen differencialbatsé zg-ban.
220. Igaz-e, hogy az F'(z) = f(z}+ g(x) filggvény nem differencislhaté xo-ban, ha
a) f(z) differencidlhaté zg-ban, de g{a) nem,
b) sem f(a}, sem g(z) nem differencidlhaté zg-ban.
221. Igaz-e, hogy az F(z) = f(z)g(z) fiiggvény nem differencidlhaté xg-ban, ha
a) f(z) differenciathaté zp-ban, de g(z) nem,
b} sem f{z), sem g{z) nem differencialhaté zg-ban.
Vizsgiljuk me az a) f(z) =z, g(z) = |z}, b) f(e) = g(2) = |x] fitggvényeket
a 0 pontban.
222. Igaz-e, hogy az F(z) = f{g(z)) fiiggvény nem differencislhatd zg-ban, ha
a) f(z) differencidlhats g(xq)-ban, de g(z) nem differencidlhats xg-ban,
b) f(z) nem differencidlthaté g{zo)-ban, de g(z) differencialhatd 2p-ban,
c} f(z) nem differencidlhats g(xg)-ban, és g{z} sem differencialhaté zo-baxn,
Vizsgaljuk me az a) f(z) = 2%, g(z) = jz|, b) flz) = |z}, g{z) = 27, ¢)
flz) =2z + 2|, g(z) = 2o — 1z| figgvényeket a 0 pontban.
223. Legyenek f és g haromszor differencialhaté fiiggvények, és legyen F : z
flg(z}). Hatdrozzuk még az F" &s F™ fuggvényeket.
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10. fejezet

Egyvaltozos valés elemi fiiggvények

Racionilis fiiggvények

D 10.1 Valés [komplex] egyiitthatés n-edfokd racionalis egész fliggvényen, més néven po-
linomfliggvényen olyan,

flz)=apz" +a12" - - fan, a #0,ne N

alakii filggvényt értiink, amelyben az ag, ..., an egyiitthatok adott valés [komplex] szamok,
r értéke pedig tetszSleges valds {komplex] értéket felvehet. Az n szamot f fokszamanak
nevezzitk, és f*-gal jeléljik. A zérusfiiggvény foka —oc. Az ag egyiitthatét a polinom fée-
gyiitthatajanak nevezzitk. Raciondlis fiiggvényen két polinomfiiggvény hanyadosat értjiik,
amit raciondlis tortfiiggvénynek hivunk, ha a nevezd nem konstansfliggvény.

D 10.2 Az f polinomfiiggvény g polinomfliggvénnyel valé maradékos osztisan olyan g és r
polinomfiggvények meghatarozasat értjiik, amelyekkel f = gg + r, és v* < g*. (E maradékos
osztds egyértelmiien elvégezhetd, ha g nem a zérusfiiggvény.)

T 10.3 Az egyviltozds valds (vagy komplex) f polinomfiiggvénynek az (z — ¢) elsafokd
polinomfilggvénnyel valé maradékos osztasdnak maradéka az f{c) értéki konstansfiiggvény.

T 10.4 Polinomfiiggvény gybktényezds alakja: Minden valos vagy komplex egyiitthatds
nemkonstans egyvaltozés n-edfokd [ polinomftiggvényhez talathatok olyan ci,eq.....,c5 €
C, (s <m), és ky, kg, ..., ks € NT szamok, hogy minden z-re

fz) = ag(z — e1)*1(z - e2)?2 .. (= — )5,

ahol ag az f polinom féegyiitthatsja, és k1 +ko+.. .+ks = n. (Acj (5 = 1,2,...,s) szdmot az
f polinom k;-szeres zérushelyének nevezziik.) Ha f minden egyiitthatéja valds, és a nemvalds
e; {7 = 1,2....,5) szém k;-szeres zérushely, akkor van olyan ¢; {{ = 1,2,...,s:1 # 7), hogy
e = &5 és by = kyj.

T 10.5 Valds polinomfliggvény valés gybktényezds alakja: Ha a valds egyiitthatés f

polinemfuggvény valés zérushelyei €1, cq,..., ¢, akkor f felirhaté
k . vy
(@) =z —e)* (@2~ )™ .. (z — &) pla)
alakban, ahol k1, ky, ...,k € NT,4s p olyan valds egyiitthatés polinom, amelynek nincs valés
zérushelye.

T 18.6 Valés egyiitthatds polinomfilggvény valds szorzatalakja: Minden valés egyiitt-
hatés polinomfiigguény felirhaté elséfokd és negativ diszkrimindnsi masodfoka polinomfiigg-
vények szorzataként.
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10. Egyvaltozés valés elemi figgvények — Racionalis fiiggvények

P 10.7 Horner médszer. Egy polinom helyettesitési értéke kiszamithats az alabbi zarojele-
zést felhaszndlva is:

fley=ape® +ar1e™ V" +- b apjotan = (- {{age + ar)e+ agle+ -+ an_y)e + aq.

A kiszamitott ag, agc+ a1, (age+ a1)e + ay,... részeredmények az flz): (z — ¢) maradékos
osztds hdnyadosinak egyiitthatéit adjak. Az eljarast 2z 4. n. Horner-sémaban sbrazoljuk. Ez
példaul az f(z) = apz® + 1122 + a9z + ag polinomfiiggvénnyel felirva a kivetkezs:

lag l 73 l agy E [£5] I
¢lag[age + a4 [(agc + ar)e + a3 [({aoe +ay)e +avje + a3|
ahol tehat f(c} = {(apc+ a1)e + aa}e + a3, és

J&)

e

/(¢)

= apz® + (ape + ap)r+ {(nge + ajde +az} + P

T 10.8 Rolle gybkiétele. Egészegyiitthatss polinomfiiggvénynek csak olyan racionélis zérus-
helye lehet, amelynek nem egyszeriisithets alakjiban a szamlalé a polinom konstans tagidnak,
a nevezd a legmagasabb fokd tag egyiitthatéjanak osztéja. Ha egy egészegyiitthatss polinom-
fiiggvény fSegyiitthatsja 1, akkor annak minden racionalis zérushelye egész szam.

Feladatok

Végezziik el az aldbbi f polinomnak a ¢ polinommal valé maradékos osztésat, azaz
hatdrozzuk meg a ¢ hanyadost és az r maradékot!
12 fla)=22*+22% — 42— 2, g(z) = 2 + 32 4 1,
2. fle)y=2a~zt42 -2 421, gle) =2t + o2+ 1,
. fle)y=a% -2+ 2 422 + 3, glz) = & — 22,
flz) =210 + 22% — 4% — 222 - 82 + 3, glr) =28 —z + 3,
f(z) = 2% + 2022 + 32 + 61, g(z) =z + ¢,
Fz)=2 4224241, g(z) =22 + {1 +i)z +1,
f@)=2% -1, g(a) =2 -1,
v flzy=2% g(z) =2tz + 1,
frjuk fel
a) gyoktényezss alakban (T 10.4),
a} val6s szorzatalakban (T 10.6),
a) valés gyoktényezds alakban (T 10.5) és
a) a D 10.1 szerinti polinom alakban
azt a legkisebb fokszdmu f polinomot, amelynek fGegyiitthatéja 1, zérushelyei
€1,€2,...,Cr, mégpedig ¢; ky-szeres,. .., ¢, pedig k,-szeres zérushely.
98 C]=-1,62=%,k}=2,k2=1,
10 =1, e =-2, e3=—1, k =1, ka =2, & =1,
11. g1 =a, =0, eca=c, ki=ky=ky3 =1,

G0 X & ;o W

12. ai=1, e=1, es3=—~1, by =ky = k3 =1,
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10. Egyvéltozés valds elemi figgvények — Racionilis fitggvények

13, e1=1, c9=1, c3=—4, ky =1, ko =k3 =2,
142 ei1=1, qp=1+i, ca=1—4%, k1=1, by =ky =2,
15. c1=-1,ca=t, ea=—4, cg=1+1, e5=1~14, k1—-k2“k3 ky =kg =1,
16} ¢y =i, co=~1, k1 =2, kg =1,
17, e1 =2, e9=—%, k1 =2, kg = 3,
182 1 =4, ca =244, c3=2—i, by =hy = kg = 1.
19! Mautassuk meg, hogy a
dn(xz _ 1)1:
dz®
4. n. Legendre-polinom zérushelyei kiilonbsz8ek, valésak és a (—1,1) inter-

vallumba esnek. [Utmutatds: Viesgaljuk meg az (z? — 1" fuggvenynek és
derivaltjainak zérushelyeit.]

Pulz) =

A Horner-médszert felhasznélva szémitsuk ki az alabbi f polinomok helyettesftési

értékét a megadott ¢ helyen. (A kalkuldtort hasznal6 feladatoknal tegyiik ¢ értékét

a memdridba, és minden szorzéskor onnan hivjuk el8.)

208 fla)=a% -2 4223 42 -1, c= -2,

210 f(2) =325 — 425 + (13 4+ 8)2 + (1 — 20)2% + 4z, ¢ = 24,

22, fla) =625+ B2t + 42’ + 322 4+ 22+ 1, c= —4.

235 f(2) = vbat — 32% + V172% 40,3939z + 2, ¢ = 1,39,

24X f(a) =17,39a* — 1,56¢® +0,11a* + a — 1, ¢ = cos 1.

Horner-médszerrel végezziik el a megadott f polinom g-vel valé maradékos ossid~

sat!

25" flz)=zt+23 4224241, glz) =21,

26. flz)=z"-2"+2° -2+, glz)=2+1,

275 f(z) = 3,112° — 8,292 + 5,442% — 9,99; g(z) =z — 1,35

285 f(z) =2a%cos1,1—2%sin5,4+cos2,1; g(z) =z — tg0,5

28. flz}=2"+222-z2+42 g(a) =z —1,

30. f(z)=2"+{1+2) 2 +(6+4)2 +44+ 4, g(z) =z +2+1.

A Horner-médszer segitségével alakitsuk &t f{z)-et (z — zg) polinomjaval

317 f(z) =2t +22% - 322 — 4z +1, 2o = -1,

32. flz)=2a'+42® 4+ 322 — 22 -2, zp = 1,

33. f(z)=1"° zp=1.

34, Mﬂyen (z és p értékekre oszthaté maradék nélkiil az f(z) = z* + pa®z? —
5a3z + a* polinom az z — a polinommal?

A Rolle-féle gysktétel alkalmazasdval szamitsuk ki az alabbi racionalis egylitthatés
egyenletek raciondlis gyokeit, és e gysksk felhasznilisdval irjuk fel az egyenletek
bal oldaldn 4ll6 polinomot alacsonyabb fokd, raciondlis egyiitthatés polinomok
szorzataként.

352 x4+%x3+%$2+$—1=0, 36. :r:-i—sx ~2m~——0
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10. Egyvaltozés valés elemi figgvények — Péros, paratlan és periodikus fuggvények

37. 2+ 23 -2 -3z -3=0, 38. =z +102° + 3522 + 50z + 24 = 0.
Abrazoljuk az aldbbi polinomfiiggvényeket a T 9.26 segitségével:

39% flz) = Hz¥z + 1)(z - 3)%, 40. f(z) = fz{z + 2)%(z - 1),

41. f(z) = gra(z + 3)*(z — 2)2, 42. f(z) = L2} e —2)Xz+ 1)z +2).

Abrizoljuk az aldbbi racionalis tortfiiggvényeket a szamlalé és a nevezd zérushelye-
inek meghatérozasa, a co-ben, a —oo-ben és a hézagpontokban vett hatarértékek
kiszdmitasa segitségével:

43. r(z) = E=lEH) 4. o(z) = ElEdD),
—1¥z - 2 2
45, r(z) = %ﬂ 46. v(z) = {—Z?(—I%t}%)—

Paros és paratlan fiiggvények, periodikus fiiggvények

D 10.9 Az egyvaltozés (valés vagy komplex) f figgvényt paros Iparatlan] figgvénynek ne-
vezzitk, ha az értelmezési tartomanyaba es6 minden z-szel egyiitt —z is az [ értelmezési
tartoménydba tartozik, & f(—z) = f(z} [f(~2) = — f(=)).

T 10.10 Ha az egyvaltozés valés f fuggvény értelmezési tartomanya szimmetrikus a 0 pontra
nézve, akkor el&allithato egy paros f1 és egy paratlan f; figgvény dsszegeként, éspedig fi{z) =

FUf(@) + F(=2)) & folz) = 4 (fz) - f(-2)).

D 18.11 Az egyvaltozss nem konstans {valés vagy komplex) f fiiggvényt ¢ szerint periodi-
kusnak és a ¢ # 0 szamot az f fiiggvény peri6dusanak nevezziik, ha minden = ¢ Dom f
esetén z + ¢ € Dom f, és f(r + ¢} = f(z).

T 10.12 Ha ¢ az egyvaltozés f fiiggvény periddusa, k pedig nullatsl kilonbozs egész szam,
akkor ke is pericdusa f-nek. Ha f valés valtozds, akkor pricdusai kizétt van egy fegkisebb
pozitiv peri6dus, melynek egészszama tobbszérssei adjdk f &sszes periédusit.

Feladatok
Allapitsuk meg, hogy az alabbi fiiggvények kozill melyek parosak és melyek pdrat-

lanck (1. D 10.9). Azokat, amelyek nem tartoznak egyik osztalyba sem, bontsuk
fel (D 10.10 segitségével) egy péros és egy paratlan fiiggvény Bsszegérel

47. 2%, n€ Z\ {0}, 48. 2! nez, 49. sinz,

50. cosuz, 51. tgux, 52, zsinwz,
53. zcosz, 54, z? —z4, 55. x4 23,
56, 2%z, 57. {z+1)sinz, 58° |z -1}

Legyenek az f, fi, fp fiiggvények paros fiiggvények, a ¢, g1, g2 figgvények ps-
ratlanok egy H halmazon. Az aldbui fiiggvények koziil melyek pérosak, melyek
pératlanok?
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10. Egyvsliozds valés elemi fuggvények — Trigonometrikus filggvények

597 fl +f2) 60. g1+ g2, 61. f"‘l'g!
62. fifs, o 1 64. fg,
1
65. f—]‘, 66. -, 67. _-{,
f2 g g
68. fog, 69> [, 70. ¢'.

Hatédrozzuk meg az alabbi fiiggvények koziil a periodikusak legkisebb pozitiv p
periddusit!

71, sin3z, T2? cosax, a » 0, 73. sinar4cosaz, a > 0,
74. sin’z, 75. sin/z, 76. 3tgZ —tgi.

77. Mutassuk meg, hogy p szerint periodikus fliggvények sszege, kiilénbsége,
szorzata, hdnyadosa vagy szintén periodikus p szerint, vagy konstans.

Trigonometrikus fiiggvények
Feladatok

A sin, cos, tg, ctg fiiggvények grafikonjabél kiindulva fiiggvénytranszformacidk
segitségével dbrazoljuk az alabbi fliggvényeket!

782 3sin2z+1, 797 3sin(2z - §) ~ 2, 80. coskx, k#£0,
81. sin%, k#0, 82, —Zetg(z + g), 837 asin(brtc), a,b,c£0.
Vézoljuk fel az alabbi fiiggvények grafikonjat!
1 .1 .1
84, ——, 85. sin—, 86. zsin —,
sinz . T x
87. z’sin -, 88. |[sinz|, 89. sgusinz,

z
90. Ent{2sinz).
Hozzuk egyszeriibl alakra az aldbbi fiiggvényeket, majd ibrazoljuk &ket.

91. coszsinz(l — 2sin®z), 927 sinz + cosz,
93° /3sinz + 2cosr, 94 asinz + beosz,
05. si ( Tr)+' ( +7r) pg. LT187
cosinf{z— =) +sin|x4 = . .
' 3 3/ 1—tga

Binyonyitsuk be, hogy ha o + 8+ v = m, akkor
97. sinc +sing 4 siny = 4 cos § cos gcos %,
087 tgattgfttgy=tgatgfigy.

Differencidljuk az alibbi trigonometrikus fiiggvényeket:

1 : 3
99. tg? —, 100. sin /%, 101. ( S ) ,
3z cos 2z
z
102. sin(cos 22), 103. Vsin z2, 104. ctg? 3
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10. Egyvaltozés valds elemi fiiggvények — ArkussPaggvények

Arkuszfiiggvények

D 10.13 Az arkuszfiiggvények a trigonometrikus figgvények megadott intervallumra valé le-
szikitéseinek inverzei, nevezetesen:

. . T T w
arcsinz = y & siny ==z, 53] arctgz =y & igy ==, A E
arccosz =y :& cosy =z, [0,7], arccigz =y & ctgy = z, (0,7),

T 10.14 Az arcsin és az arccos figgvények a (—1,1) intervallumon, az arctg és az arcctg
fiiggvények az egesz szadmegyenesen differencidlhatok. Derivaltjuk:

. -t . 1 . =1
——————, arccosT) = arctga}y = ———, (arccigxr} = .
T (recoss) = oy (et = g, (areetge) = 1

T 10.15 Az arkuszfiiggvényekre, értelmezési tartoméanyuk minden x pontjaban, fennallnak az
alabbi Bsszefiiggések:

{arcsinz) =

=

. T
arcsin + arceosT = 5 arctgx + arceigzr = 3

Feladatok

Szdmitsuk ki az alabbi fiiggvényérickeket:

105X arccos( 0, 25), 106X 3 — arctg 200, 107 ¥arcctg 10.
Kalkuldtor hasznélata nélkiil szamitsuk ki az alabbi fliggvényértékeket:
108, arctgl, 109. arcctg /3, 110. aresin(1/2),
111. arceos(—v/2/2), 112, arccoscos 7, 113. arctgtgl, 6,
114. arcsinsin 10, 115. arcsinsin 13, 116. arcsinsin{—13).

Hatdrozzuk meg az alabbi fiiggvények derivaltjat és a derivalt értelmezési tarto-
manyat!

117. arccos(l — 2z), 118. arctg(1l — z?), 119, ctgarcig z,

2
120, arcsin l—f— 121. arcsincos z, 122. arcsin /1 — &2,

2 b
T
1232 Mutassuk meg, hogy az alibhi fiiggvények kozill barmely kettd killonbsége
konstans. Hatdrozzuk meg e konstansokat!

arcsin(2z — 1), 2arcsin/z, —2aresiny/I —~zx, 2arccosyI—z,

2arctg,/1 o —Za.rctg\/]%z, 4arctg]“7;_:! 4arctg—'—t?

1242 A BASIC programoszasi nyelvben az ATN(x) fiiggvény kiszamitja az arctg x
értéket. Igazoljuk a programozasi kézikonyvekben az arcsin és az arccos fiigg-
vényekre javasolt aldbbi formulak helyességét:

apcsinz = ATN (\/]i__?) , arcecost = —ATN (ﬁ) -+ 1,5707963.
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10. Bgyvaltozés valss elemi fuggvények — Arkusafliggvények

A meliékelt abrak valamelyikét felhasznilva igazoljuk az alabbi azonossigok he-
lyességét az = > 0 esetben, majd az Ssszefiiggést trigonometriai dtalakitdsokkal

Vit x®? 1 - -
1 v 1- 32 1
x z Ve2—1
bizonyitsuk minden lehetséges z-rel
1252 cosarcsin @ = sinarccosz = 1 — z%,
1
1267 tgarcctg x = ctgarctgr = —,
z
1 — 22
1277 tgarccos e = ctgarcsing = —E—-,
2
z
128%tg arcsinz = ctgarccost = ———=,
g g A= a2
z
129. sinarctg e = cosarcetlgs = ——=ur,
¥ B it
1
130. sin arcctgr = cosarctgr = —=——.
g g iya?
Igazoljuk az alabbi dsszefiiggések helyességét! Mind a négy feladatban k € Z.

x 4 2kw, ha 2km — § <2 <2kr + 3,
—z+(2k+Um, ha(2k+ 1 -5 <2 <2k + )7 + 3,
z + 2kw, ha 2kr < z <(2k + 1),

—z + 2kw, ha (2k—1)7r <2 < 27,

133. arctgtgz =z + kv, hakn - Z <z <kr+3,

134. arcctgetgr =z + kr, hakw <z <(k+ I)m.

131rarcsinsinz = {

132. arccoscosz = {

135, Hat4rozzuk meg az aldbbi fiiggvények értelmezési tartomanydt, értékkészle-
tét, és rajzoljuk fel a grafikonjukat!
sin arcsin, cos arccos, tgarctg, ctgarcetg,
arcsin sin, arccoscos, arctgtg, arcctgctg.
Kalkulitor hasznéalata nélkill — alkalmas trigonometriai azonossigok alkalmaza-
séval — szamitsuk ki az aldbbi fiiggvényértékeket:

1367 cos (2 arcsin(-—%)) . 137. tg (2 arctg %),

138. sin (a.rccos 45 + aresin %) . 1397 cos (a,rccos % + arcsin %)

Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket!

140, arcsin r = arccos m, 141. arccosz = arctgzx,

1427 2 arcsin ¢ = arccos 2z, 143. arctg(z — 1) — aretg(r — 2) = 7/4,

144. arcsin /T + arcsin /1 — z = arcsin 2z.
Szamitsuk ki gz alabbi hatdrértékeket:
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10. Egyvéltozés valés elemi fuggvények — Logaritmusfiggvények

. 1 t i .
145° lim arcsmaa:, 146. Tim ¢ g:c, 147" lim a,rc51.na:o’
-0 x e—0 =z £—0 arcsin ba
t tg a: r 41
148, lim = 8% 149, lim —8%% 150. lim arctg -
z—0 arctg bx z—o0 gretg b £—1 z—1

1517 Bizonyitsuk be, hogy =% < arcigz + arctgy < % esetén

arctgz + arctgy = arctg lx +y .

-y

Az el6z6 feladat eredményét, valamint az arctgz < 2 (ha = > 0) egyenl6tlenséget
felhasznélva bizonyitsuk be az alabbi egyenléségeket! (A 155. feladatban szerepld
formula segitségével szamitotta ki 7 értékét 100 tizedesjegy pontossiggal 1706-ban
John Machin.)

1527 arctg J + arctg 1= o 153. 2arctg § + arctg L = o
154.3 arctg% + arctg 5% =1 155. 4arctg% — arctg 5‘.1—5 = I.
156/ Tgazoljuk az alébbi egyenléséget:
ey .9 n L 16 o«
arcsin -~ + arcsin — + arcsin — = —.
5 13 "85 2
Bizonyitsuk be az alibbi azonossigokat!
15772 arctg (\/5+ vz + 1) = T+ arctg/x, r >0,
1 1 1

158?a,rctg m = arctg ; — arctg ‘TL'—-I—-——I.’ z > 0.
159, Adjunk 'geometriai bizonyitast’

az arctgl+arctg2+tarctg3 =«

egyenldségre az alabbi abra se-

gitségével: \

Logaritmusfiiggvények

T 10.16 Az log, = fuggvény a (0, o) intervallumon, az log, |z| {specidlisan az In |z{) fuggvény
pedig a 0 kivételével minden valés helyen differencislhats, s

1 i
(log, =) = s logge = T (#>0)

(1ogg [ol) = ~logae = ——, (z#0), (nlal) =

Ine’

» {2#0)

8|
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10. Egyvaltorés valés elemi figgvények — Logaritmusfiggvények

D 10.17 Ha az f fuggvény az értelmezési tartomanydn pozitiv és differencidthats, akkor az
In f figgvény is differencidthats, és (In ) = f//f. Az In f fuggvény derivaltjst az f fliggvény
logaritmikus derivaltjanak nevezzik. Logaritmikus derivalison pedig az f! fiiggvénynek az

F = f(n £y

képlettel Jalé kiszamitasat értjik.

Feladatok

Kalkuldtor hasznalata nétkill szamitsuk ki az aldbbi értékeket:
160. a) 10835 1) 1g10°, c)el*®, d) Iné?,
e) 6—21113, f) 2log4 91 g) 810g49,
161.a) lg /100, b)logg27, c)logyr 9, d)logs, 512, ) logy s 36,

1 1 .
) log, Y gllogyyy 7 W) —{;}—j, i} ln {fe.

1024’
Hatirozzuk meg az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanyat és értékkészletét!
162, flx) =log,a, a#1, 163. f{z) =log, =, 164. f(z) = In 2%,
1652 f(z) = lnsin z, 166. f(z) =Incosz, 167. f{x) =Intge,

168 f(z} =Inarcsinz,  168. f(z) =Inarccosz, 170. f(z) = arcsinln .

Bizonyitsuk be a kiilénboz8 alapi logaritmusokra vonatkozé aldbbi azonossagokat!
(A feladatokban szerepld konstansckra fennall, kogy o, b, ¢, 0 > 0, de a, b,e,a; # 1,
aholi=1,2,...,nésneNt)

log, b
171 %log, b= —8e” 172%log, b - logy a = 1,
og,

i
173. log,, a2 -log,, a3-...-log, ay =1, 1T4.log,n b= —log, b,
2 n

1
175. log  b" = log_ b, 176.log, b= — 1o b=—log, —,
e Ba Ea gl/a Ea 3
1 fog, ¢ X 1 log, ¢
177. log, ¢ = R = Tihg, B 178. 1og% R S e 1—10?;,,1;’
og, ¢ - logyc log,c  logye
1
179 log,, 4. 0= i
‘ logulr+'”+logdnc

Ahol jelezve van, ott kalkulstorral, ahol nincs, ott kalkulator nélkiil szdmitsuk ki
az alabbi értékeket! Ahol sziikséges, alakitsuk &t a kifejezést az el8z6 feladatokban
megismert Ssszefiiggések segitségével.
18052, 1g2, In10, lge, Inw,
181%log, 3, logy 2, log, e, log, 10, logs 5 3,8.
lg4 Ig5 1
T1-1g5’ 1+1g0,5" 1/logy 30 + 1/logy 30 + 1/log; 30°
183. logyy 125 - logges 9, logy 256 - log, 9, log, 9 - logy 5 - logys 4,

182
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10. Egyvaltozés valds elemi fuggvények — Logaritmusfiggvények

184" Szamitsuk ki a g8, Igh, 1g0,72, Ig ¥/T,5 értékeket gy, hogy csak a négy
alapmiiveletet, a lg 2 ~ 0,30103 és a lg 3 = 0,47712 értékeket hasznaljuk.

1852 Bizonyitsuk be, hogy ha az Inz fiiggvény grafikonjat az z-tengely irdnyaban
k-szorosara nytjtjuk, ugyanazt a gorbét kapjuk, mint amikor a grafikont az y-
tengely irdnyaban eltoljuk egy alkalmasan vélasztott ¢ szimmal. Hatdrozzuk
meg ¢ értékét £ fliggvényéhen!

Milyen transzformacickkal kaphatjuk meg az aldbbi fiiggvények grafikonjat az In

fiiggvény grafikonjihol?

3/2
186. log, z, 187. log; JTT, 188.In {1 — .
Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket!
189. log, (»(32% + 12z + 14) = 2, 190. Inz? +In2® = 10,

191. logs,(2x) — logg(42) +log, 2 = 3, 192. log, 8 —log,, 64 = log,, 4.
Differencisljuk az aldbbi fiiggvényeket!

1
193, In(5z 4 1), 194.1g > +1n3, 195. In -,
FA T
196. In%(1 — 2z), 197. Insinz, 198. lg cos z,
199. logy(2? — 1), 200. ﬁg— 201, 2" Inz.

2027 Szémitsuk ki az In = figgvény n-edik derivaltjat!
203. Mutassuk meg, hogy az y = Insinz, (0 < 2 < m) fiiggvény kielégiti az
" ne _ ) '
¥ +{y')* = -1 egyenletet!
204. Mutassuk meg, hogy az y = ¢;sinlna + ¢4 cosln &, (x> 0) fiiggvény tetszd-
leges c1,c; € R egytitthatokkal kielégiti az 2y + 2y + y = 0 egyenletet!
205. Mutassuk meg, hogy 0 < a < b esetén
1 Inb—Ilne 1

T =
b b—a a
206. Bizonyitsuk be, hogy x > 1 esetén Inx < 2( /7 — 1).
2075 Jelslje n(z) az z szammal kisebh primek szdmat. A peimszidmistel szerint
a{z}na

lim ——— = =
T—00 r

Becsiiljitk meg e tétel segitségével a 107-nél kisebb primek szdmat,

208. A zenei hangkoz nagysagat a két hang frekvencidjanak hinyadosival mérjiik.
Az oktdv hangtdvolsig esetén a frekvencidk hinyadosa 2. Johann Sebasti-
an Bach kora 6ta a ”jéltemperslt” zongordn az oktdv 12 egyenls nagysigi
— kisszekund nevfi — hangkézre van osziva (wohltemperiertes Klavier). n
kisszekundnyi hangkéznek milyen frekvenciahdnyados felel meg? Az z és y
{z > y) frekvencidji hangok kozti hangkoz hany kisszekundbdl all?

Logaritmikus derivdlassal (D 10.17) szamitsuk ki az alabbi fiiggvények derivaltjat!

a00> &+ Dz +9)1?
-1

v 210, (a+ 1)z +2)(z +3), 211. (22 + 1){x? + 1)2¥/5,
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10. Egyvaltozés valés elemi fliggvények — Exponencialis filggvények

sfe(z —1) 13 w3z +1) 21 vz 411
2242 N —-2)(=% +2)" (-7 F1
215%(1 4 x)! 2, 216. (1 - 3z)ln =, 217. V3« — 6z + 7.

212.

Exponenciilis fiiggvények

T 10.18 Az ¥, (a > 0) fiiggvény az egész szamegyenesen differencidlhaté, derivaltja
(e*Y = a®na,

specidlisan (e”) = €%, és igy minden nemnegativ egész r-re (e%)(7) = €%, Szokds az e alapa
exponencidlis figgvényt exp-pel jeltlni, azaz exp : 2 > €% . E jelslést hasznalva exp(™} = exp.

Feladatok

Milyen transzformaciékkal kaphatjuk meg az alabbi fiiggvények grafikonjat az exp

fiiggvény grafikonjahol?

218. 27, 21905541 220. (3%/2-1)3,

221. Ha @ < 0, akkor az o fiiggvény mely valés z értékekre van értelmezve?

222. Melyek azok az xq valés szamok, amelyek megoldasai az fzPE) = f(z)h=)
alakt egyenletnek?

Oldjuk meg az alibbi egyenleteket a valés szdmok halmazén:

223. (2z + 1)°73 = (22 4 1)5-3=, 224. (z - 3)%* = (z - 3)7,

225. (z + 1)2 1 = (22 4 22 4 1)2541,

Szamitsuk ki az alabbi z > y fiiggvények derivaltjas!

226,y =17, 227.y = 7", 228. y = 2%,

229, y = 272, 230. y = 2187, 231,y =517 £ 1/5%,
232. y = exp \/2+,/EXp Z, 2330e"V —y = 3, 234. e?"% L lny = 0.
Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények derivaltjat az ab = d10¢ 4talakitds segitségével!
235 (z1n z)°, 236, 25in %, 237, 2%,

238, 2:V3%, 239. (1 — 2)*", 240. (sin 2)'82,

2417 Ha az f fiiggvény konstans, akkor (f(:r)y(z})' = f{:r)g(z)g'(.z)lu flz);haag

filggvény konstans, akker (f(z)y(z))! = g(z)f(2)9=)-1 f(z). Mutassuk meg,
hogy altaldban az f(2)9(=) figgvény derivaltja az el6z8 két eredmény Gsszege:

(£ = f(=)g @) f(z) + (2) (=)0 F(a).
2427 Bizonyitsuk be, hogy (ze®){™ = (z + n)e®.
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10. Egyviltozés valés clemi fiiggvények — Exponencialis fitggvények

243> Az e=* fiiggvény n-edik derivaltfiiggvénye kifejezhets (e Iz)(n] =% Hy(z)

a.la.kba,n ahol H,, az n-edfokii Csebisev-Hermite polizom. \'Iutassuk meg, hogy
eleget tesz az alabbi rekurziv ssszefiiggésnek:

Hopi(z) + 22 Hy(z) + 2nH,—i(2) = 0, (n>1).

2447 A Stirling-formula {ejtsd: s2t6'ling) szerint
» o
n! = +v2mn (E) exp{—),
€ 12n

ahol O, egy, a (0,1) intervalluinba es§ valés szém. Ennek felhasznalasaval
milyen alsé és fels& becslést adhatunk n'-ra?
2455 Az el6z8 feladat eredményét felhaszndlva, becsiiljitk meg 12! és 60! értéket!
Az el&bbit szamitsuk ki pontosan is!
246X A Stirling-formulat felhasznélva adjunk meg alsé és fels@ becslést az 1-3-5-
- (2n — 1) szorzat értékére, majd szémitsuk kozelitSleg az 1-3-5-...-99
sgorzat értékét.
Mutassuk meg, hogy a megadott fiiggvények a veliik megadott egyenletet kielégitik:
247. fz) =™, flz +y) = flz)f(y),
248, f(z) = L fle) =1~ fA(2),
249. y = c1€® + c2¢%%, ¢5,¢3,a,b €R konstansok, p" — (a + &)y + aby = 0.
250 Mutassuk meg, hogy az
fi(z) = kf(x)

(k adott konstans) egyenletnek minden f{z) = ce** alaks fiiggvény megol-
désa (¢ tetszdleges konstans), tovibbd mutassuk meg, hogy mas megoldasa
az egyenletnek nincs is. (Utmutatés: legyen f(x) egy tetszdleges megoldas,
és vizsgaljuk az f(z)e™*" figgvényt.)

251XMekkora tsszeg lesz egy év elteltével egy 10000 Fr értékii, 15% kamatozast
betéten, ha kamatos kamattal szamolunki, és a kamatot
a) éveute,
b) havonta,
¢} naponta,
d) ’folyamatosan’ szamcljuk (ami azt jelenti, hogy évente n-szer szamoljuk,

és ennek vesszitk a hatarértékét, ha n — o0)?

252 Mekkora sszeg lesz F év elteltével egy A Ft értékii, K% kamatozdsii hetéten,
ha kamatos kamattal szdmolunkt és a kamatot az elgzd feladatbeli a}, b}, c )5
d) pontoknak megfeleléen szamitjuk?

253. Egy évi s% kamatozdsti betéten levd Osszeg hiny szdzalékkal kamatozik, ha

nem csak kamatot, hanem folyamatos kamatozissal kamatos kamatot szami-
tunk?

']' ami azt jelenti, hogy a kamatot hozza kell adni a betét értékéhez, és legkdzelebb e megndvelt értékre
szamitunk kKamatot
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10. Egyvaltozds valss elemi fuggvények — Hiperbolikus fitggvények

254" Egy radioaktiv anyag elbomldsakor a tomeg megviltozdsinak sebessége az
anyag tulajdonsigaitél fiigg, de minden pillanathban ardnyos az anyag téme-
gével; legyen az ardnyossagi tényezd k. Mutassuk meg, hogy az az id8, amely
alatt az anyag fele elbomlik, nem fiigg a tomegétsl, azaz csak az anyag jel-
lemzdje — ezt nevezik felezési idének —, és ez az id6 —In2/k.

255%3 gramm 14-es szénizot6pbdl mennyi marad meg 1000 év elteltével, ha felezési
ideje 5730 év?

256. {Kormeghatarozas 14-es szénizotéppal) Az él§ szervezetekben a stabil 12-es és
a radioaktiv 14-es szénizotép ardnya mindaddig dllandd, amig a szervezet él
Pusztuldsa utdn azonban az 5730 év felezési idejli 14-es szénizotép mennyi-
sége csbkken. Egy barlangban talalt emberi haj csak 40%-4t tartalmazza az
€l emberi haj szénizotépmennyiségének. Hany éve halt meg a haj viselgje?

257. Egy populdcid egyedeinek szamat az 1d6 fiiggvényében leiré figgvény nem
folytonos, hanem szakaszonként konstans, hisz csak egész értékeket vehet fel.
Ha azonban az egyedek szama nagy, e fiiggvény jol kozelithetd egy folytonos,
s6t differencidlhaté fiiggvénnyel. Tegyiik fel, hogy egy falu lakossdga minden
évben a lakosok szamdnak 2%-dval névekszik. Mennyi id6 alatt duplazédik
meg a falu lélekszdma? Hany lakosa lesz a falunak 30 hénap miilva, ha ma
ezren lakjak?

Hiperbolikus fiiggvények

D 10.19 A szinusz hiperbolikusz (sh), a koszinusz hiperbolikusz (ch), a tangens hiperbolikusz
(th), és a kotangens hiperbolikusz {ch) fiiggvények definicisi:
ef —eF ef +e " e*—e* shx 1
= —, = —_—— = ————— = ——, cthai= —.
shz 7 , chx 5 thz T Te" " ahz ctha = o
T 10.20 Az sh, ch, th, cth figgvények egész értelmezési tartomanyukon differencidlhaték.
Derivaltjuk:

1 . -1
hz) = chz, (chz) =shaz, (thz) = ——, (ctha) = —.
(shz) =chs, (chz) =shs, (thz) e (cthz) Ty

Feladatok

Szémitsuk ki az alabbi fiiggvényértékeket:

258%sh1, sh(—1), sh1 +chi, thi, cthl,

259.shin2, chin2, cth(% In %), sh5 + ch 5.

Igazoljuk az aldbbi azonossigokat:

260. Paritasi bsszefilggések: sh{—a) = —shz, ch{—z)=chz, th{-z)= —thu,
261. chz +shz =e*, ¢he —shz =%,
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10. Egyvéltozés valés elemi fliggvények — Area fuggvények

262. Osszegzési képletek: sh{z +y) =shachy 4 cheshy, '

. thz £+ th
ch(z £y} =chachy shashy, th(zty)= i;a;h—x-t;”;,
2th
263.sh2z = 2shzchz, ch2z = ch?z +sh?z, th2e = ———:—;——,
1+th’z
2647 Négyzetes Osszefliggések: ) '
2 2. 2, o 2 _ —
ch*z —sh*z =1, th :1,+;1?-;—1, cthz shza:_l'
h2s —

2657 Lineariz4lé formutak: sh®z = QE——I-, ch?z = gh_2;_—}-£,
266. Bontsuk fel az e és az e~ * fiiggvényeket gy péros és egy paratlan fiiggvény

Ssszegére, .
267. Mutassuk meg, hogy minden valés v szamra {shx + ch z)¥ = shvz + choz.
2687 Fejezziik ki az sh és a ch fliggvényeket a th segitségével!
269, Fejezziik ki shz-et és ch z-et th 3 segitségévell
Differencialjuk az alabbi fiiggvényeket x szerint!

270. ch(3z% — 2 + 1), 271. /1 + sh? 4z, 272. sh(e3?),
273.e"chz, 274. sh(cos x), 275, sh 3z ch 5a.

276. Mutassuk meg, hogy az y(z) = ach£+C, (e £0, C € R figgvény kielégiti
P g

az i = %\/ 1+ y? egyenletet! (Ez a differencidlegyenlet, és igy a megolddsat
adé y(x) fiiggvény irja le egy két végén felfiiggesztett, csak sajat silydval
terhelt lanc alakjat. Ezért szoktdk a ch fitggvény grafikonjat Hncgérbének
nevezni.)

277. Ha egy m tomeg( test a sebességének négyzetével ardnyos Igellenallds mel-
' lett szabadon esik, akkor sebessége eleget tesz az mSt = mg — kv? differen-
cidlegyenletnek, ahol k a test aerodinainikai tulajdonsigaitsl fiiggd allands.
Mutassuk meg, hogy a

o(t) = Eigth(\/%’ t)

fiiggvény kielégiti a fenti egyenletet. Hatdrozzuk meg a hatdrsebességet, azaz
a limy .o v(t) hatarérté}ot,

Area fiiggvények

D 10.21 Az areafiiggvények a hiperbolikus fiiggvények inverzei:
arsh : R — R;o s y,aholshy = &,

arch : [1,00) — {0, 00);2 + y,aholchy = =z,

arth : {~1,1) — R;z = y,aholthy = &,

arcth: R\ {~1,1] - R\ {0};2 — 3, ahalcthy = 2.
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10. Egyviltoz6s valds elemi filggvények — Area fliggvények

T 10.22 Az areafiiggvények kifejezhetdek a fogaritmusﬁiggvénnye!'
arshz =In{z + V2?2 + 1), (t € R), arthz= —],n — ([m|< B,

archz =In(z + Vz2-1), (x> 1),  arcth

T 10.23 Az arch fiiggvény az (1, oo} intervallumon, a t&bbi areafﬁggveny az egész értelmezési
tartomanyan differenciilhato, és

1 1 1 1

(arshz)’ = T (arthz) = oo (archz) = T {'a,r_ci?ha:)’ ==

Feladatok

Igazoljuk az alabbi azonossigok helyességét!
278%arshshz = arththz = =z, - archchz = |w§

279"charshn:—\/1—§-a:3 sharche = V2% — . ha,m>1
tharcthz =1, ha |z[ > 1, ctharthz =1 ha, z € (-1, 1)\ {o},

T
2807 tharshz = _1_::__2—’ tharchy = 25 L
v ' ’ T
x 1
sharths = ———, charthz = ——.
V1 — x? V1 — 22

Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket a valds szamok halmazan (e, b adott konstan-
sok)!

2817 arshz = arch z, 2827 arshz = arthz,

2832 arshx = arsha + arsh b, 284, archz = archa + arch b,

285, arthz = artha + arth b, 286, arshz = artha + archb.
Differencidljuk az aldbbi fliggvényeket:

287. arsh 2, 288. arth %, 289. arsh(sin 3z),

290. arthz(Sa:) 291. exparchz, 292, arsh Ehi

Gudermann fliggvénynek nevezziik az v — ¢ = 2arctge® — — fdggvényt Bizonyit-
suk be e fiiggvényrél az aldbbiakat:

293. Rany = (-1, %), 294, paratlan, 285, invertilhats,

298 = arctgshu = arcsinthu,

297.shu =igy, chu= coi(p’ thu = sinyp,
298. = | o 2508~ LS

299% Azonos magassagban és egymdstl 2 m tavolsigra 1évé két pont kazditt kife-
szitiink egy kitelet, mely a végpontoknél 10%-0s sztiget z4r he a vizszmtessel
Tudva, hogy a kof:el alakja az ach £ a figgvény valamely elfoltjfival irhaté le,
szé.:mtsuk ki a kotél belogasat.
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11. fejezet

Egyvaltozés valds fiiggvények menetének
vizsgalata

SzélsGérték meghatdrozdsa az elst derivalital

D 11.1 Legyen f egy metrikus tér valamely részhalmazan értelmezett valés értékis fuggvény.
Azt mondjuk, hogy az f fuggvénynek az értelmezési tartomanyshoz tartozé Py pontban ma-
ximuma (minimuma, szigord maximuma, ill. szigord minimuma) van, ha f(P) < f(P),
(F(PY 2 f(Po). (P < f(Py), ill. f(P) > F(Py)). Ha az f(P) < f(Py) egyeni6tlenség f
értelmezési tartomanyanak minden P pontjara teljesiil, akkor a Py pontot az [ figgvény ab-
szoliit minimumbhelyének nevezziik. Hasonldan definislhaté az abszolit maximumhely, ilf. a
szigord abszolGt minimum- és maximumhely fogalma.

T 11.2 Ha az egyviltozés valds f fiiggvény az =z pontban differencisthats, akkor az zq4
pontbeli szélsGérték létezésehez szitkséges, hogy J{zp) = 0 legyen.

T 11.3 Ha az f fiiggvény differencialhats az (a,zp) intervallumon, és itt f' > 0, valamint
differencislhaté az (xzp,5) intervallumon is, ahol f' < 0, tovabbs f folytonos az zg pont-
ban, akkor az f fiiggvénynek zg-ban maximuma van. {Masképpen fogalmazva: ha f monoton
ndvekvGhal monoton csékkendbe vélt egy xg pontban, akkor ott maxirmuma van.)

P 11.4 Azokat az intervallumokat, melyekben a derivalt sllands elgieli, a derivalt zérushelyei
és szakadisi helyei hataroljak. Példsul az f:z v z + 1/2 fiiggvény deriviltia az f' : 2 —
1 — 1/22 figgvény. Ennek zérushelyei: z3 = —1I, @y = 1, szakadasi helye: 23 = 0. [gy
az alabbi intervallumokon kell a derivalt elsjelét vizsgatni: (—co,—1), (—1,0), {0, 1), (1,00).
Praktikus lehet a derivalt elgjelére, vatamint az f filggvény viselkedésére vonatkozd ismeretekst
tabldzatban osszefoglalini, pl. a kivetkezgképpen:

(oo, -] =1 [{(-1,03] 0 {(0,1)] 1 (1,00)
F + 0 —_ szak.] — 0] +
f Ve MAX| N, [pélus| N\, |MIN[ 7

A megoldasokban az alabbi roviditéseket hasznaljuk:

MIN  minimum MAX maximum

INFL inflexiés pont nincs sz.  nincs szélsgérték
n.ért. nincs értelmezve polus [f-nek pdlusa van
+ F>a(l 7 >0 - F<ofit ff <o)
Ve S monoton né N f monoton csékken
~ f konvex —~ f konkay
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11. Puggvényvizsgalat — Taylor-formula

Feladatok

Hatdrozzuk meg az alabbi z — f(z) figgvények szélsGértékhelyeit a derivalt zé-
rushelyeinek és szakaddsi helyeinek, valamint az ezek altal meghatarozott interval-
lumokon felvett elSjelének meghatirozdsdval.

1. 2242, 2. |z -3+ 2z + 1},
3. |e—1f=+2}, 4, max{2|z],1 + ={},
1 1
5. sinz—+3sinz, O<z <, 6. cos:c+§cos2:r:—§-§cos3a:,
7. 2%, 8. %,
Taylor-formula

D 11.5 Az xg helyen legalabb r-szer differencidlhaté egyviltozds valds f fiiggvény xzg helyhez
tartozé r-edik Taylor-polinomjan az alabbi {legfeljebb r-edfokd) polinomfiliggvényt értjik:

. fln)
To(z):= ) Lif’”—”—)(m - zg)".

n!
n=0

T 11.6 Taylor-formuta: Ha az f fiiggvény az zg és az z pontokat tartalmazé valamely
intervallumon (v + 1)-szer differencidlhatd, akkor az g és = pontok kdzott taldlhaté olyan £,
hogy

LI LY
fay= 3 EL G a0y 4 Ri(a),

n=(

ahol

JE ()

Rs(2) = (r+ 1)

(x - a:g)r‘H.

E képletbeli 2,(x) tagot a Taylor-formula maradéktagjanak nevezzitk. Mivel £ az g és az x
kozé esik, ezért kifejezhetd £ = xg + 8(z — o) alekban, ahol 0 < 8§ < 1. A Taylor-formuldt
Maclaurin-formulanak is nevezziik, ha zg = 0. Ekkor a formula alakja:

flz) = ET: f(n)([})xn N f(r+])(gz)x7+l

n' IR ,ahol 0 <@ <1,

n=0
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11. Fuggvényvizsgilat — Taylor-formula

Feladatok

Irjuk fel az alabbi fliggvények w9 ponthoz tartozé hagmadik Taylor-polinomjat, és
a Taylor-formula maradéktagjat.

1

9 ~ 1= 1, 10. €%, g =0,
T

11, &% zg =1, 12, sinz, w9 =,

13. az® +b2? + ¢z + d, zg =0, 14, ax® 4 b2% +ex + d, zg = 1.

15> Fejezzitk ki a P(x) = 25 — 4z 4 523 — 22 _ 9, + 1 fiiggvényt az = — 1
polinomjaként.

16. Fejezzik kia P(z) =2t + 23 +22 2 +1 fiiggvényt az z + 1 polinomjaként.
Irjuk fel az alsbbi fiiggvények =g = 0 ponthoz tartozd n-edik Maclaunin-polinomjat
és a formula maradéktagjat.

17. €%, 18. smu,

19. cosaz, 208 (1+ 2™

217 Az o* fiiggvény Maclaurin-polinomjai kéziil hanyadfekiak azok, melyek az
figgvényt a [~1;1] intervalluinon 2 tizedesjegy pontossiggal (azaz legfeljebh
0,005-es hibaval) kézelitik?

[rjuk fel az f figgvény o ponthoz tartozé 6-odfokd Taylor-polinomjat. Mely z

helycken kozeliti ez a polinom 0,0001-nél kisebb hibgval az f fiiggvényt.

22° f(x) =cosz, a =0, 23. f(z)=sinz, a=1.

24. Legyen g{r) = p{z) + =™ f(z), ahol p egy n-edfokd polinom, f az egész
szémegyenesen n-szer differencislhats. Mutassak meg, hogy a g figgvény n-
edik Maclaurin-polinomja. p.

25. Az el6z6 feladat eredményét is felhaszndlva hatdrozzuk meg az fi(z) = z+2?,
az fo(x) = z+23 42, az fr{a} = z+ad+atsine, az Falx) = v+ arctgz
és az fs{z) =z + 2% cos? & filggvények harmadiola Maclaurin-polinomjat!

Annyiadik Maclaurin formulit frva a szamliloba, amennyi a nevezd fokszdma,

szamitsuk ki az alabbi hatdrértékeket!

. cosx—1 . eos:v—1+r.—,?»—5—

267 lim ——p0p—, 27. lim £t

z—0 22 z—0 28

3 2 3

e SinE — oz A S A R i
28. Hm _“-I;ﬁ—, 29. Hm + 2 §

z—0 zd z—f 2t
Bizonyitsuk be az alibbi egyenlStienségeket:

3 2 4

30" shx > 2+ % haz>0, 31. cosz<1—-%+ % hazeR,

Szédmitsuk ki az aldbbi értékeket az a ponthoz tartezé n-edik Taylor-polinom se-
I
gitségével. Becsiiljitk meg a kozelités hibajat.
T
32K c0s62°, a = 3= 2, 335 sind3°, a = =3

34 Szamitsuk ki /29 értékét a négy alapmiivelet segitségével, 103 porttossiggal,
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11, Fuggvényvissgilat — Szélstértékek meghatarozdsa

SzélsGértékek meghatarozasa

T 11.7 Legyen n > 1 és f az xp pont valamely teljes kdrnyezetében legalabb n-szer folytono-
san differencidthaté egyviltozds valés fliggvény; tovabbi legyen f(k)(a:u) =0, hat<k<mn,
de f(®)(zq) # 0. Ha n paros, akkor a figgvénynek az zq helyen szélsGérteke van, mégpe-
dig szigord minimuma van, ha f(®}(z4) > 0, és szigord maximuma, ha F®)zp) < 0. Han
paratlan, akkor a fiiggvénynek az xq helyen nincs szélsGértéke, inflexiés pontja van,

F¥eladatok

Magasabbrendil derivaltak segitségével {az el6z8 tételt hasznalva) vizsgiljuk meg,
hogy az alabbi fiiggvényeknek van-e szélsgértékitk az 2o = 0 pontban, és ha igen,
milyen!

35> cosx — 2x?, : 36, € 4277,
37. (e '+ z)ln(e7! +2), 387 tgz -z,
22 2t
39. cosm—1-§-~2———€, 40" chz + cosuz,
2 3
41. 1——%—(:05:3, 42’ sinm—~m+%.

g s

Hatdrozzuk meg az aldbbi f(z) fiiggvények szélséértékhelyeit és abszolit szélséér-
tékhelyeit a megadott intervallumon. (Vizsgaljuk meg a fiiggvényt az intervallum
végpountjaiban, valamint a defiviltfiiggvény zérushelyein és szakad4si helyein.)

43> % + 62% — 152 4+ 3, [—6,6), 44% 3 + 622 — 152 4 3, (—6,6),
45. Va2, [-1,8], 46. Y- [~1,V3),
a1, Ve - E, (-1,V8), 48. ze™*, [1/2,00),

49. z*lnz, [1,¢€, 50. el [-1,2],
x? 41, z € [-2,-1) 1
z -1, x € [3,8), ’ =5

53 z™(1-z)", m,neNt, ze€R.

54¢ Bizonyitsuk be, hogy ha f monoton, akkor a ¢ és az f o g figgvényeknek
ugyanott vannak szélséértékei, mégpedig
a} ha f monoton n&, akkor g-nek és f o g-nek ugyanott vannak maximumai,
é$ ugyanazokon a helyeken vannak minimumai,
b) ha f monoton csokken, akkor g-nek ot van maximuma, ahol f o g-nek
minimuma, és forditva.

P

Hatirozzuk meg az alabbi fiiggvények szélsGértékhelyeit az eldzd feladat eredmé-
nyének felhasznaldsivall
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11. Fuggvényvizsgilat — SzélsGértékek meghatirozasa

42 5
55> f(z) 37T T 827 — 1822 1 56" 62 f(x) = arctg(d — yJe — &2},

57. f(z) = cosarcctg(l — z?), 58. f(z)=th (1 —If{l+4+=z+ mz))
Bizonyitsuk be a kévetkez& egyenlétlenségeket:
59> |3z ~ 2% <2, ha |z} < 2, 60 [asinz + beosz| < Ve? + b2,
mmn®
61° :Em(l - $)n S W, ha z & [0, 1], m,n > G,
2 2 +1
620 <~ - <9 R.
3" a2t4a+1 S%oz€
Hatarozzuk meg az alabbi sorozatok legnagyobb elemét:
n? nl® no
637 ap = ——— 64F a, = — 655 a, = {f—.
T = = Voo

66, Milyen feltételek mellett van az @ + pz + ¢ egyenletnek (a) egy, {b) harom
valés gyske? Abrazoljuk a megfelels tartoméanyokat a (p, g) koordinétasikon.

Hatirozzuk meg az aldbbi fiiggvényeknek a megadott intervallumokhoz tartozé
infimumat és szuprémuméat!

142 1+ 22
677 f(z) = 12 (0, 00), 687 f(z) = Tl (0, c0).

Az [a,b] intervallumon értelmezett valés fliggvények hahnazan tavolsagfliiggvény
az aldbbi g
o p(f19) = sup {f(z}—g(x)].
zE{a,b]

Hatarozzuk meg az aldbbi fiiggvények tdvolsdgit a megadott intervallumon!

697 f(z) =x?, g(z) =23, [0,1], 70. f(z)=sinz, g(z} = cosz, (0,7}

71, Allapitsuk meg a c valés szdm értékét gy, hogy a [0, 2] intervallumon az 2*
és a 2z + c fiiggvények tdvolsiga minimalis legyen.

Oldjuk meg az aldbbi szoveges szélsdértékfeladatokat!

72" Bontsuk fel a pozitiv b szdmot két szdm Osszegére gy, hogy a szorzatuk
maximilis legyen.

73. Adott atfogsit derékszogi haromszogek kozill melyiknek maximalis a terdi-
lete?

4. ;&dcﬂ:t térfogatti egyenes hengerek kozil melyiknek legkisebl a felszine?

75. Hatdrozzuk meg az A(2,0) pont és az 2° +y* = 1 egyenletii kérvonal pontjai
kozostti legkisebb és legnagyobb tavolsagot.

76. Az z?/a’ + y? /b = 1 egyenletii ellipszishez érint6t hiizunk. Az érint és a
koordindtatengelyek altal meghatdrozott haromszog teriilete milyen = és y
értékekre lesz minimalis, és mennyi a haromszog teritlete?

77. Az f fékusztdvolsigi lencsétsl £ tavolsdgra 16vS targy k képtavolsaga kielégiti
az % = %+ i— osszeftiggést. Ha f adott, akkor mennyi a képtdvolsag és a
targytavolsig Ssszegének infimuma és szuprémuma?
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11. Puggvényvizsgalat ~— Szélstértékek meghatérozasa

78.

79X

80,

81,

Egy a oldald négyzetlaphdl az dbran 2

lathaté mddon ki kell vagni a sarkén
4 kis négyzetet 1igy, hogy a beléle haj-
togatott doboz térfogata maximalis le- -
gyen. Mekkora legyen a kivigott négy-
zet oldala?

\\
W

Tegyitk fel, hogy az y és az 2 valtozék / %
kozotti fliggvénykapesolat y = ka ala- =
ka, ahol & allands. Négy mérést vég-

ziink az z és az y értékére: (21,91) = (1,4), (22,%2) = (2,7), (z3.33) = {(3,13),
(%4.v4) = (4,15). Hatdrozzuk meg k értékét figy, hogy az eltérések négyze-
tisszege, azaz a

4
H{k) = (yi — ku;)?
i=]

figgvéuy értéke minimalis legyen.
{Snell torvénye) A Fermat-elv szerint a fény két pont kdzott azon az tton
halad, melyet a legrisvidebb idé alatt tesz meg. Mutassuk meg, hogy

sin org sl

1 v2
ahol v illetve vy a fény sebessége két kiilonhozs kézeghen, és a illetve ay 2
kézegek hatirdra merdleges egyenes és a fénysugar altal bezdrt sz6g az egyik
illetve a mésik kozegben. {Az aldbbi dbrén a kizegek hatdra az a-tengely, a
fény az A(0,a) és B(c,—b) pout kézott halad.)

1 km
) o
? )
‘ i
. 0
P b 250 m 790 m
:I B Lo Folyg S~C~C—~C

A jobb oldali abran lathaté A jel& hazbél a gazda elindul a folyo felé, megme-
riti v6drét, majd a) ugyanakkora sebességgel, b) harmadakkora sebességgel
folytatja fitjit a B jeli hazig. Milyen ttvonalon halad, ha a legrovidebb id6
alatt ér 4-hdl B-be.
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1}. Puggvényvizsgdlat — Konvexség, konkavsag, inflexids pont

82> Egy r sugard, kér alaki asztal koze-
pe 16l6t4 milyen magasra kell elhelyez-
ni a ldmpdt, hogy az asztal szélén ma-
ximélis legyen a megvilagitis erdssé-
ge? (A megvildgitss erdssége egyene- A
sen ardnyos a hajlasszég szinuszéval, T T
és forditva ardnyos a tdvolsig négyze-
tével.)

83> Legfeljebb mekkora lehet annak a gerendanak a hossza, amelyet egy 2 m

sugari kor alaprajzi, henger forméjd toronyba be lehet vinni az oldalan lévé
2 m magas ajtén keresztiil?

Konvexség, konkavsag, inflexiés pont

D 11.8 legyen [ egyviltozés valés fiiggvény. Ha az y = f(z) egyenletd gorbének az x
abszcisszaji pontban van érintdje, és a gorbe az zq valamely kérnyezetében az érints felett
(alatt) halad, akker azt mondjuk, hogy az f figgvény az z; helyen konvex {konkav). Azt
mondjuk, hogy az f figgvény az (a,b) intervallumon konvex (konkav), ha annak minden
pontjdban az.

T 11.9 Legyenn > 2 és f az zq pont valamely teljes kirnyezetében legaldbb n-szer folytono-
san differencialhaté egyviltozés valds fiiggvény; tovabba legyen f“"](zg} =0, hal<k<n,
de f) () # 0. A fiiggvény az xq helyen konvex, ha f("}(zq) > 0 é&s n piros, konkiv ha
Ff™zg) < 0 ésn péros. Ha = paratlan, akkor a fliggvénynek az zy helyen inflexiés pontja
van.

T 11.10 Ha az egyvaltozds valés f fiiggvény az x pont valamely teljes kérnyezetében legalsbb
kétszer folytonosan differencislhats, és f(xg) > 0, akkor konvex, ha f7{zq) < 0, akkor konksv
az f filggvény az zq pontban. Ha pedig f az zg pont valamely teljes kdrnyezetshen legalabb
haromszor folytonosan differencialhats, és f*(zg) = 0, de f(ay) # 0, akkor zp a figgvény
inflexiés pontja.

T 11.11 Ha az f fuggvény grafikonjanak az xq abszcisszajd pantjsban van érintéje, és f az

zg egy ba loldalt kornyezetében konvex, egy jobb oldali kérnyezetében konkav {vagy forditva),
akkor f-nek az a2 helyen inflexias pontja van.

Feladatok

847 Legyen f legalabb kétszer folytonosan differencialhaié az g valamely teljes
kornyezetében. A T 11.10 fethasznéldssval mutassuk meg, hogy ha f SZigo-
riian monoton nd és konvex (ill. konkav) zg-ban, akkor inverze szigortian né
és konkév (ill. konkdv) f(x¢)-ban, ha pedig f szigoriian monoton csskken
és konvex (ill. konkév) zo-ban, akkor inverze is szigorfian csékken és konvex

(ill. konkav) f{zg)-ban.
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11. Fuggvényvizsgdlat — L’Hospital szabaly

Hatéarozzuk meg, hogy az alabbi fiiggvénysk mely intervallunokon konvexek, mile-
lyeken konkévok, és hol vannak inflexiés pontjaik:

857 f(z) =2, 86> f(z) = ¥z, |
87! f(z) =z + 253, 88. flz)=(z~5P% +2,
89> f(z) = rsin(lnz), 90° f(z)=2—|z° — 1.

Magasabbrendii deriviliak segiteégével hatarozzuk meg az f fliggvény inflexids
pontjait:

91. f(z)=a%, 92. f(z) =2t ne Nt

93. f(z) =2z, neNT, 94, f(z)=sin’z,

957 f(z)=shz +sinz, 96. f(z)=shz+sinz + 3z,
41

977 Mutassuk meg, hogy az f{z) =

PO fiiggvény grafikonjan az iuﬁex@s
pontok egy egyenesbe esnek.

98. Milyen c értékekre lesz az f(z) = 2* + ex® + 32 4 1 fiiggvény konvex minden
z-re?

99> Milyen feltételeket kell kielégitenie az a, b, ¢, d konstansoknak, hogy 4z
fx) = 2t 4 az® + bz? + ex + d fiiggvénynek legyen inflexiés pontja?

L’Hospital szabily

T 11.12 L'Hospital szabaly. Legyen f & ¢ két olyan egyvaltozés valés fiiggvény, amely az
z¢ valamely I kornyezetében értelmezve van és differencidlhats, és ¢'(z) # 0, haz € K. Ha

A flz) = lim g(x) =0, vagy lm f(z}= lim g{z)= co,

tovibba iétezik az

[T f'(x)
L= e
"hatdrérték, akkor létezik az
L= lm -‘M
s g(a)

hatarériék is, és L = L' Analog sllitas igaz K baloldali kérnyezetiel és a limeszjelben (:co—f!l)-
val, illetve K jobboldali kérnyezettel és a limeszjelben (g 4-0)-val, valamint akkor, ha K a ©
ill. —oo valamely kérnyezete, és zy-t a 0o ill. ~00 szimbdlummal helyettesitjiik.

. s B o f®) 0
D 11.13 Ha }I_n.]a flz) = }@ag(z) = 0, akkor az L = j]i»na o= hatarérteket, 0 hpué?
hatarértéknek nevezziik, ahol o lehet 29, zp — 0, zg + 0, 00, —oo. Hasonlé értelemben
beszéthetiink z—g, 000, 00 ~ 00, 0%, 0¥ vagy 1%° tipusi hatarértékekrsl. {Ezek azok¥a
tipusok, melyekrsl nem dénthetd el ranézésre, hogy mi a hatdrérigkiik, ezért hatarozatlan
tipusjoknak is nevezik gket.)
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11. Figgvényvizsgalat — I.'Hospital szabaly

P 11.14 Ha egy 0 - 00, o0 — oo, 09, cof vagy 1°° tipusii hatarértéket kell kiszamitanunk,
akkor el&szér algebrai atalakitasokkal vagy logaritmalassal ad vagy - tipusdvd alakitjuk, majd

erre megprébaljuk a L'Hospital szabdlyt alkalmazni. Azt, hogy a limy ., f{2)/g{x) hatdrértek
kiszamftasa helyett a limy—, f'(2)/g'(z) kiszémitassra tériink &t, a két hatarérték kozé tett
L jellel fejezziik ki, Szamitsuk ki az alsbbi oo — co {ellendrizzitk!) tipusi hatarsrtéket (mely
Usszevonds utdn % tipusit hatdrértékké alakul at):

. ( 1 z) . lmz-224z g /z -2z 41
hm —_— ] = = {lm =
z=l\ez -1 Iz z=1 {x~1)Inz =1 (z~1)/24+lhe
lim 1-2%42 Llin —dz 1 3
= lr =,
z=lz—14+zlnz z—124+Inz 2
Feladatok

Ellensrizziik, hogy az alibbi hatérértékek % tipusiak-e, és szamitsuk ki a hatarér-
tekeket a I.'Hospital szabdly segitségével.

— cosz si 1

100¢ lim lﬂ 101. im 2% 102, lim &2

z—0 T -0 sin bx =0

. 1 ar _ . —&zT . 3 1 2
103, lim —=_, 104%lim S % 1057 lim Yo t22+1l

z—lx—1 =0 In{l + z) t—=1 /2424

1/2%

106. lim ¢ !

z—o0 Qarctgz® — 1’
Ellenérizziik, hogy az alabbi hatérértékek = tipustiak-e, és szamitsuk ki a hatar-
értékeket a L'Hospital szabily segitségével.

; zf2 ln 22 T
1077 lim 2 1082 lim —= 109° im —2%
=00 T 4 g T—00 \/I T gf 4 g
In{z — a) Inz ) tg 22
1102 L — 1112 i —— 112, 1 —2
a0 In{e® — es)’ 2401 + Insinz’ e In(l — x)

113*Ha z — o0, akkor az log,(z) (a > 1), o® (a > 1), 2% (k > 0) fuggvények is
co-hez tartanak. Hasonlitsuk 8ssze e harom fiiggvény értékét ‘nagy’ z-ekre,
azaz, ha lehet, allitsuk Sket nagysigszerinti sorrendbe. {Ehhez szamitsuk ki
a hényadosaik hatsrértékét.)

Szdmitsuk ki az alabbi 0 - co tipusti hatarértékeket!

1147 him zlnz, 1157 lim zlnsinz, 116. lim Inzln{z +1),
z—40 x—+0 -0
117. lLim z%e%, 118. lim e®In{-z),
T——00 T——00 )
119. Iiu%j(arcsi’nm -ctgz), 120. Ené(:c -ctg ),
T —» Zz—
121 lim zln (1 n 3)-, (veR), 122° lim %%, (¢ € R),
200 T Z—00

123° lim (In(1 + sin® 2) - ctggn®(1 + z)).
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11. Fuggvényvizsgdlat — Fuggvények vizsgilata

1242 Legyen p egy tetszSleges polinomfiiggvény, r egy teszSleges raciondlis tort-
fiiggvény. Mutassuk meg, hogy

rli_p&p(:c)e”” =0, illetve rl_i_,ngo r{z)e™® =10

Szamitsuk ki az aladbbi co — oo tipust hatdrértékeket!

z 1
1257 hm (COS — ) 1262 lim (a:tg:v— il ),
-0 sinx z—x/2 2cosz
1 1
1272 hm (— - ctg .L) 128. im (~ — ),
—0\z ef—1
129. hm( ) 130.-*1im( P___1 ),p,q#ﬂ.
r—1\lnz z-—1 =i\l —azF 1 -—2¢
Szamitsuk ki az alabbi 0, co® vagy 1°° tipust hatarértékeket!
sinz
1312 lim ( ) 132, im(sinz)®, 133" lLim (tgz)“'8%,
z—B P %--0
1
134. Lm (1 +2)"%, 135° lim (1 + ~)%, s € R, 136. lim(1 + ).
r—-50 T—00 T z—0

Vizsgéljuk meg, hogy alkalmazhaté-e a L'Hospital szabily az aldbbi hatdrértékek-
nél.
2% sin 1 T — sz
1378 im ——&, 1387 lim ———
z—0 smzx =0 g 4 singy

Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvényeknek a mmegadott intervallumokhoz tartozé
mfimumét és szuprémnumadt!

139, f(x) = 22, (1,00),

2 P .
140. f(x) =1+ 2+ = 2| + ‘E—E)c—z, (0,00), n € N 1dpzitett egész.
n!
Hatdrozzuk meg az alabbi fuggvények grafikonjinak aszimptotait!

141. fla) =

In
S 142. f(z) = zle*.

Fiiggvények vizsgalata

M 11.15A fuggvények vizsgalatahoz és dbrdzoldsihoz az alabbiakra lehet szitkség:

{1) hatdrozzuk meg a filggvény értelmezési tartomanyat;

{2} vizsgéljuk meg, hogy a fliggvény paros-, paratlan-, vagy periedikus-e;

{3} keressiik meg a folytonessagi intervallumckat és a szakaddasi helyeket;

(4) vizsgaljuk meg a fiiggvény visefkedését az értelmezési tartomdny hatdrpontjaiban, szdmit-
suk a fiiggvény hatarértékeit a szakadasi pontokban és a 0o és —co helyeken, keressiik meg
az aszimptotikat;

{5) hatdrozzuk meg a faggvény graflkoruanak metszéspontjait a koordinatatengelyekkel;

{6) heressiik meg a szelsoertékhe{ygket #5 agokat a szakaszokat, ahol a fuggveny monoton
ntvekvs, illetve tstkkens;
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11. Fuggvényvizsgilat — Paramsteresen adott sikgorbék vizsgélata

(7) keressitk meg az inflexiés pontokat, és azokat a szakaszokat, aho! a fiiggvény konvex, illetve
konkav;

(8) esetleg egy-keét tovabbi tulajdonssg megallapitssa, a grafikonon néhany pont koordinatainak
kiszdmitdsa és az értékkészlet meghatirozisa utdn rajzoljuk fel a fiiggvény grafikenjat.

Feladatok

Végezziik el az f fiiggvény teljes vizsgilatit a bevezetShen leiriakat kdvetve, lha
f{x) az alabbi képlettel van megadva:

1
1437 Lales , 14421 — 28, 1457 2% — 30 4+ 32% — 1,
‘E

4 1— 22

1467 ¥7 — Yx 1, 1477 aresin iT% 148°2%c7,
x
T x 1111
1497z — Zarctg ——, 1507 1515 —=
T dngerl 3:]:2_1

152, 2%, 153, (x +1)* &2, 154, ;1:2 In z?,
155, %7, 156. \/zer, 1572 4elV3-D7 g 5,

158, /z2 +m+1—\/z2—;a+1.

Paraméteresen adott sikgdrbék vizsgilata

D 11.16 Sima giirbeivnek nevezzith az z = z(8), y = (1) (&1 < ¢ < ly) paraméteres
egyenletrendszerrel jellemzett sikbeli ponthalmazt, ha a {{,, {3} nyilt intervallumban

1. az z{t) és y(¢) akdrhanyszor differencidlhaték ¢ szerint;

2. legfeljebb véges sok olyan ty van, ahol &(iy) = 0 vagy §{ta) = 0;

3. egyetlen olyan 1y sincs, ahol egyidejileg #(fy)} = #(2y) = 0 lenne.

T 11.17 Stma grbelv barmely pontjéban az y koordinatafiggvénynek z szerinti és az x koor-
dindtafiiggvénynek y szerinti differencisthanyadosa koziil legalabb az egyik létezik, mégpedig
az zg = z(fp) illetve y5 = y(lp) helyen

froo v 0} d_:v_ (tp)
y{zg) = (t y ha &(tp)} # 0, (dy)y=yg W) ha g{ty) £ 0.

T 11.18 Sima garbeiv barmely pontjaban az y koordinatafiiggvénynek z szerinti és az = ko-
ordinitafiiggvénynek y szerinti masodik differencialhanyadosa koziil legalabb az egyik létezik,
mégpedig az zg = 2(fg) helyen

dy' /dt yT — 4% .
#zp) = ( = ( - ) , ha &{ 0,
¥ (xo) dafdi ), 7 )i {to) #

illetve az y és x felcserélésével adodé képlet érvényes az yo = y(ip) helyen, ha #{ty) £ 0.
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11. Figgvényvizsgilat — Paraméteresen adott sikgtrbék vizsgalata

Feladatok

A D 11.16 szerint mely (t,#2) intervalluniokon lesz az aldbbi paraméteresen meg-
adott giirbe sima gorheiv?

1 .1
158, r =%, y =13, 160. z = Jt|, y=22+1, 161.z =cos Ty =sin g
Hatirozzuk meg az alibbi paraméteresen megadott x — y fliggvény a szerinii els§

és masodik derivaltjat a paraméter kikiiszshilése nélkiil:
162% e = 312, y = 28,

163. v = 6¢2, y = 3

164. » = e'cost, y = e'sint,

165. v = 3tgt —1, y = 25 4 2,

166. = = % y = RTZZCTZT 13.1.18

Hatarozzuk meg az aldbbi paramnéteres egyenletrendszerrel adott gorbék ¢y para-
méterértékhiez tartozd érintSjének egyenletét:
167T. =4t +¢%, y =212, tg =1,
168. 2 =2t — 2, y =3t — 13, (a) tg = 0, (b) t¢ = L.
Hatarozzuk meg az alabbi paraméteres egyenletrendszerrel adoit gorbék £y para-
méterértékhez tartozé simulékirének egyenletét:
1
7
170. 2 =t —sint, y =1 —cost, tg = 7/3.

171. Mutassuk meg, hogy az x = 2t + [t], y = 5¢% + 4t}f| paraméteres egyenlet-
rendszerrel megadott o — y fiiggvény t = 0 esetén differencidlhaté.

3
169. r =2t — -, y:2t+—?—, to =
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12. fejezet

Hatérozatlan integral

Hatdarozatlan integral

D 12.1 Azt mondjuk, hogy az egyviltozés valés f fuggvénynek a H halmazon primitiv
fliggvénye az F fuggvény, ha a H halmazon f és F értelmezve van, tovabba F differenciathaté
a H halmazon, mégpedig

Fl(z)= f(z), ha z€H.

Az egyviltozés valés f fiiggvény primitly fugguényeinek dsszességét az [ hatérozatlan integ-
raljianak nevezziik és a kivetkezdképpen jelsliik: [ f(z)dz, vagy ir

T 12.2 Ha az egyvéltozés valds f fiiggvénynek valamely [ intervallumon primitiv fiiggvénye F°
€s (7, akkor van olyan valds C szam, hogy az [ intervallum minden z elemére G(z) = F(z)+C.

D 12.3 Az elemi fliggvények differencialasi szabslyaibsl adédé integralasi képleteket alapin-
tegraloknak nevezzitk. A fontosabbak:

f Mar= T 0% han o1 fid =In|z| + C%;
.'ca:-n+1 yhan . S de =zl +C%
fezdx=e’-’+C’, /azdm:—oi—-i-C;
na
fcosmdm:sinm+C, fsinzd:s:—cos¢+€;

1 . i ..
/coszmdm_tgm-}_c’ fsinzmdz——&gz+c’
[\/i_mgdxza,rcsin:t:+C=—-arccos:c+C, /T_lti—x-ﬁdxzarctgz+6’;
/chmda::sh-a:—#c, /shmdm:chx+€;

i ! ..
/Chzxdm:thm+0, jshszl:c=~ctha:+6,
f 1+1da:::1n|x+\/m2+1[+C=a1j_shx+C,

T

1
f 1dm=.ln|a:+\/32—1|-§-C=9,1_-chz+C',
x —

1 1 £+1
/l—xidz*im!s’—-l

L Ot = arthz + C*,  ha|z| <,
~ {arcths +C*, halaf> 1.
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12. Hatarozatlan integral — Az integrélds alialanos szabdlyal

Ahol C* jeldh az integraci6s konstanst, ott ezzel azt jelezziik, hogy az integrandus értelmezési
tartomanya t6bb intervallumbél dll (az 2™ fiiggvénynél csak negativ n esetén), az dsszefiig-
gés pedig csak egy, de barmelyik intervallumon érvényes. Az egész értelmezési tartomanyon
érvényes sszefiiggést (igy kapunk, ha minden intervallomon kilén konstanst hasznalunk. Pi.:

/ld _[lna, ha 2z > 0,
z T \n{—2), haz<0.

T 12.4 A fuggvények differencidlasi szabalyaibsl kdzvetleniil adédnak az integralas alakbi
altalanos szabalyai:

M) JU@ £ 9w de = [ fzydnt [ ga)da;
(2) f(k-f(m))d:c =k -ff(x)d:f: {k € R);
v+4-1
(3) ]f”(fv)f’(iﬂ)dﬂf=%{f)~+c, (veR v -1);
(4) LG @) +C

f(=z}
Ha [ f(z)dz = F{2) 4 C, akkor barmely « és b {a # 0) konstansokkal

/f(a:n +b)dz = %;F{ua: + b+ €, specilisan ]f(a:r;} dz = éF(ax} + C.

Ha [ flu)du = F(u)+ C, akkor barmely differenciilhaté g belss fiiggvénnyel

(6) [ 16ted @) de = Figtan+ .
P 12.5 Szamitsuk ki az (—n.;}—jl——@ hatdrozatlan integrljgt. A (3} szabdalyt alkalmazzuk:
dz - {ctg $}3 4 4
(ctg t e = -5 C=—=yctgda +C.
/(sm r)\/rtgz ./ 9) (etga) da % + g Ve vt
P 12.6 Szamitsuk ki az f(z) = %9%:‘—’?- fiiggvény hatdrozatlan ntegraljat. Mivel
sin

{1+ sin? I)’ = 2sinz cosz, a (4) szabaly alapjan

ff(x)dm: %fo(:v}d:l:zln\/l-ﬁ—siitzm-l-c.

d .
P 12,7 Szamftsuk ki az f -—13-;—(,, (a,b > 0) hatarozatlan integralt. Atalakitds utdn az (5)
i+ bz”

szabalyt alkalmazzuk:
1 dz 1 1 b 1 b
/f(z)riz = —]——————2 = - (——arctg\/:'c) +C = —a.rctg\/jm+(.-'.
Sy e e
P 12.8 Legyen f{z}= -——_i—_L_—}.—— Allitsuk el5 jf(m dz-ett A (5) szaballyal:
2 r+41
Jaere- [ o] T - 22t e
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12. Hatérozatlan integrél — Az integrilds dltalinos szabélyai

P 12.9 Szamijtsuk ki az / \.;::s“‘Z:u dz hatdrozatian integralt. A (6) szaballya:
_sinz
fz)de = = ———~f ! -(\/53053:) dz =
-[ \/2(:052x—1 (\/icosa:)z—l
=L arch(v2cosz) + C.

V2

Feladatok

Az Bsszeg- és kitlonbségfiiggvény, illetve a konstanssal szorzott figgvény integralasi
szabélydt alkalmazva oldjuk meg az alabbi feladatokat. (A gyokss kifejezéseket
irjuk 4t tortkitevs alakba.)

f7m4dx, 2. /\5/Eda:,
3. /(t2+6t—5)dt, 4. f(\/E+\3/:c_2)dm,

f Vv ez de, 6. / (Ze"” + g + (:0:2 :c) dx.

Oldjuk meg maradékos oszt4s utan az aldbbi feladatokat:

2_ 3 2
78 /—-—“ Srtd . s /’“’ dz, 9> ]L dz,
T z+5 1 — 2
22 —2v/27z 42 z? z°
10. /——;—:—ﬁ—da:, 11. /$2+a2 dIE, 12. fmdm,
3z
13/ +1,
e’?+1

A T 12.4 alatti (3) és (4) integréldsi szabalyok alapjan oldjuk meg az alabbi fela-
datokat:

160 3z _z
14. /(2:1:—3) dz, 15. /mdi’: 16. /(1+$2)2 dz

2 d
R 18t [ YT— 3z de, 190 [ (a+b2)"dz,
(823 + 27)3‘T
3
z° dx x
20. fr I+ 3 dr, 21. [ 2% 22. /—-————-—dm
Vit 1 V1 —z?
23, /sin3 zcoszdrx, 242 /cos3 zdz, 25. /sin3 z dz,
26. /sinsard:c 27. ]sinza:cossmda:, 28. fsm::
cos
sin® z sin x sinz + Cos
20, f 30. [ 31.
1- cos:c veosd \/smz — cos x
32+ / de L f
) Vsinzcosdz’ zinz’
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12. Hatérozatlan integrdl — Parcidlis integralis

35. /shza:chsmda:, 36. fchsa:dm, are /\/chm+ 1dz,

T 8z -7 2+ 3
R A T
f4m—ld$’ 39 ./4$2—7m+11 o 4 24310
34z T 3z?
2T ge, 42, f-————d 3. f—
41 2x2—3$+1dm 2t 4 a4 g3
d "
44> ]——”’—~ 45° f dz_ 46. /—d“‘—.
sinzcosc sinz shzchz
47. a8 [ 4 49 <y
fsha: ’ _/1+CZI a : ./az+1 s

A T 12.4 alatti (5) és (6) integraldsi szabélyok alapjin oldjuk meg az aldbbi fela-
datokat:

50. f 51 f _da 52 f il
2+3:c2' ) 322 46z + 5’ ’ 322 — 9z — 1’
dx zdx
53. ]—————-— : ) ]———~———— 550 [ -28%
m2—2m—3d$ 54 z2 — 6z — 16’ 44 g4’

3

z z dx

567 f——d , 577 f——d s 58. f————,
at — g2 " 28— 2% 9z2 — 6z + 2
dz

dz dz
59 [ —— . 60! [ ———— 81 f——-—-————~
/\/93: —6m+5 ]\/93:2—63:—3 V3 + 6z — 922’

62. f 63. [T __ 64, [ %
\/33:2 S VRTET S A+ anE
ev? e* N dx

65. / \/l“ Ty 66, f\/f:——ezzd.’c, 67! /mdm,
sinln z > shz - da

68. / — dz, 69 \/M 70. /Ilm,

dr dz a?b? dz
SY S T /_,_.____, |
zlnz-lnlnz’ sin®z + 2cos?x a?sin’z + b2 coslx

Parcialis integralas
D 12,10 A szorzatfitiggvény differencidldsi szabalyabdl nyerhets

[ £ @0ta)ds = f(2)g(s) - [ (o) (@) dn

képletet a parcidlis integrdlas képletének nevezziik, és ha ezt a képletet alkalmazzuk, akkor
azt mondjuk, hogy az illets fiiggvényt parcislisan integraljuk.
A parcidlis integrilasra kiilondsen alkalmas fiiggvények tipusai:
1. tipus. A
p(z) tlaz +b) (e,beR; a#0)

alaki figgvények, amelyekben p: polinomfiiggvény, i: a sin, cos, sh, ch, exp valamelyike.
Ebben az esetben legyen f'(x) = t{az 4 b} és g(z) = p(z). Annyi parcidlis integraldsra lesz
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12. Hatarozatlan integral — Parcialis integralas

sziikségiink, amennyi p foka,
2. tipus. Az

" In"2 (neN, veR, v# -1)
alakii fiiggvények. Ebben az esetben fegyen f'(z) = 2¥ és g(x) = In" x. Itt n parcialis integ-

ralasra lesz sziikség.
3. tipus. A

ti{az +8) - la{er +d) (a,bdeR; a#0, ¢ £0)
alaki fiiggvények, ahol 1) és ty az 1. tipusnal a t-ként felsorolt &t fisggvény valamelyike. (Az

f'(x} és g{z) megvalasztasshoz lisd P 12.11.)
4. tipus. A

p(z) - e(z)

akakil fiiggvények, amelyekben p: polinomfiiggvény, a: arkusz- vagy areafiiggvény. Ebben az
esetben legyen f'(a) = p(z) s g(z) = a(x).

P 12.11 A 3. tipusd fiigguények parcidlis integralasanal egyenletet irhatunk fel a kiszamitanda
hatdrozatlan integralra, mely egyenlethez két médon is eljuthatunk. Szemléltessiik ezt az

I= /e” sinbz dx (a,b # 0 konstans)

kiszamitasan. Eljarhatunk dgy, hogy /-t két kiilonb6z6 médon parcidlisan integraljuk, egyszer
Fie) = sinbz és (=) = "% valasztassal, majd f'(x) = €%, g(z) = sin bz vilasztsssal:

_ oz €08 bz

b
axr b
f= e—~siu bz - —/c“r cosba dz .
a a

I= +§/e“’:rosbmdm,

b . a .
Az =ls6 egyenletet —-val, a masodikat E-vel szorozva €s Gsszeadva kapjuk, hogy
a

(12 + b2 0 Pt ar

b a ¢
At == ——sinbzr—~ —c b8l | = ———=(asinbz—bcos
al b[ s 5 sin bz - coshz, amibs! [ ng_l_bg(asm z—bcosbz)+C

Eljarhatunk tgy is, hogy a fenti els egyenletben tovabb integraljuk parcialisan a masodik tagot
Ff'(z) = cosbr, g{x) = e** vilasrtassal:

[ ot cos bz E( arsinbz @

- f e"Fsinbrd ) = ﬁ(nr sinbr — beoshz) — ﬁ1’
b b b h ) Tt . b

Ebb&l ismét
azr

I= m{&sm bz — beoshz)+ C.




12. Hatdrozatlan integrdl — Integralds helyettesitéssel

Feladatok

A parcidlis integrdlds mdédszerével oldjuk meg az alabbi feladatokat:

742 /zcosa;da;,
7. /:ccos 2z dz,
80. j3;3 cos ¢ da,
83. /:ce“z dz,
86. f 2 cos 2 dz,
89. feI sin®z dz,

02 / arcsin \/_

95° /a:a,rctgs:dz:,
x? alctg:L

8. [

101. [z de,

104. /in(mz + 1) da,

107, fa:zln(l + z)dz,

110"/Incos:rd$,

cos? 2

75. / zsin 2z dr,
78. / =% sin 2z dz,
81. faccoszmd:c.
84, ]mze_h dzx,
87> / e"* cos bz dzx,

90. /a,rcsina: dx,

1
93. /arccos- dz,
T

z—1
96?/ ctg T da,
arc g:c-l—l T
rarctgw
99, .y )
vi+4zt

102. /In3zdm,

105. /In 8

108. flllldw

Ili.fmsha;d:c,

113. f(2:t:—:r:2)sh:cdx, 114./ch:f:cos5$dm.

115. Igazoljuk, hogy [cos™ xdz = - cos™™ Tesing 4 21

i

76. j 2% cos 2z dz,
79. /xasina:da:,
82. [a-3%ds,

85, fe“‘ sin z dz,
88. / 52 cos 4z dx,
a1. f(arcsin z) dz,

94. ]arctg % de,

o7. /arctg Vi dz,

1085"]111 zdx,

lnz\?
03. —1 4
1 j( - ) T,
4
106. f1g~d$,
z
109. f:c”lnmd:c, (v # 1),

i12. j$3 ch 3z dz,

=1 [cos" 2z dz (n € NF),

116. Igazoljuk, hogy [sin" zdz = Lsin® 1z cosz + % [sin® 2z dz (n € NT).
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12. Hatérozatlan integral — Integralds helyeitesitéssel

Integralis helyettesitéssel

D 12.12 Az f(z) fuggvény helyettesitéssel trténd integralasarsl beszéliink, ha

1. az z véltozé helyébe valamely t valtozonak egy invertélhats és differencigthats u(t) figgve-
nyét helyettesitjitk; kimutathats, hogy ekkor a dz helyébe az w'(t) dt kifejezést kell frnunk,
€s a szamitdst a kdvetkezoképpen kell folytatnunk:

2. elvégezzitk a t szerinti integralast;

3. végill az u fuggvény T inverzét véve a t = W(z) helyettesitéssel visszaivjuk az eredeti z

viltozét. Képlethen:
ff(:c)d;r: = (/ f(u(t))u'(t)dt)iza(r).

Megjegyzés. A gyakorlatban esetenként nem kbzvetlenil az z valtozé helyébe vezetjiik
be az u(t) figgvényt, hanem az f valamely belss fiiggvényét helyettesitjiik valamely mas
fiiggvénnyel, vagy egyszeriien = valamely fiiggvénye helyébe frjuk a t valtozét. Ez az utobbi
eset azonos a (6) képletben leirttal.

T 12.13 A leggyakoribb helyettesitések: Legyen R(z,y) egy racionalis tortfiggvény. Az
aldbb konkiétan megnevezett f és g fiiggvényekbd! felépitett R(f,g) fiiggvények integrildsahoz
haszndlatos helyettesitések:

Az R{sinz ,cosz) tipus esetén a tg% =t helyettesités. Ekkor

sinz Cai cos L 2dt
= ——— r=———, LT = ——.
141427 412 142

Ha R(sine,cosz) = R{- sin 2, — cosz), akkor hasznélhaté az altaldban egyszeriibb tga = ¢
helyettesités is. Ekkor

sin’z = - cosgx——i—~ d:t:——dt—

Toi42 T4 T4

Az R(shz,chz) tipus esetén vagy az ( R(e”) esetben hasznathats) e = ¢ helyettesités, amikor
de = ‘—? vagy a th § = u helyettesités, amikor

2u b 1+ u? 2du
, € = N r = .
u2 ‘ 1—u? 1—u?

Az R (nc , \/1——';‘2) esetén a helyettesités z = sin f.
Az R (:v ) \/$2—+_1) esetén a helyettesités = sht.

Az It (:c s \/;2_———1) esetén a helyettesités o = cht, haz > 0, és
az R (z RV 1) esetén a helyettesités z = —cht, ha z < 0,

ha =
sm'i

E
Az R (m%,mg‘,...,aﬁ) {a,b,e,d,... k1 € N+) esetén a helyettesités = = »*, ahol A a
kitevSk nevezbinek legkisebb kizds tobbszarase.
P 12.14 Gyakran az alkalmas helyettesités megtalalasshoz az integralands fiiggvényen &ta-
lakitast kell végezniink, Keressik példaul a V1 + 2z — z? fiiggvény hatdrozatlan integraljat.
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12. Hatarozatlan integril — Integralés helyettesitéssel

Eisbb atalakitiuk a fliggvényt:

I:/VTIE;TEHz:/JQ—@—1?@=v€f”l—(%%QZM‘

. -1
Ez utébbi alak az » = 3—\7_2— helyettesitéssel R (u,vt_— uz) tipust lesz, amelyre a T 12,13
szerint az 4 = sin t helyettesitést alkalmazzuk. A t8bb lépésbsl 5116 helyettesités egy lépésben
. -1 .
is elvégezhetd: d = sin i, Ekkor dz = 2costdt, &s

V2
I = \/ifcost-\/icostdt:2/cosztdt :Q/Mdtzt-}- 511';21 +C =

z—1 z z—I - 13\?
= arcsin +sint-cost 4+ C' = arcsin 1—- ( ) +C =
\/i \/_ V2 V2 :

vr-uz—UVI+m~w +C.

P 12.15 Elsfordulhat, hogy a fentiekben ajanlott helyettesitésnél kevesebb szamoldssal jaré
dx
—— (> |
| =

shidt di
lott helyettesités: x = cht. Ekkor dz = shitdf és T = ] a:\/1—2—— fcht i /a
2du

1+TL2 =

= arcsin

helyettesitést is talalhatunk. Szamitsuk ki példaul az ) integralt. Az ajan-

Ez utébbit megoldhatjuk a th 5 = u helyettesitéssel: a {13} képletek szerint [ =

chit—1

nietbsl u z—1 tehat /—dm
egye | = = , —
4 chi+ 1 z+ 1 sVl — 1

2
2arctgu + C. Achi = } + ug

/1:
2arct S
arctg P -|-(

. 1 !
Szamitsuk ki ugyanezt a feladatot f = — helyettesitéssel, Ekkor dz = - és
T
1 1 dt i
I:/t-————-(——) dt:—]——— = arccost + C = arccos — + .
’flﬂ' —1 tZ Vvi-i- x

Lathatd, hogy ez utébbi helyettesités kevesebb szdmoldssal jar.
Megiegyzés. Az /T; integralt mas médon is kiszamithatjuk. Bovitve a tértet chi-vel és
cht

ch? ¢ helyére {I + sh? )-et irva, u = sh it helyettesitéssel
chidi du i
I:f :/ = arctgu + C = arctg(sh) + € = arctg Va2 — 1 + .
1+ shii 1+ o2 g g( ) g
Mis atalakitsssal és u = e’ helyettesitéssek:

dt ({t et dﬂ' :
f= T, s .= - = = ; T
./cili f Iiet+et) 2-/ ey | di 2/ T 2arctg{e’) + C

Az 2 = cht egyenlséghsl ¢ = archt =In (1: + V=2 - 1), tehit / = 2arcig (E + vzl - 1)+
C.

Differencidlassal meggy8zédhetiink arrdl, hogy mind a négy modon a megadott fiiggvény hats-
rozatlan integraljat kaptuk meg az (1, co} intervallumban. Ez azt is jelenti, hogy az eredmények
jobb oldaldn els& tagkent 3116 fiiggvények legfeliebb konstans Ssszeadandéban térhetnek el egy-
mastdl,
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12. Hatérozatlan integrdl — Racionalis tortfiiggvények integréldsa

Feladatok

A T 12.13 alatt felsorolt helyettesitések valamelyikével vagy mds alkalmas helyet-

tesitéssel oldjuk meg-az alabbi feladatokat (a, b, ¢ konstansok és a > 0).

117?] 1~ x2de,
120. /\/5 + 322 da,
dz
123. f—
et o
126?]\/1 + 22 da,

129?1/1 z - dx,

132. f\/xz + 92z + 2dz,

135. /\/15 42z — 22 dx,

dx
137./————-—————,
V22 + o
140./—4—"!3’—,
x4z
143. f—-‘/i-—d:c,
z{z + 1)
1— 2
146?/1/——£§—$dm,
14 cos?z

149.[ dz

coszx
152?]———@7,
1—-sin*zx

155. fm” dz,

I

e'2..'1:
158. / dx,
et +1

118./ a? — zde,

2
T
121.]——&2—\/—-_=$2d$,
124. /'\,/(3:2 —1)%dz,

Wl
127.f_$.2-|—_]'_d$‘
T

130?/ V3 -2z — 22 da,

119. /\faz + z?dz,
122?/z\/c+xdﬁ:,

dx :
125.»]\/(_77';@,

128?/,/ T de,
r—1

131./\{5 — 322 dx,

133?/ /32 — 8z + 1dz, 134. /\/5 — 22 + 22 dz,

dr
136.f :
(a® + z2)vaZ + 22
3 3
rdx 2%dx
138,]————*, 139./——,
V14 22 V14222
141 f dz 142 f dz
Y oVE(+ Yy
VT ]‘ dx
4. | = dz, I et
14 / vat 41 de, 145 sinz + cosz

1477 / dz
J 14sina’
150. ]—JL
54 3cosz
dz
153?/———,
sin® z cos? 2
156?/~—iix——,
/1 —sintz

1
159.f—d ,
shzx e

12-8

148. /___‘E"__
1 +cosz
d
151. f-——g——
5+ 4sin 2z
322 — 1
154P/~3—§dz,
(#2+1)

157?/\/ez “1dz,

dz
>4
160: .[ c+beosz’



12. Hatarozatlan integrdl — Racionalis tortfuggvények integrildsa

Racionélis térifiiggvények integralisa

T 12.16 A val6s egyiitthatés racionslis R(x) térifiigguény maradékos osztassal
{z)
’(z) = g{=) +
alakra hozhat6, ahol P(z) fokszdma kisebb Q{z)} fokszamanal.

T 12.17 A Q(2) valés egyiitthatés polinomfiiggvény egyértelmien elGallithatd elssfoki, és
negativ diszkriminansi masodfokd polinomfiiggvények szorzataként:

Q(z) = apz — 21)™ - (z — 7)) (= + bz te) (@ + o+ o)

T 12.18 Ha Q(z)-nek az el6z5 tétel szerinti felbontasa ismeretes, akkor g%:—; tertfiggvényt
a
1 1 ¥
Py AD A Al
Qz) z-=z1 (z-m)? (& -z
k k k
z -z (z— ) (z — zp )
1 1
BUs+c)  glayc®  Bile+cy)
2?4 bz + ¢ (a;2+b].7:+cl)2 ($2+61m+c;}ﬁ1
{ {
- Pzl B0l | BPe+cf)
22 + bz + ¢ (22 + bz + c;)2 (22 + by + c;)ﬁz

képlet szerint elemi tdrtfiggvények (parciilis tortek) dsszegére bonthatjuk. Az itt még isme-
retlen A1), B 0} sz8mok meghatarozasara egyenletrendszert frhatunk fel.

P 12.19 Szamitsuk ki az —;—— fiiggvény hatarozatlan integraljat.
A

A nevezSt a T 12.17 szerinti alakra hozzuk: 2%+ 2% = ¢*(2® +1). Ezt felhasznélva a figgvényt
elsallitjuk elemi tortek dsszegeként:
1 _A Ay A3 Ay Bt C
4z 4 1) ¢ z? ot 241
A jobb oldalt dsszevonva, a két oldal szamiéléjanak azonosan egyenliSnek kell lennie:
1= A1z¥(22 + 1)+ 4223 + 1) + Asz(z® + 1) + As(z? + D+ (Bz + C)et .
Atrendezve z hatvényai szerint:
1= (A1 + B)z® + (A2 + O)zt + (A1 + A3)e® + (Ag + Ag)2? + Azz + Ag.

A megfelels egyiitthaték Ssszehasonlitisaval:

As=1, A3 =0, A1+ B=0, A+ C =0, A1+ A3=0, A+ A3 =0.
Ezekbslt A) =0, Az = -1, B =0, C = 1. Tehat

/dx -](l+l+__1_._)d_1 1 e
a6 4 22 T 22 " xt T 2?31 = 333+&ngm )

Amennyiben Q{z) gydkei kozott t5bb egyszeres gybk van, az Ag-"), B}i), CJ(-i) szémok megha-
tdrozdsst célszerdbben az alibbi példéban szemléltetett médon végezhetjiik. .
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12, Hatdrozatlan integrdl — Vegyes feladatok.

2

P 12.20 Szimitsuk ki az
1—z4

bontjuk a fiiggvényt:
2

fiiggvény hatdrozatlan integraljat. Elemi tortek Ssszegére

ge —z? _ —x? A B Cz+ D
1ozt 2l -1 (22 1)(a241) z-1 t ot 22417

EbbSl ~2% = A(z + 1)(z? + 1+ Bz - (22 + 1)+ {Cz + D)(=? - 1).

Legyen z = 1; akkor ~1 =44 , azaz A = —;lf.

Legyen # = — 1; akkor —1 = —4B, azaz B = %

Legyen = = 0; akkor 0 = A — B — D, azaz D = —%.

A C-t az z egyiitthatsibel sllapitjuk meg: A+ B~ C =0, azaz C = (0. Tehat

/jz—dm—fidm—/(— ! + ! - 1 )da:—
l—agt ™ [t 1™ 7 Az —-1) 4z +1) 2=+ 1) B
z+1
r—1

1 1 1 i
= —Zln lz - ]|+Z1“F3+1|_ §arctga:+C— 4—11!

1
’—Earctgm—i—c.

Feladatok

Integraljuk az alabbi racionslis tortfiiggvényeket, illetve helyettesitéssel ilyenekre
visszavezethetd figgvényeket.

1 1 2z 43
161> 162, — -~ 163, —— 2
z3 - 8§’ z? -2z -3 (z — 2}z +5)
z—3 1 x
64. s . ) 166.
164 ¥ —z 1?5 zt — g? (z + 1)z + 2)(z +3)’
z* — 622 + 11z — 5 vd —22% 4 4 1
> 168> L L T 169, — -
167 (z —2)* » 16 e3x —2)2 " (z +1)%(22 + 1)
z > 1 — .6 9o 8 — gt
170. Ry 171! m(3+5$5},(u = z%}, 172! T T3 (v = a?),
173. 9= yraplnztl 175. /-@
e* —3 z% —1 z+1
Vegyes feladatok.

1762 Hatarozzuk meg az /a:f"(:r;) dr integralt.
177. Hatdrozzuk meg az / f'(2z) dz integralt.
1
178 Hatdrozzuk meg az f fiiggvényt, ha 2%y = p (z > 0).
179> Hatérozzuk meg az f fiiggvényt, ha f(sin®z) = cos®z.
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12. Hatérozatlan integral — Vegyes feladatok.

180. Legyen f folytonos és invertalhato fiiggvény, inverzét jelslje f~1. Mutassuk
meg, hogy ha

/f(:c)dzv = F(z) + C,
akkor .
JF @ de =257 (@) - R + €.

Ellenérizziik e formuldt az 2", €®, arcsinz fiiggvényekkel!
Hatérozzuk meg az aldbbi integralok értékét.

181?fi$|d9:, 182./a:|n:idx, 183. /(i1+z;~11—$;)dw,
184. f el gy, 185. / max(1,2%)dz,  186° ] s,
14222 zdzx
o7 [ 2 e e [oaer g e [ S
22(1 + z2) +:r:2) 188. [eln{d +a7)de 28 —102% + 9
z3dz 2r -3 32 -2
o) el [ B g e 32,
19 3:4—:1:2+2 191 9$2—12$+4dx, 192 z2+4a:+8d$
1 T
193# j , N ./————~—a’ ,
1+$4 194 xz—z-%? 195 i 2g2 1%
d
1967 f 197. ] 108. [ .
cos z’ sm z’ sh® z
199[ 200/ 201.ftg3:cd:c,
costz’ sintz’
1+ tg: 1
zoz.f T, 203. / +oos’s 204.]tg2mdm,
sin 2x 1 + cos 2:5
205. ] tg® z dz, 206. / sin’z 207, f cos® z dx,
cos?
o 2 g 9z Shs.'l,"d
2 8./$(arctg3:) dz, 209,fa: a® dz {a > 1), 210.]Ch4$ T,
dz dz
11./————, 2.*[——*—, 2.]'1 dz.
2 aibeha 12 (@t bsha)? 13, {sinlnzde
] ST :
214./\/1‘ 14 vz +1d.7:, 215-[ sin z cos ¢ iz,
vzt —1 \/azsin2z+b?cosza:

sinx 1
216./ Tne V14 3cos? z dx, 217./2tgm‘f1-§- dz,
cos? cost z
d
218.]sin;vcosx\/cosﬁm-|-sinﬁrcd:r;, 219.f—~—$——,
(a+bcosz)?
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13. fejezet

Hatarozott integral

A hatérozott integral fogalma és tulajdonsagai

D 13.1 Legyen f az {a,b} intervallumon legfeljebb véges szami pont kivételével mindeniitt
értelmezett korlatos valés fiiggvény, tovabba legyen
B: a=a9<z1<29< <=0

az [a, b] intervallum valamely beosztasa, és legyen £ € [z;_),2;) (i = 1,2,--+, n). Az

i
I=) f(&)(zi— z1)
=1
Usszeget az f fuggvényhez, a B beosztashoz és annak [€1,&n, - - -, £,,] reprezentansrendszershez
tartozé integralkdzelitd Gsszegnek nevezzitk.

Ha az [a,b] intervallum minden hatéron ti] finomods [Bm; m € N1] beosztdssorozata-
hoz tartozo integralkdzelitd tsszegek barmely [I,,] sorozatinak van hatérértéke, akkor azt
mondjuk, hogy f az [a,b] intervallumon integralhats; ezt a hatarértéket — amely minden
ilyen [Ir] esetén ugyanaz a szam - az f fuggvény [a,b] intervallumon vett hatarozott
integralianak nevezzitk és igy jeloljik:

f:f(;c)dm vagy j:)f.

T 13.2 Bérmely integralhatd £, g fiiggvényekre és barmely a, b, ¢ valés szimokra érvényesek
az alabbi tutajdonsigok:

m [ senae=c- [ fe)ae,

2) /:(f(z)w(z))dz = ]j fe)ds + ]:g(z)dz,
(3) [ r@rda =0,

@ [ r@rds = - [ ey,

(5) ]:f(w)dmff(m)dwjff(z)dz,

(6) m-{b—a) < ff flzyde < M -(b- a), ahol m az f fiiggvénynek alsé korldtja, M
pedig felss korlatja az [a, b] intervallumon.
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13. Hatdrozott integral — Improprius integralok

T 13.3 (Integral-kizépértéktétel.) Ha az [ fuggvény az [a, b intervallumen folytonos, ak-
kor integralhaté is, és van olyan ¢ € {a, 8], hogy

(7)

= f{e).

T 13.4 Newton-Leibnitz-formula. Ha f és F fuggvények az [, b] mtervailumon folytono-
sak, tovabba F' a f-nek primitiv figgvénye az (a,b) intervallumon, akkor

(8) fa Hz)dz = [F2), ahol [F(z)]! = F(b} - F(a).

P 13.5 Keressiink olyan ¢ szémot, amely kielégiti az f(z) =

1
T3 42 filggvényre és a [-1,1]
x
intervallumra vonatkozé integral-kozépértéktételt.

A (8} alapjan
j dz [ ¢ ] i [71" ( ‘.'r)} w
1 l—i-:c2 arcle 17914 4 4

4 -7 .
, azaz c® = — ,Tehat két ilyen szém van:
Fis

LT
s ezért (7 t— =
és f{e) = 02 ezért ( )szerm y

4 T 4—7
és cg = .
" T

I+ ¢?

o=~

Feladatok

3
17 Szamitsuk ki az f(x) = = + 1 fliggvénynek a B = {0, ! —1- —,1} beosztashoz

372747
. 1224 .
ésa {-, 153 5} reprezentdnsrendszerhez tartozé integralkdzelit§ Ssszegét.

Szamitsuk ki a megadott integralokat a D 13.1 definicié segitségével tigy, hogy az
adott intervallumot n egyenls részre osztjuk és reprezentansrendszernek az inter-
vallumok bal vagy jobb végpontjait valasztjuk:

1 2, 2
27 / zdrz, 3. f z° dz. 4, / 2dz.
0 0 0
1 1 3 5 4
st [edes [ —ades [a%de, 6 [ (5054 1) dot [ (520 +1) o
0 2 3 ] 5
4
77 Adjunk also és fels§ becslést az T = ] c_zz sin Edz integral értékére!

Keressiik meg azokat a ¢ szdmokat, amelyek kielé tzk az alabb megadott f fiige-
vényre és [a, b] intervallumra vonatkozo integral-kdzépéricktstelt.

8> f(m):Sx?‘ [—4,-1], 9. fle)=v2z+1, [4,12],
10. f(ac)-—;)sz— [o,%], 11. f(z) = sinz; [0323]

12. f(z)=sinz; [0,7}.
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13. Hatdrozott integral — Improprius integralok

Improprius integrilok -

D13.6 Az I = [a,00), ll. I = (—o0,b],ill. I = —00,00) intervallumon értelmezett f
fiiggvény (végtelenbe nyiils) I intervaliumon vett improprius integraljinak jele &s értelmezése:

amennyiben f minden véges [a, b] intervaliumon integrilhats, és a jobb oldalra irt hatarértékek
Iéteznek {a legutsbbi esetben gy, hogy a és b egymastd| figgetlentt! tart minusz végtelenhez,
illetve végtelenhez). '

D 13.7 Haaz [ = (a,b],ill. I =[a,d),il. I = (a,b) intervallumon értelmezett f fuggvény
az I-hez nem tartozé hatarpont{ok) kérnyezetében nem korldtos, de integrafhaté minden
(t,8 (e < &) ill. {a,u] (v < b), ill. Buj{e<t<uc b)

intervallumon, akkor az f fiiggvény [a, b] intervallumon vett improprius integraljanak jele és
értelmezése; :

b b b u u
0 = h il. = K . u
a  fr=gm frm e [ L%;:}:%j;f,

amennyiben a feltiintetett jobb-, ill. baloldali hatirértékek léteznek (a legutsbbi esetben tgy,
hogy t és u egymastsl fiiggetient! tart jobbrél a-hoz, illetve balrai b-hez).

D 13.8 Legyen értelmezve az f fiiggvény az {e,u} U (,8) halmazon. Ha f nem korlatos az
u kérnyezetében és esetleg az o vagy a b (vagy mindkett3) kérnyezetében ser (vagy o = -
ésfvagy b = o0), de az f fiiggvénynek az [a, 4] & [u,b] intervallumokon vett improprius
integralja létezik, akkor az f fiiggvény [a, b} intervallumon vett improprius integralja:

b u b
(1) / f(z) dz :=f (=) dx-i—f () da.

a a u
Ha a fenti definicickban szerepls hatarértekek valamelyike létezik, akkor az iflets improprius
integralt konvergensnek nevezziik (ellenkezs esetben divergensnek).

dz

O
P 13.9 Szamitsuk ki azf T

improprius integrélt (ha létezik). Az alsé hatdrra a
1
(10) alatti els5 képletet, a felss hatarra a (9) alatti els5 képletet alkalmazzuk. Akkor

/00 dz = lim /b dx = 1 [2 . 1]5 B
1wz -1 =it Jo 2z -1 “E_'.I‘i“ arctg vz =
= lim (2a,rctg\/b— -2arctg\/a—1) :2'5_2'027"-

a—~1+40
b—ro0

d )
{Az ] —% hatdrozatlan integralt legegyszerfibben az u = /z — 1 helyettesitéssel sza-
VT ~
mithatjuk ki.)
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13. Hatdrozott integrdl — Improprius integralok

Feladatok

Allapitsuk meg, hogy az aldbbi nem korlatos fiiggvények improprius integraljai,
illetve a végtelen intervallumokon vett improprius integrilok konvergensek-e, s ha
igen, hatdrozzuk meg az értékiiket.

0 -
2 dg dx 2q.
13¢ ] = 140 f———-— 15?[ V224 da
0 /4 — x? A 5/(3,_*,2)4 0
3
16 /1 = 17 \jﬁ 32" de 18 j do
. z z, . o S— . ——,
—1 J 17/(3:3 _1)2’ % V2 ¥1
* dzx arcsin /7 1y
19. j L 0. [ MemvE 21. ] n?cd
2a+2 2 b Ji—=zx de, o TET,
o0 0 dz 1 dz
22> / 3 23. =z 24. / &
1} ¢ ’ —00\/1+m2, —-oo3+4$2’
25 /m de 26 je % dg 27 fm ~% dg
. — . , . Te ,
o 3 fox 1 12 —co o
L 0 dr o0 .z
28, L s’ 29. fz Tz 30. ‘/g e " cosxdr,
fo's] 2 o0
31. f(l—li:) dz, 32. f zle™ ¥ dy .
S\ = 0

13
332 Keressiink olyan b # 0 valés szamot, amelyre _/[; Inzdez =0,
Szamitsuk ki az alabbi hatdrozott, vagy improprius integralokat.
2 x o0 dx
34. /; (16$ - - 43) d:]:, 35. /ﬂ 0032 23, 36. ./—eo W,

o 1 Z dz 1 dx
37. f 4, 38. /—-—— 39.] ,
e 14z / /(3_1)3 0 V1—-=z
2

0 de dz 4 dx

40. ] —, 41, f—-—— 427 / —
-3 V1 —dz? S 3\/(:1:—1)2 1 flz -2z — 3]
1

43. [ L.
-1z

Bizonyitsuk be, hogy ha p > 0 konstans, akkor

1 H 1
4as /lw-l-dmz{f‘—? iaPZi’ as: [ idm={1“—$ vhap<i,
ap<l.

zP oo,
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13. Hatarozott integril — Teriilet

Teriilet

D 13.10 Legyen f az (a, b) intervallumon elgjelet rem valts, korlatos, és legfeljebb véges szamd
hely kivételével folytonos valés fiiggvény (az @ = —oo és a b = oo esetet is megengedve), A
sikbeli derékszégl koordinita-rendszerben az y = f(z) egyenletd gorbe, az (a, b) intervallum,
valamint (véges o és b esetén) az # = a és az 2 = b egyenletd egyenes altal hatarolt sikidomot
az f figgvény és az (a,b) intervallum altal meghatérozott girbevonalii trapéznak nevezziik,
és ennek tertiletén az

b
]a |f(=)| de

hatarozott vagy improprius integralt értjitk, feltéve, hogy ez az integral létezik.

Ha az y; és ya is az [a,b] intervaliumon értelmezett korlatos és legfeljebb véges szama hely
kivételével folytonos valés fliggvény gy, hogy minden 2 € [a,b] esetén y; > yo > 0, akkor
az y = y1{z) és az y = ya(x) egyenletd gdrbék, valamint az = = « és az 2 = b egyenleti
egyenesek altal hatdrolt sikidom teriiletét az

b
[ @) - ne)a

integréllal szamitjuk. Ezt a teriletet roviden a két gorbe kizétti teriiletnek mondjuk.

Ha az f filggvény az (e, b} intervallum egyes részintervallumain az f{z)} > 0 egyeniGtlenségnek,
a tobbi részintervallumain pedig az f(x) < 0 egyenitlenségnek tesz eleget, akkor részinter-
vallumonkeént kiildn szamitjuk ki a teriiletet, és az ezekre kapott értékeket asszeadjuk.

P 13.11 Szamitsuk ki az f(z) = 2% — 2z fiiggvény &s a [-1, 3] intervallum altal meghatéarozott
gorbevonalli trapéz teriiletét. A fiiggvény graftkonja a [~1,0) & a (2, 3] intervallumon az 2
tengely felett, a (0,2} intervaliumon az z tengely alatt halad, ezért a keresett T teriilet:

0 2 3
T:/l(a‘:z—~2m)dm—/ (12—21:)613:{-[) (2% - 22)de =4,
- o 2

T 13.12 Gorbevonalii trapéz terlilete, ha a hatdrolé gérbe = = z(¢), ¥ = y(1) (i <t <ty)
paraméteres egyenletrendszerrel van megadva, akkor az

ty
]t le(2)y(2)] dt

integraltal szamithato ki (feltéve, hogy az integral létezik).

P 13.13 Szamitsuk ki az 31(2) = e® és y2(z) = 8 — 3% egyentetd gorbék kozti teriiletet 0-ta)
a gorhék metszéspontjanak abszcisszdjsig terjedd intervallumon.

A metszéspont abcissz4ja az e® = 8 — 3e” egyenletbsh z = In 2.

A gérbék kozti teriilet:

in 2 In2
T=] ((8—3¢®) — e*) dx = [8z — de”]) * = 4(2In2 - 1).
0

D 13.14 Legyen r egy 2m-né! nem hosszabb [e, 4] intervallumon értelmezett valss fuggvény,
A sikbeli polarkoordinata-rendszerben az » = r(y) egyenletd gérbe, valamint 2 ¢ = o és a
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13. Hatérozolt integral — Teriilet

= [ egyenletii félegyenes dltal hatarolt sikidomot az r fiiggvény és az {a, ] intervallum 3ltal
meghatérozott szektornak nevezziik, és ennek teriiletén az

18,
(12) 5 | re)dy
@
hatstozott integrdlt értjiik, feltéve, hogy ez az integral létezik.

D 13.15 Ha két gorbe van adva, r = r1() és 7 = ro{iz) poldregyenletével &s
r1{¢) > ra(p), ha ¢ € [a, B], akker a két gorbe kozti teriiletet az

%faﬁ [rite) - rite)] dp

képlettel szdmitjuk.Ha egy sikidom tobb, paronként kdzds belsd pont néikiili szektorbél all,
akkor a megfeleld részterlileteket kiilén szamitjuk ki, és dsszeadjuk.

P 13.16 Szamitsuk ki az r = /Zcos 2¢p egyenletli gorbe {lemniszkata) aftal hataroit sikidom-
bdl az r = | egyenletii kérén kivill ess rész terilletét.

I 37 5w
4’ 4] [ 4’ 4
A kér és a lemniszkata metszéspontjaihoz tartozé ¢ értékeknek az 1 = \/m egyenietbal
szarmazé cos 2y = % egyenletet kell kielégltenihk Négy ilyen, a H-ba tartozé ¢ érték van.

P = —-E, Py = -:;—, p3 = 5;, w4 = —. Tehat a (12) képlet és a 4. megjegyzés alapjdn a

A lemniszkatat megkapjuk, ha ¢ befutja a H = [— ] halmazba esd értékeket.

keresett T terillet:

Y
- 7%
T = ff%@ros?p— PVde+ f%_,";(QCOS?@" L} de.

A szimmetria miatt T-t igy is kiszdmithatjuk:
x
T=4-Jf(2cos2¢~ 1)dp=2 (\/_—— %) .
T 13.17 A szektor terillete, ha a hatarols gorbe

az x = x(1), y = t{t) {f1 < t < 1) paraméteres
egyenletrendszerrel van megadva, akkor az

iy
%-[z; lz(2)i(t) — a()u(2) dt

integratial szamithaté ki (feltéve, hogy & és ¥ lé-
tezik).

T 13.18 A szektor teriifete, ha a szektort hatarolé gérbe egyenlete y = f(z) (a € x < D),
akkor az el6bbi teriiletképlet szerint

T= -/ le'(2) - 1(2) da
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13. Hatdrozott integral — Teritlet

Feladatok

Szamitsuk ki az alabbi fuggvények és intervallumok ltal meghatirozott gorbevo-
nald trapézok tertiletét.

1
> 2
46! Cr [0,3], 47, z*+2+1, [2,3],
48 :1:3—3, [1,2], 49° sh(z —1), [0,2],
3
50. * -3, [3,4], 51. x—%—-{-ﬁ, [0,2],
1 5
2. — L2
52. 1o [0,1], 53 3 2+z, [1,3],
54 1372 [0,4], 55. 2 [1,e],
3
56. Vi—z, [0,8], 57. 1/"’2 [0,2],
10
58, ———, [0,5], 59, ), 0,11,
vz 44 [0,5] ( ) ]
3 3
. 2/3\3/2 V3 1
60! 1—(1—(1—3:) ) , [1~(7 1-(3) ]
4 x
61? lg;, [1,6], 62. COSE, [0 7T]
63. ch2z, {0,3], 64. 5% -1, [-1,1].

Abrazol_]uk az aldbbi egyenletd gérbék sltal hatarols koriatos sikidomokat, és sz4-
mitsuk ki a teriiletiiket:

i
65> y=2’:rz—1,y=0, 66. y=%’y=$+§!;p_0’
4 13
67. y:mz,y———l——mz, 68. y:{—;;éyzg-;x,
= 4 = 9,2 _ _>.2
697 y=2z", y=3z* -2, 70. y_£2+4,y_.43:,
$2
T1. y=$2, y =2z, 7. y=22, y=—2“» y=uz,
73. y:ﬁ,y:—;, 74. ﬁ—{—-ﬁ:l,x-}—y:l,
1 1
752 y2=$+3: y=§$) 762! y=$21 yzgmzv y=4?
3
Toa=y' e=2y0 41, 8. y=2', y=2-2, y=0,

797 y=+v/a? —2?, y=—y/a? - 22, {(a > 0 konstans),

2 2
807 y= b’\fl - 3:", y= byl — %, (5 > 0 konstans),
a



13. Hatirozott integrdl — Teriilet

81% Szamitsuk ki az = +(y+2)? = 16 egyenletii kor és az z-tengely altal hatarolt
kisebbik korszelet teriiletét,

82" Szamiisuk ki annak a sikidomnak a teriiletét, amelyet az .7:2-1—y2 < 4 kérlapbdl
az z° + (y — 2)% = 4 kéroén kiviil es§ pontok elhagyssival kapunk,

83. M4y =1, z4y=1, 84. y=sinz, y=uz, x:%,

85, y=cosz, y=4z’ —7?, 86. y=2¢%, y=e‘/5,

87. y=2z€% y=0, =4, 88. y==z-4%, y= 16z,

89, y=2° y=2"% y=4, 90. y=4° y=4"7, y=1,

ol y=5, y=5""42 2=0, 02? y=1-2°"5 y=lZ, o=,
2

93. y=ln-;—,:c=262,y=0, 94. y=ln%,y=]n;,:c=4,

95. y=lnz, y=21u§, y=190, 96, y=Inz, y=I’z,

97> y=Inz, y:ln-s—;—x, y=0, 98> y:ng’ y=mh%3.

Abrazoljuk az alabbi paraméteresen megadott fiiggvények és a kijelslt paraméter—
intervallumok &ltal meghatdrozott gérbevonald trapézokat, és szamitsuk ki ezek
teriiletét (a és b pozitiv konstansok).

899, z =a(t —sint), y= ¢(l —cost), [0,2n] (ciklois),

100. x = t%, y=(1-1¢)% [0,1],

101. z = acost, y =asint, [0,2x], (kor),

4 2 2
102. 2 = —cost— =, y= —=sint, [0,2x] (ellipszis),

3 3 73
103. z = acos’ f, y = bsin®¢, [0, 21 (asatrois),
104. z = a(cost + tsint), y = asint —tcost), {0,7/2] (kor evolvense},

105. z =1 —cos®t, y=1 —sindt, [%,%] )
106. z = a(2cost — cos2t), y = a(2sint — sin2¢), [0,7/3],
107.z =t +cost, y = tsint, [0,7]. 108.z =at, y=a{l —cost), {0,27].

Szamitsuk ki az alabbi, polarkoordindtdsan megadott gorbék és a feltiintetett in-
tervallumok &ltal meghatirozott szektor teriiletét (az a, b és v, pozitiv konstans):

109. 7 = ¢, [0,27] (kor),
110. 7 = a\/, [0,¢1] (parabolikus spirdlis ¥ = a’p),

1117 = =, 1,1}, (1 > 1} (hiperbolikus spiralis),
w0

112. r = acos 2y, [0, E] (négyszirmi rdzsa),

113, v = a+/cos 2¢, [0, -H {(lemniszksta},

114. r =acosp + b, [0,7],
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13. Hatédrozott integral — Tertilet

* 1 —
1155y = m, [0,27] (ellipszis), Y
1 3 3In
TP N
T=7 Teoss 11 (parabola)

(lasd dbra.)
117.r = ap, [0,2] (archimedeszi spirlis),
118. r = qe?, [0, 1] (logaritmikus spiralis),
a®b? .
el ooy’ {0,27] (ellipszis),
120. 7 = 2a(1 + cos ), [0,7] (kardioid).

Szamitsuk ki az aldbbi, paraméteres egyenletrendszerekkel megadott figgvények
és a feltiintetett intervallumok 4ltal meghatdrozott szektorok teriiletét.

12L.z =% y=(1-1), [0,1],

122. z = acost, y = asint, [0,27] (kor),

123. z = ol —sint), y = a(l —cost), {a>0), [0,27] (ciklois),
124. x = cost, y = sin 2, {0, %} ,

119. r? =

125. 2 = cos 2, y = cost, [E, %] (parabola),
12622 =1 — cos’ ¢, y=1-sin®t, [I, E} .
63

127. 7 = Scost - 2 2 sint, [0,2x] (ellipszis)

- T = gcost— -, y=—=simnt, [0,2x] (ellipszis},

3 3 ¥= 5 P

128. 2 = cht, y=sht, [~t1,t] (0 <t < %) (hiperbola).
Szamitsuk ki a derékszogii koordindta-rendszerben y = f(z) alakd egyenlettel

megadott gorbék és a feltimtetett intervallumok sltal meghatirozott szektorok
teriiletés.

o 1 1

129. y = 2%, [1,2], 130.y = —, [E,a] (a >1),
I

1 1 1 1 :

131.y:ﬁ‘ [E,(l] (a>1), 132.y: ;5, [E,a] ((t)l),
3 1

133y = (1- z‘/ﬁ) , [0,1], 134,y = (1 - V2%, [0, Z] ,
135.y =lnz, [l,¢], 136.y =€, {1,In4].

Abrazoljuk az aldbbi, polérkoordindtdsan megadott gorbék altal hatdrolt sikido-
mokat, és szamitsuk ki a teriiletitket.

137%r =2cos, r =cosg, p =0, (p:g,
T
13807 =dcosp — ——, =0, p= L
T Ccos con © "4 1
1380r = tg2p, ¢ =0, =%, 140fr=¢e¥, r=¢, v=0, p=m=w,



13. Hatédrozott integral — Ivhossz

1410r = €%, r =e?/%, =0, p=.

2
1427 Szamitsuk ki az r = 4 egyenletii kor és az r = egyenletd egyenes altal
& cos

hatédrolt kisebbik (jobb oldali) korszelet teriiletét.‘ (Igazoljuk, hogy az elgbbi
egyenlet valéban egyenes egyenlete.)

i

1437 Szamitsuk ki az r = 4 egyenletd kor, valamint az r =

és a o’ = (n/2)°
egyenletii egyenesek dltal hatdrolt sikrész teriletét.

1447 Szamitsuk ki az r = 4sin p egyenletii korbsl az » = 2 egyenletil korsn kiviil
esf rész teriiletét.

.
Ivhossz

D 13.19 Legyen [t,;n € N"'] a G gorbe AB ivébe beirhats térottvonalak olyan sorozata,
hogy az n nivekedése kozben a téréttvonalak oldalainak hosszGsiga 0-hoz tart. Ha a #,-ek
hossziisdga minden ilyen sorozat esetén konvergil, akkor ugyanahhoz a szamhoz konvergal, s
ezt a szdmot az AB iv hosszasaganak, az AB ivet pedig rektifikathatonak nevezzik.

T 13.20 Ha az f fuggvény az [a,d] intervallumon folytonosan differencislhats, akkor az y =
f{z) egyenletd garbének az {u, ] intervallumhoz tartozo ive rektifikilhats, és az fv hosszasaga:

[ub V1+ f(z)de.

T 13.21 Ha egy sima gérbe paraméteres egyenletrendszere z = 2(1), y = y{t), ({; < < i2),

akkor ivhossziisiga
iz
s :] R+ 2(0) L.
1

T 13.22 Sikbeli poldrkoordinta-rendszerben r = r{g), (v < /) alaki egyenlettel megadott

gérbeiv hosszisaga
#
s= f 2 () + #2(e) do.
[+4

Megjegyzés. Ezek a képletek akkor is érvényesek, ha konvergens improprius integralt
jelentenek.

Feladatok

Szamitsuk ki az aldbbi egyenletii gorbéknek a meg-
adott intervallumhoz tartozd ivhosszdt:

1
145%y = —(2% — 1), [-1,1],
2
:L'2

146.y=1-—, [0,2], ~1
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13. Hatarozott integral — Ivhossz

2
147, y = 232, [0,4], 148.y = ;—, [0,a], (p > 0 konstans),
P

149. 9ay® = z(z — 32)%, [0,d), (a >0 konstans),
150. 223 4 23 = 213, [0,e], (a> 0 konstans) (asztrois),

151y =Inz, [v/3,v8), 152, y = In(1 — 2?), [0,1/2],
153. y =Incosz, [0,7/6], 154, y=In _1 , [zr_, gir—] ,
. sinz’ L2 3
155, y = 5 [:c\,’a:z ~1—In{z + /2% — 1)], 1,a+1},
3

1565y% =

)
[0, ga} , {@ > 0 konstans) (cisszoid).

2a —z’
Szémitsuk ki az alibbi, paraméteresen megadott gorbeivek hosszat, (az e, t; és iy
pozitiv konstansok).

4
157.z =, y =2, {0,V3], 158. ¢ = %ﬁ, y= 5(1 +8*2 [o,1],
159. 2 =%, y=4£, [0,4], 160. z = tsint, y =tcost, [0,#],

2
161. & = cost, y = ——\g——sin2t, [0,2n7],

162. z = ot —sint), y=a(l ~cost), [0,27] (cildois),
163. z = a(cost + tsint), y = a(sint —tcost), [0,2n] (kér evolvense),

fl

164*z = acos® ¢, y = asin’t, 10, 2x],

1657z = cos 2¢, y =sint, [0,7/2], 166. z = e'sint, y = e'cost, [0,7/2],
t

187.z =« (cost +Intg 5) , Y =asint, [tl, g] (traktrix),

168. z =1+ arctgt, y=1—-Inv1+1¢2, [0,1],
169. r = Incos2t, y =2t [0,7/6], 170. z = ch®t, y=sh’¢, 0,61,
t
171z = %sht, y = 2\/55115, [0iIne], 172. x = archt, y = arsht, [t1,%9],
173. z =t —shicht, y=2cht, [0,4].

Szémitsuk ki az alabbi, polérkoordinatasan megadott gorbeivek hosszat (az a, p
és ) pozitiv konstans): y

174.r =a, 0<¢ <2 (kor),
175.r = ap, p € [0,¢1] (archimedeszi spirilis),
(1. 4bra),

176.r = %, @ € [1,p1] (hiperbolikus spiralis),

2
177. r = EL’ p e [0, 1} {egyenes),

os 2y 4
4 ® 57
178. r = g’ ip € [E, E—] (egyenes),
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13. Hatérozott integral — Térfogat

179.» =1 —cosyp, ¢ € [0,2r] (kardioid),
(L Abra),

a T
180.7 = 50—82—%:, @ € {0, —2—] {parabola), /—\
P T .

1817 = g 9 € |55 (parabala) —2(/ z
1
182.r= ——, p€ [3 3711'] {parabola},

T1- cos @ 2’
183. r = 2a(l + cosp), w € [0, 1] (kardioid),
184. r = asin® 3;—, {0,3x], 185. r = ath %, p € [0,2n],
186.r=ae‘p—_1, @ € [0,¢1], 187.r =1—¢% ¢e€[-1,1].
ef 41

188.+ = €%, v € [0,p1] (@1 konstans), {logaritmikus spirdlis: Inr = agp),

Térfogat

D 13.23 Legyen f az (a,b) intervallumon értelmezett valds értéki fliggvény (az o = —o0 és
b = 0o esetet is megengedve). A f grafikonjinak az z tengely kéridfi megforgatasaval elgalls
forgasfelillet, valamint {véges a és b esetén) az = = a és z = b egyenleti sik altal hatdroit
forgastest térfogatén a

b 2
T f Fz)de
T
hatdrozott vagy improprius integralt értjiik, feltéve, hogy ez az integral létezik.

P 13.24 Szamitsuk ki a /z + /5 = 1 egyenletii gérbe
z tengely koriili megforgatdsival keletkezs forgasfeliilet,
és a gorbe legkisebb abcisszaji pontidban az x tengely-
re merdlegesen allitott sik adltal hatdrolt test térfogatat.
Elsszér megheressitk az integralds hatarait. A /T értel-
mezési tartomédnya miatt 0 < 2. A /z = 1 — /7 miatt
VT < 1, tehat z < I, 13sd az dbrat. A V térfogat: P

1
_ e T §
V—?!/U (1= va)'ds = 7. )

Feladatok
Szémitsuk ki az alabbi egyenlet® gtrbék z tengely koriili megforgatasdval keletke-

28 forgasfeliilet, valamint a megadott intervallumok végpontjaiban az z tengelyre
merGlegesen allitott sikok altal hatdrolt forgdstestek térfogatat.

1
189.y =z~ -, {1,3], 190.y =+/1+22, [0,3], 191.y = cos’z, [0,7],

13-12



13. Hatdrozatt integral — Felszin

192,y =chz, [-1,1}, 193.y=¢"% [0,00), 194.y ==z, [1,3],
195. y = ze®, (—00,0],

196. y = \/a? — 22, [—a,q]|, (gombtérfogat). -
Szamitsuk ki az alabbi egyenletii gorbék x tengely koriili megforgatasival keletkez
zart forgasieliiletek térfogatét.

197. y = y/a? — 22, (gombtérfogat), 198.y =1—z%,
199, 2%/ -i-y2/3 =1,

2
200. y = by/1 — (5) L a>0,b>0 (forgdsi ellipszoid).
a

Felszin

D 13.25 Legyen f az (a,b) intervallumon értelmezett valés értéki fiiggvény (az a = —o0 és
b = co esetet is megengedve}. Az f grafikonjanak az = tengely koriili megforgatisaval eloalls

forgasfellilet felszinén a
b
21rf Fe1+ f2(2) de
a

hatdrozott vagy improprius integrélt értjiik, feltéve, hogy ez az integral létezik.

T 13.26 Ha egy sima gorbe = = 2(t), y = y(f), 11 < t < ty alakd paraméteres egyen-
letrendszerrel van megadva, akkor az x tengely kériili megforgatasaval el53lls forgasfeliilet
felszine

s=2r f:z w52 () + 3201 dt.

Feladatok
Szadmitsuk ki az aldbbi egyenlet gorbeivek x tengely koriili megforgatssaval ke-
letkezs forgasfelilletek felszinét.

201, y =z, z €[0,1]}, 2027y =sinz, z € [0,n],
203Py =tgz, z €[0,n/4],

204.y = ach g, z € [~a,a] (katenoid, lancfeliilet),
2050273 1 23 = 2B 4 ¢ [0,e], {a> 0 konstans).

Szamitsuk ki az aldbbi gorbék z tengely koriili megforgatasaval keletkezd zart
forgasfeliiletek felszinét.

206. y = \/a? — 22, (gombfelszin),

2070y = b/l — (z/a)’, (a>0 konstans) (ellipszoid),
208°y =ch2-~chz, 209?y=1——$2‘
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13. Hatdrozott integral — Tomegkszéppont

Szamitsuk ki az aldbbi, paraméteresen adott gorbék z tengely koriili megforgata-
saval keletkez§ forgasfeliiletek felszinét (a > 0 konstans).

210. z = acost, y =asint, ¢t [0,7], {gombfelszin),
211z = acos’t, y = asin’t, t ¢ [0, %] ,

2127z = aft —sint), y = a(l — cost), ¢ € [0,2x], (ciklois),
2137z = a(2cost — cos2t), y=a(2sint —sin2t), f ¢ [0, 7]
214%z = e'sint, y = elcost, t € [0,%] .

¥

Témegkézéppont

D 13.27 Az f fiiggvény és az (a,b) intervallum aital meghatarozott gérbevonald trapéz
P(zs,ys) tbmegkkdzéppontjanak koordinatsi az

. My(a,b) _ Mz(a,b)
T T@e) T Tan
képletekkel szamolt értekek, ahol

T(a,b) = ff f(z)d= (a gorbevonalis trapéz teriilete),
My(e,b) = fab.r < flz)de, My(a,b)= ff f(z)dz (statikai nyomatékok).

T 13.28 Ha egy gorbe sima és paraméteres alakban van megadva (z = x(t), y = y(t),
{1 £t < 1y), akkor a gérbéhez és az (221}, z(t)) intervaliumhoz tartozs gorbevonali trapéz
témegkdzéppontjanak koordinatait is 2, = My/T, ys = Mz /T hatirozza meg, ahol

t Iy i
T = / Wi, M= [ ainya, M, = 1] L0 dt
2] t 2 1y

T 13.29 Sikbeli polarksordinata-rendszerben r = m{e), (@ < @ < ) alakit egyenlettel meg-
adott gbrbe és a poldrtengely kézé ess gorbevonala trapéz tomegkszéppontjanak koordinatai:
s = My[T, ys = My[T ahol az z(p) = () cos és y(p) = rep)sin figgvényekre
vonatkozéan

1

] # 8
szn W) (@) dp, My =/a (@) () dp, M, = 5/01 v (e (p)dy.

Feladatok

Abrézoljuk az alabbi egyenletdl gorbék és egyenesek altal hatérolt sikidomot, és
hatdrozzuk meg témegkizéppontjinak koordinatait.

1
215.y =23, y =0, z=1, 216.y=—, y=0, 2=1, z=4,
z

1
217,y = 5 ¥
x

== (]’
218.y =y/a? - 2%, (a>0 konstans), y =0,
13-14
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13. Hatdrozott integral —— Hatdrozott integrsl kiszémitdsa kozelits médszerekkel

f )
219, y = b/l — m—z, (a és b pozitiv konstansok), y=0.
a

Hatérozzuk meg az alabbi, paraméteresen megadott gérbék és az z tengely altal
hatérolt sikidomok témegkszéppontjénak koordinatait (a és b pozitiv konstansok).
220. z = qcost, y =asint, (0 <t < 7)),

221. r = acost, y =bsint, (0 <t < 7},

222. r = aft — sint), y = a1 — cost), (0 <t < 2n),

223. 7 = acos®t, y =asin’¢, te [0,-’25] .

Hatdrozzuk meg az alabbi, polarkoordinitas egyenletii gorbék altal hatarolt szek-
torok tomegkézéppontjanak koordinatait abban a derékszisgii koordinita—rendszer
ben, amelynek origdja a pélussal, pozitiv z féltengelye pedig a polartengellyel esik
egybe (az a pozitiv konstans).

224, r=g@a, p€ [0,—2’5] , 225. 7 = ap, p € [0,7],

226. r = 2a(l + cos), v € [0,7], 227. 7 = ae¥, @ €[0,7].

Hatarozott integral kiszamitasa kbzelit6 médszerekkel

T 13.30 Legyen f az [a,b] intervallumon értelmezett és integralhato valés fiiggvény. Osszuk
fel az [a,b] intervallumot az e = w9 < &3 < z3 < +- < zn = b pontokkal n egyenls
részre. Legyen

h— . .
h = na és t,-:-x——'—l“z—-i-—fi (i=12,-.-n).

Minden egyes [z;_1,2;] ({ = 1,2---,n) részintervallumon az y = f(z) egyenletii gorbének
a Fiq1(zi—1, f(2i-1)) és Pi(w;, f(2;)) pontjat Ssszekots ive helyett az y = f{t;) egyenletd
szakaszt véve (téglatapmédszer)

b 3
f flz)ds =~ hz:f(m,-);
@ 1=}
a pontos ériék és a kozelits érték kdzotti Dn eltérésre

Du < E= D sup17) sa e a8,

ha f az [a,b] intervallumon kétszer folytonosan differencialhats.

Ha pedig az elobbi beoszts utdn minden egyes Pi 1 P; (i=1,2,---,n) iv helyett a P;_; P;
hdrt vesszik (trapézmodszer), akkor

/:f(z)dz ~ h[f(“ +f(b)+2f( )

és 3
(b - a)
n S TS

sup{|f"} ;= € [a, 0]},
13-15



13. Hatdrozott integrdl —— Hatarozott integral kiszimitasa kozelits médszerekkel

ha f az [a,b} intervallumon kétszer folytonosan differencisihats.

A parabola vagy Simpson mdGdszernél az intervallumot paros szami (2n) részre osztjuk, és
az y = f(z) grafikonjanak az @9;_o, 29,1, To;

(i=1,2,---,n) abeissz4ji pontjain dtmend gbrbeivét az ugyanezen a pontokon stmens para-
bolaivekkel {vagy, ha ezek a pontok kollinedrisak, akkor dsszekstd szakaszukkal) helyettesitjiik.
Ekkor

b -4 n—1 n
/ fz)de ~ %{ [f(a)+f(b)+22 flee) + 4 flzaiog)
’ i=1 =1
€s -
s g’ssagi sup{l/([} sz € [o,0]},

ha az f az (g, b] intervallumon négyszer folytonosan differenciathaté.

D211

Feladatok

Szamitsuk ki kozelitSleg az aldbbi integrdlokat téglalap-, trapéz-, ill. parabola-
mddszerrel (az intervallumokat a zardjelben feltiintetett szdms részre osztva).
Amennyiben a fiiggvény valamelyik integrdlasi hatdran nincs értelmezve, tekintsiik
faggvényértéknek az ott felvett hatarértékét. Amely feladatokban trigonometrikus
fiiggvény fordul elg, ott a hatirok radidanban értend8k, és ezért radidnban kell
szémolni.

4 de 2
228.“/ LY 229K 3de, (4),
T @ /0\/141 dz, (4)
5 g z
230."[ V126 — 23 dz, (4), 311‘/———-., 6),
| zi dz, (4) 2 A Wdfc (6)
19 1
232.'</0 Y195 _ 22 dz, (6), 233!‘/0 V1 - 2¥de, (10),
1 5 dx
234F 4 ds .“/ —
/ﬁ V1424 de, (10), 235% [, (6),

236."]: veosx dz, (10), 23‘7.“/03 me dz, (10},
T
1 te g
238."/0 282 4, (10), 239.'*/D V7 dz, (4),

i ]
240X [ /3 ¥ cosz dz, (6), 241.’<f0 E(l_i—m)dm’ (6),

11 3 1
23] _kj f- _ it 32
24 D T4s dz, (8), 243 A 1 758 zdz, (6),

1 dr
24.“/—, 12).
4 0 143 (12)
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Pk

10.

11.

12.

13.

14,
18.
18.
19.

20.
22.

24,

25.

. Bevezetés (megoldasok)

A szorzés elvégzésével adédik az allitss.

0= (a+b+c)® =a®+5*+ 3 +3ab + 3ab? + 3a%c + 3ac? + 3b%c + 3bc? + Babe.
Ebb6L 3abc = a® +b® + ¢ + 3ab(a + b+ ¢) + 3uc(a + b+ c) + 3be(a + b +c) =
a® + 0%+

Ha r 21 0, akkor z = = + 1, ami lehetetlen. Ha z < 0, akkor —z = 2 + 1, azaz
= —3-

21 = —1;29 = 3. 7. m:g%, ke Z.
Nincs megoldds. 9. z=-%+kr, kel
|a] = @ pontosan akkor, ha a > 0, ezért az g—;—i > 0 egyenl6tlenséget kell

megoldani. A megolddsok: z >0, =z < —1.
Az egyenlet dtirhaté a bal oldal 4talakitdséval a kovetkez&képpen:

[(z® + 42 + 9) + (22 — 3)| = |2 + 4z + 9] + |22 — 3.

Tetsz6leges a, b val6s szamokra |a + | = |a| + |b] akkor és csak akkor, ha a és
b egyenl§ elsjeltiek. Mivel 22 + 4z +9 = (2 +2)% +5 > 0, ezért sziikségképpen
22 -~ 3> 0, azaz = > %

la ~ b| = |a| — |b| pontosan akkor, ha |a| > |b és b elGjele megegyezik a
elgjelével. Ezért: z* — 4 > z? + 2, amib4] kapjuk, hogy : z° — 2 > 1, azaz
lz] > V3.

Az egyenleinek csak pozitiv z-ekre van értelme a valds szdmok kérében. Az
z = 1 megoldssa az egyenletnek. Ha = # 1, akkor az egyenletbdl 2/x = =z,
amibdl ¢ = 4 kisvetkezik.

—g<:t:<}. 15. <3, =z2>86

Nincs megoldas. 17. z # —1.

32 — 7] < 1 pontosan akkor, ha —1 <3z ~7< 1, azaz ha2< z < -g-.

Ha 2z < -6, akkor —z < —z — 6, ami lehetetlen. Ha —6 < z < 0, akkor
-z < z+6, azaz —3 < z. Ha 0 < z, akkor 2 < z + 6, ami minden ilyen
szémra igaz. Tehdt minden z > —3 szd4m megolddsa az egyenl§tlenségnek.

-6 <z <6 21. <<l
—3<z <y 23, -1<z <0.
2492421
(2-—:2)21—1 3y < 0o’ +20 421> 0, esért (o — 4)(e +1) < 0, ahonnan
—1l<z <4,

22 +2z —3 >0, ha 2 < —3 vagy = > 1. Ekkor a feladatbeli egyenlStlenség
ekvivalens az 22+ 32z —10 < 0 egyenl6tlenséggel. Mivel az 2%+ 3z — 10 kifejezés
zérushelyel ~5 és 2, ezért ez akkor igaz, ha —5 < z < 2. Ebben az esetben
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1. Bevezetés

26.
28.
30.

31.
32.

33.

34.

35.

36.
37.

tehdt a megolddsok: —5 < z < -3, ‘1 < z < 2. Hasonlé meggondolassal
kapjuk, hogy ha —3 < z < 1, akkor nincs megoldas.

a:<-—\/5, z > /5. 27.0S$<%‘@, -5—'%%&<3:§1.
J< <4, 29, <0, O<z<bh’

3—2z — 2 > 0 pontosan akkor, ha —3 <z < 1. Haz < ~2, akkor az egyen-
16tlenség jobb oldala nem pozitiv, tehit az egyenldtlenség a —3 < ¢ < —2
intervallumban teljesiil. Ha = > —2, akkor a jobb oldal pozitiv. Mindkét
oldalt négyzetre emelve kapjuk, hogy 222 + 6z +1 < 0. Az utébbi egyen-

l5tlenség megoldasai: _—3?& <z < __i:‘i Az z > -2 feltételt figye-
lembe véve -2 < z < ﬁzﬂ/—— Az eredmenyeket Usszesitve, a megolddsok:

-3<z< :3%&

1) < < A&

Az egyeulotlensegrendszer ekvivalens a 2 < [2z 4 3} < 3 egyeniotlensegrend-
szerrel. Ha 2 > —— , akkor 2 < 2 + 3 < 3, azaz —— <z <0 Hazx < —-

akkor 2 < 21—3<3 a1mboi——>t> -3.

Haa<0 akkor—"'—<ac< Haa~0 akkor z < 0. Ha 0 < a < 1, akkor

2 Y1

Ha :t:,y > 0, akkor vy < =z, azaz az els8 sik-
negyedben az = tengely és az y = ¢ egyenle-

tii egyenes kozotti szoégtartomany, Ha = <

0, y > 0, akkor ¥y < —z, azaz a mdso- ////I,,
dik siknegyedben az z tengely és az y = —z I/// z
egyenlet(f egyenes kzotti szégtartomany. A
harmadik és a negyedik siknegyed pontjaira
is megvizsgdlva az egyenlStlenséget, megol-
désként az aAbran lithatd halmazt kapjuk.
Az alabbi bal oldali 4brén lathaté a megoldds. Az y =2 +2éazy = —z—2
egyenletd egyenesek pontjai nem tartoznak a megolddshalmazhoz.

Y

\\\\\ %\\\}\\\\\)\)" ’

~
-~
s

A jobb oldali &brdn lathaté a megoldds.
A (0,1}, (—1,0), (0,1}, (1,0) pontokat Ssszekétd négyzet hatdrvonala.
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1, Bevezetds

38. Az elsS siknegyedben az y = z — 1, a mésodik siknegyedben az y = —x —1, a
harmadik siknegyedben az y = = + 1, a negyedik siknegyedben az y = —z + 1
egyenletii egyenes. )

Nem lehet z és y kiilonbozd eljeld, igy a halmazba a sik els§ & harmadik
negyedének pontjai és a koordinita-tengelyek pontjai tartoznak.

39.

40. Az z-tengely és az y = z egyenletd egyenes kozotti 45%-o0s szdgtartomany

pontjai a hatarolé egyenesekkel,

Az egyenl8tlenségeket y-ra megoldva: y>x—-2, y<33z—~8,azazzr—2<
¥ < 3z — 8. A bevonalazott szdgtartomany bels8 pontjainak koordindtai a
egyenlStlenségrendszer megoldasai. (bal oldali dbra)

\i\\\\\\\\fw 243

y Y=dz-2
AN .
»

41.

y

~oe,
\\\\m .

¥

Z

=

1 2

42,

43.
44.

45.

i

4

\
s

t

”
Vg

y>3c-2, y>jo+i Mivd3e—-2>53c+3 hac>2és3c—-2< Sz
ha z < 2, ezért az egyenlStlenségrendszer megoldédsa: y > 3z — 2, ha &

—+

+ 3

s

y > §z+ 4, ha 2 < 2. (jobb oldali 4bra)

y>2+ 139-
Az y = —4z + 2 egyenletii egyenesnek az w y
2 — 7 < y félsikba est része. \\‘

pod

B

©

[ 2

A

A7
5—:};—7<y<£2|,'—4,ha—2<:c_<_3ésx—1<y<3'§—4,h33§:ﬂ<6,azazaz

__ z41
5

y A2 Y =

+3,
22

z-+4
2

Y
hiromszog belsé pontjai adjsk a megoldashalmazt.
46, y=?7m—i-27§, ahol -2 <z < 5.

1.3
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1. Bevezetés

47.

48.

49,

50.

51.

52.

a3.

Az y? — 4z < 0 egyenlStlenséget az y?> = 4z egyenletii parabola belss pont-
jainak koordinatdi elégitik ki, az =2 + y® — 22 < 0 egyenlStlenséget pedig az
(z —1)® + y* < 1 korlap pontjainak koordintsi. Az egyeniStlenségrendszer
megoldashalmazit a bal oldali 4bra bevonalazott része mutatja (a szaggatott
vonal pontjai nem tartoznak a halmazhoz).

Y

2
Az els8 egyenl6tlenséget kielégité pontok halmaza az 593—}-% = 1 ellipszis belsg

és hatarpontjainak halimaza. A mésodik egyenlétlenséget pedig az 1{; - 5; =1
hiperbola hatér- és kiils§ pontjainak koordinatai elégitik ki. Az egyenlStlen-
ségrendszer megolddsa a fenti jobb oldali 4brdn lathats.

1.megoldés: Az dltaldnossig megszoritisa nélkiil feltehets, hogy z > y > 0
vagy 2 > 0>yvagy 02 2 >y Haw >y > 0, akkor |z|+[y| = z+y = jz+y.
Haz > 0>y, akkor [zi+ yl=2—y > —y=jyl> e+ 9] Ha 0>z > y,
akkor |z|+ |y| = —z —y = —~(z + y) = |z + y}. Az egyenldség akkor és esak
akkor teljesiil, ha z és y elSjele megegyeszik.

2.megoldés: Felhasznaljuk, hogy nem negativ a és b szamokra a < b akkor és
csak akkor teljesill, ha a* < §°. Emeljitk négyzetre az egyenlétlenség mind-
két oldaldt. Azonos dtalakitdsok utdn az zy < |z||y| egyenlStlenséget kapjuk,
amely nyilvanvaléan igaz. Ebb6] az is leolvashatd, hogy az egyenléség ponto-
san akkor teljesiil, ha z és y elSjele megegyezik.

Ha ab > 0, akkor a®+5°—2|ab| = (a—b)? > 0. Ha ab < 0, akkor a?+b2—2|ab| =
(a+b)* > 0. Egyenldség akkor és csak akkor teljesil, ha |a| = {B|.

Az |z+y| < |z|+|y] felhasznalasaval kapjuk, hogy [a| = [(a—b)+b| < fa—b|+|b]
és [b] = [{b~a)+a| < |b—a|+|a| = ja—b] + |a], amelyekbsl: [a—bf > |a|— |b]
és |a— 0] > |b] — lal, azaz [a — B 2 [ia] - [B].

2r_ er

Felhasznélva az elGz6 feladatot is:
1 1 1 1

2
S = < = e
la =8 = llal = |8ll ~ lal = [6] " |of— 12 ™ |a|

a+ f; > 2 pontosan akkor, ha a® 4+ 1 > 2, azaz ha (e —1)% > 0. Az utolsé
egyenlStlenséghdl lithats, hogy az egyenléség csak az a = 1 esetben teljesiil.
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1. Bevezetés

54.

55,
56.

57.

58.
59.
60.
61.

62.
63.

64.

65.

66.

67.

68.
69,
70.
73.
4.
7.

_ o T4 1 ) "
Az eléiz6 feladat és az _\/TT—I-—T =fz? +1 4 W atalakitds alapjan
adédik az éllitds. Az egyenlSség csak az = = 6§ esetben érvényes.
Az 53. feladat alapjan. Az egyenl@ség csak az z = +1 esetekben teljesiil.
A f—_%% < vabésa Vab < “2ib egyenldtlenségeket kiilon-kiilon vizsgalva, mind-
két oldal négyzetreemelésével adédik az allitds. Az egyenlSségek pontosan ak-
kor teljesiilnek, ha a = b.
Ha a = 0 vagy b = 0, akkor nyilvdvaléan igaz az allitas. Legyen a > 0 és b > 0.
Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehets, hogy a > b. Ez azt jelenti, hogy

0 < § <1 Mivel @ > 3, ezért 0 < (%)u < (%)ﬁ Mivel 0 < % < %, ezért:
1 1 1 4

()" = (1+(3))" < (1+ (g)ﬂ)y(%ﬁ)y, amib6l b > 0 miatt

adédik az &llitds. Az egyenl8ség akkor és csak akkor teljesiil, ha a = 0 vagy

b=0.

A halmaz zdrt a miiveletre nézve. A miivelet asszociativ, de nem kommutativ.

A halmaz zdrt a mfiveletre nézve. A miivelet asszociativ és kommutativ.

A halmaz nem zart a mifveletre nézve,

A halmaz zart a miiveletre nézve. A miivelet az egész szdmok halmazan kom-

mutativ és asszociativ, ezért barmely részhalmazan is, igy a paros szdmok

halmazén is az.

A halmaz zirt a miiveletre nézve, A miivelet kommutativ és asszociativ.

A halmaz zart a miiveletre nézve. zoy = 2 +2y, yoz =y+2z, (z oyloz =

(+2y)oz=a+2y+2zész0(yoz)=zo(y+22) =z +2y+2:2) =

z+2y+4z (z,y,z € R), ezért a mifvelet nem kommutativ és nem asszociativ.

A halmaz zért a miiveletre nézve. Ha ¢ # 0, akkor az @ = b = 1 esetben,

ha pedig ¢ = 0, akkor az a,b € {0,1} esetekben a miivelet kommutativ és

asszociativ, minden mas esetben nem kommutativ és nem asszociativ.

A halmaz zért a miiveletekre nézve. Mindkét mifvelet asszociativ, kommutativ

€s a szorzas az Ssszeaddsra nézve disztributiv. Az 8sszeadés a szorzasra nézve

nem disztributiv.

A halmaz zirt az dsszeaddsra, de nem zairt a szorzdsra nézve. Az Gsszeadds

kommutativ és asszociativ.

A halmaz zart a miiveletekre nézve. Mindkét miivelet asszociativ, kommutativ

és a o mivelet a » miiveletre nézve disztributiv. A * miivelet a o miveletre

nézve nem diszéributiv.

Tho(2k+1)=143+5+7+9411 = 36.

(=3 + (-2 + (-1)* + 0® + 13 = —35.

—6. 71. 0 72. l4w

sin§ + 2sinx + 3sin§2’—" +dsin2r = —-2

g2k 75. Tioi(—1)FL 76, Siia(kE —1).
r_s apzk. 78. Tr_parz™ k. 79. i _o(—1)FatFpE.
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1. Bevezelés

80. Az osszeadds kommutativitdsa és asszociativitdsa miatt igaz.
81. Igaz. 82. Nem igaz. 83. Igaz.

84. 4((Thoyarby)® — (Zhas af) (Zk =i 83))

85. Tekintsiitk az el6z6 feladatbeli masodfokd fiiggvényt. Egy méasodfoki fiiggvény
akkor és csak akkor nagyoblb vagy egyeni§ 0-nal minden z-re, ha a megfelels
mésodfoki egyenlet diszkrimindnsa nem pozitiv, amibél mar adédik az egyen-
l6tlenség. Ebbé] az is lathats, hogy a? +af +- -+ a2 > 0 esetben egyenléség
pontosan akkor van, ha létezik olyan z¢ € R, hogy minden k-ta arzy 4 b = 0.
Az egyenl8ség akkor is igaz, ha a1 = a3 = =qa, =0,

88. A Cauchy-Bunyakovszkij egyenls t}ensegbol kovetkezﬂ{

87. Alkalmazzuk a Cauchy-Bunyakovszkij egyenl6tlenséget.

88, —3. 89. (n—m+1)c 90. 1- :,}- 0.

01. -39 92. aj — ap41. 93. 1~ 7.

94. Felhaszndlva a cosz — cosy = 2sin +y smy— azonossagot, ha Sp{z) =
Tiepsinkz, akkor  Su(z) - 2sinE = zkzl (cos(k ~ 3z —cos(k + §)z) =
cos E+_1 cos(n + §)z = 2sin 2ty - sin 22, EbbGL, ha sin § # 0, akkor S,(z) =

w& . Ha sin § = 0, akkor S,(z) = 0.

sm '2'
95. EE:: EFL:} ar; = Zk:l Qg = N
2
96. Thoy Tihy ap = e nk = 20D

9T Ty Ty on ke (nk -~ 25 = il sl g

98. 9-10+ 5312 — 1 = 200. 99. (n —1)n(n + 1){(n + 2)(n + 3).
00. n . 101.(71—]—&:%—1)(11—{-k+2)...(2n+1)
(2n + 2)(2n + 3) n—k+l){n—-k+2)...n

102.Ha k|m és k|(m + n), akkor van olyan r,t € Z, hogy m = rk és m + n = tk,
ezért n = (¢t — r)k. Mivel ¢ — r € Z, igy k|n. Hasonléan lathaté be az allitis
megforditdsa is.

103.n = 1 esetben igaz az allitds. Tegyitk fel, hogy az n pozitiv egész szdmra igaz
az allitds, azaz 1+ 2+ -+ +n = ’l("gi)- Ebbé} bizonyitjuk, hogy (n + 1)-re
is igaz, azaz 1+n+ -+ (n+1) = [itﬂén_-l'_?)_:

n{n+1) (n+1}n+2)

2 2 '

Ez azt jelenti, hogy minden n pozitiv egész szdmra igaz az 4llitds, azaz ng = 1.
104.Az allitas az n® + 2n + 1 = (n + 1)? azonossag alapjan igazolhats, ng = 1.
107.n = 1-re igaz az allitds. Tegyiik fel, hogy valamely n-re igaz az 4llitds. Ekkor

(n + 1)-re:

12 _ 92 + 32 — (__l)n—an + (_l)n(n + 1)2
:( 1)11 ]n(n+1) n(n+1)

1424+ - +n+(n+l)= +(n+1)=

+ (1) (n+ 1) = (-1 =t
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1. Bevezetés

(r+1)—n(n+1) _

_ Cap o1 (et Do)

115.7n =1 esetben a két oldal egyenls, n = 2 ese sen érvényes az egyenlStlenség:
L pontosan akkor, ha 3+/7 < 8, azaz ha 63 < 64, ami igaz. Tegyiik

i< 7i
fel, hogy n-re érvényes az egyenlétlenség. Ekkor beszorozva az egyeniStlenség

mindkét oldalst 221 vel, kapjuk hogy

13 2n——12n+1< 1 2n—§—1_
24" 2% 2n 49 ViInF12n+2’

Az ﬁ%}% < ﬁ egyenlStlenség mindkét oldal négyzetreemelésével
igazolhato, ez pedig bizonyitja az 4llitas helyességét (n + 1)-re.

116.n = 2-re igaz az allitds. Tegyiik fel, hogy valamely n-re igaz. Ekkor:

1 1

1 1 1
ntd i3ttt it s
( L + L + ! +‘-'+}*)+ 1 + 1 _ ! >
n+l n4+2 n+3 2n 2n4+1 2n+2 n+1
13 1 1 1 13 1 1 E

Wity vt utemrl gz

117.n = 2-re igaz az allitds: V2 <1+ —\}—E <2v2, mivel 2< V2 +1 < 4. Tegyiik
fel, hogy n-re igaz az éllitas. Ekkor: i+ 1 < \/n + __\/an_l <1+ % +F
:}ﬁl‘+ﬁ<2\/ﬁ+ﬁ<2\/'ﬂ+l,

118.n = 2-re igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy n-re is igaz. Akkor (n + 1)-re:

ntlon 1, 1 L, L
2 g T tamii gnHl _ 1

R O L P S S
2m —17 2m T on ] 2nl 1

2" 3
RN IR S S
P on 4 on 1

1 1 I _ n)ﬂl
n+51_+2_n_§_..._;.2_”__n+_, E’;:n-i-l.

119.np = 4. A 3" > 2" 4 Tn indukcids feltevés alapjan: 374! = 3.3% > 3(2" + Tn).
Ebb6la3-2"4+3-Tn=(2+1)2" + 24+ 1)Tn =2"*1 4 TR+ 2" £ 2. Tn >
2% 4+ Tn + 7 = 2°*1 L 7(n + 1) alapjan adédik az allitas.
120.Teljes indukciéval, felhasznélva, hogy
{(2n + 2)! _ (2n)!2(2n + 1) carlg_ g
{(n+1)2 (=) n+1
azt kapjuk, hogy n > 1 esetén az allitas igaz.
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1. Bevezetés

121.n = l-re igaz az allitds. Tegyiik fel, hogy az allitds igaz n-re. Akkor ebbsl
(n+ 1)re:

T .
\/2+\/2+\/2+---+\/§=\/2+26082—,,ﬁ=\/2+2°052‘2‘m=

—1)=2cos

7 w
\/2 + 2(2 cos? 5oT? iz

nt+2_ - ntt__g,. ntl_ e s s .. .. .
122. 12 92(.;‘+1) 18 10 279” 18 4 1t 3 L segitségével teljes indukciéval bizo-

nyithaté az 4Hitas, felhasznilva, hogy 1—011—:1:1- = 33...3, ahol a jobb oldalon
n+ 1 darab 3-as szerepel. (Ez szintén bizonyithaté teljes indukciéval.)

123. Az egyenesek szdmdira vonatkozé teljes indukciéval bizonyftunk. n = 1 eset-
ben az allitds nyilvinvaléan igaz. Tekintslink egy n + 1 egyenessel szdrmaz-
tatott térképet. Hagyjuk el az egyik egyenest. A maradék n egyenessel szar-
maztatott térkép az indukcids feltevés szerint szinezhetd két szinnel. Hbzzuk
vissza az {n + 1}-edik egyenest, majd ennek egyik oldaldn viltoztassuk meg
minden rész szinét a masikra. Igy nyilvan j6 szinezést kapunk.

_ /

] A

124.Tekintsiik az egyenes utakat tartalmazé térképet, és az utakkal felszabdalt
tartomdnyt szinezziik kéi szinnel, péidaul fehérrel és feketével, az el6z6 feladat
szerint. Ezek utdn minden itkeresztez6dést gy épitsiink meg, hogy ha az
iton haladva jobb kézre fehér tartomdny esik, akkor az ntkereszitezfdésbe
érve ez az 0t essen felillre (lasd a feladat mellett kozslt dbrat). Konnyen
lathato, hogy akkor minden tdtkeresztez§déshen egyértelmiien definidlva van
az, hogy melyik 4t megy feliil és melyik alul, valamint az, hogy minden tton
felvaltva vannak alul- ill. feliiljarsk.

125.Az egyenlStlenség teljes indukciéval egyszerfien megmutathaté. n = l-re
nyilvinvaléan igaz az allitds. Tegyiik fel, hogy ha 1 < k < n, akkor ja; +
ag + -+ ax| < lar| + la| + -+ lagl; ezért |ag +az + -0 + @ + apqa] <
o1 + az + -+ au + [ans] < ar) + azl+ -~ + [au] + ans1]. A% egyent6ss.
get n = 2 esethen a 49, feladatban mdr megvizsgdliuk. A bizonyitds szintén
teljes indukciéval fejezhetd be. Tegyiik fel, hogy minden 2 < k < n esetben
lar +ag+- - -+ai| = la1]+]ag|+- - -+ |ar] akkor és csak akkor, ha ag, ag, ..., 0
egyenl§ elGjeliiek. Ebb6l kévetkezik, hogy gy + a2 + -+ + a5 + any1] =
lei+az+- - ~+ap|+|any1| akkor és csak akkor, ha aj+ap+- - - +ay, és apyi egyen-
16 elGjeltiek, tovabba ja; + aa+- - -+ @n|+|an1] = la1|+laa|+- - - ¥ |an |+ |2nt1l,
akkor és csak akkor, ha a1,a3,...,a, egyenls eléjeliiek. Ebben az esetben vi-
szont eldjeliik egyenld a1 + as + - - - + a,, el8jelével, azaz a4 elGjelével.
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1. Bevezetés

126. Az allitast teljes indukciéval bizonyitjuk. Az n = 2 esetre a 49, feladat sze-
rint igaz az dllitds. Tegyiik fel, hogy az Hitas igaz valamely n-re, és legyen
T1,82, .., %n, Tyl € RT valés szdmokra 7179 ciZpzpy =1L Hawy = 25 =
- = 2n = Tpg1(= 1), akkor az llitds nyilvinvals. Ha 2§, T2y ... L, Tny
kozdtt talathatok kitlsnbozd szamok, akkor van kozottik 1-nél kisebb és 1-
uél nagyobb. Az dltalanossig megszoritasa nélkiil feltehets, hogy =) < 1 és
Tpy1 > 1. igy az inuukeibs feltevést is felhasznélva: 21+ 2o+ - FTptray =
(#1241 + 224+ -+ + Tn) + Tl — T1Zng1 + T 20+ Zpgg — T1Zpt1 + 21 =
2+ i+ Tup — 1804 +21 -1 =n+1+{zp4 — 1)1 —z31)>n+1.

127. Az eldz8 feladat alapjan adédik az allitas.

128.Legyen {/Ziz3...7, = a, akkor 1 = LIz Zn A 126. feladat szerint 4
%4 ..o 4 2 > amibs] mar megkapjuk az allitast.

129. Az €182 feladat alapjén.

130.Az 1.128 feladat alapjan.

131.n = l-reigaz az llitas. Tegyiik fel, hogy valamely n-re 8]5"+-2.3"! +1. Ekkor
(n4+1)re: 5"+ +2.37 41 = 5.5+ 637141 = 57 .2.32-1 +14+4(5"+3*1).
Mivel 5* + 3*~! péros szdm, ezért 8]4(5" + 3", Az indukciés feltevést is

 felhasznalva adédik az 4litas.

132. Haszndljuk az (n + 1)(2(n +1)* = 3(n+ 1)+ 1) = (n+1)(2n? + n} = n(2n® -
3n 4+ 1) + 6n® stalakitast.

133.117+2 11220401 o 1. 11741 | 144.1920-1 = 11(11%+ 122 -1y 133. 19201

134.n = 2 esethen az &llités nyilvinvaléan igaz. Tegyiik fel, hogy minden 2 <
k < n esetén igaz az sllitds. Ha n + 1 primszam, akkor (n + 1)}-re is igaz
az allités. Ha n + 1 osszetett szam, akkor van olyan p < n primszam, hogy
pi=n+1 (7€ Nt j>1) Az indukcids felievést alkalmazzuk a bizonyitas
befejezéséhez.

135.Nem ellendriztiik, hogy van-e olyan ng érték, amelyre az allits igaz.

136.A tulajdonsig oroklédésének bizonyitdsa korrekt minden n > 2 egészre, de
éppen n = 2 esetén, azaz 2-rél 3-ra nem igaz. Elhagyva ugyanis barmely 2
pout valamelyikét, és a maradék ponthoz hozzévéve egy tovabbi pontot, ez a
2 pont is meghataroz egy egyenest, vagyis ez esetben nem jutunk ellentmon-
désra.

1.9



2. Halmazelmélet (megoldésok)

15.
16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

A pozitiv haromjegyii paros szdmok halmaza.

Az olyan, 3-mal oszthaté egész szamok halmaza, amelyek {—1060)-n4l nagyob-
bak és 100-n4l kisebbek.

Az olyan pozitiv egész szdémok halmaza, amelyeknek 3-mal valé osztdsi ma-
radéka 1.

{-1}. 5. {~v2, v2}.

Az tires halmaz, mert az z? —~ 2 = 0 egyenletnek nincs gydke az egész szamok
halmazdban. (D 2.1)

Az tires halmaz, mert az 2% + 1 = 0 egyenletnek nincs gyske a valés szdmok
halmazéban. (D 2.1)

Az = bdrmilyen valés sz4m lehet.
A pozitiv valés szimok halmaza. 10, § (D 2.1).

. Az 0(0,0) kizéppontd, r = 1 sugard kérvonal.

Az O(0,0) kozéppontd, r = 1 sugard kérlap a hatdrolé kirvonallal egyiitt.

. Az egész ry koordinatasik.
- Az 0(0,0), A(1,1) és B(—1,1) pontok sltal meghatérozott héromszdg (lap),

melybél ethagyjuk az OA és OB szakaszok pontjait.

Az O(1, 2) kozéppontd, » = 3 sugara korvonal.

Az 0(0,0) kézéppontd, r = 2 sugart kérvonalnak az a része, amely az x
tengely folott és az = tengelyen van.

Mivel a 3z 4 4y = 22 egyenletii egyenes az = = 6 (illetve az y = 4) egyenletif
egyenest az y = 1 ordinataji (illetve az 2 = 2 abszcisszaji) pontban metszi,
ezért a megadott halmaz annak az stszégnek a bels§ és hatérolé pontjaibél
&ll, melynek csticsai: (0,0), {6,0), (6,1), (2,4), (0,4).

Annak a trapéznak bels§ és hatarolé pontjai, melynek csticsai: {0,0), (2,0),
(2,4), (0,2).

Az z tengely %, 515, 515, --- abszcisszdjit pontjai.

Beldthat6, hogy y» = z2. Ebb&l kévetkezik, hogy ez a halmaz az y = =?
parabola kivetkezd pontjaibsl all: Py(1,1), Pz(%, 'é;g), TEER Pn(%, ;]g), el

Az 7 =12 és y = 3t? feltételek miatt z és y nem lehet negativ. Helyettesités
utén kapjuk, hogy y = 3z. Ezért a megadott halmaz az y = 3z egyenletif
egyenesnek az a része, mely az els§ siknegyedben halad.

Az y = 3z egyenletil egyenesnek az a szakasza (a végpontokkal egytitt), mely-
nek végpontjai: A(—1,-3), B(8,24).

Az 0(0,0) kézépponti, r = 1 sugard kérvonal.
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2. Halmazelmélet

24,

25,

26.
27.

28.

a) MOAF. b)ANN. ¢) AUN. d) (AUN)NF.

e} E mondat — a sztvegkdrnyezetisl fiiggden — kétféleképpen is értelmesz-
hetd: egyik értelme azonos a c)-belivel, a masik szerint azokrél van sz6, akik
»vagy angolul, vagy németiil tudnak, de nem mind a két nyelven”, ekkor a
halmaz: Ao N.

f) M — F,vagy MNFpg, ahol H az els6 éviolyamosok halmaza, vagy egysze-
riten csak M NF (1. T 2.8).

g} Az f) feladathoz hasonléan: N — F = N nF.

h) Ide azok tartoznak, akik ,nem tudnak németiil & masodik tanksrssok és
nem fidk”, azaz a halmaz NN M NF (1. T 2.6 asszociativités). Mésik meg-
oldas f) és g) alapjan: a méasodik tanksrss lanyok koziil efhagyjuk a németiil
tudé lényokat, igy az (M — F) — (N — F) halmazt kapjuk. (T 2.8 segitségével
bizonyithatd, hogy e két halmaz azonos.)

a) M C N akkor és csak akkor teljesiil, ha n osztéja m-nek, de n # .

b) M C N akkor és csak akkor, ha n osztéja m-nek.

c) MNN = {¢,2t,3¢,...}, ahol t az m és n legkisebb kézts tsbbszisrose. Ennek
bizonyitdsihoz haszniljuk fel az m, az n &s a legkisebb kézos tsbbszorosiik
torzstényez8s alakjat. A két halmaz unidja az olyan pozitiv egész szédmok
halmaza, amelyek m-mel, vagy n-nel oszthatsk.

A D 2.4 szerint a jobb oldal: A0 B,
a) 1. megoldas: A killonbség (D 2.4) definicija miatt
(AUB)-B={z; z€ AUB, de z ¢ B}.

Ez az egyesités definiciéja miatt mindazon A-beli elemek halmaza, amelyek
nem tartoznak B-hez, vagyis éppen az A— B halmaz Az A~ B = A~ {ANB)
egyenldség hasonléan bizonyithats. -

2. megoldés: A bizonyitand6 azonosség komplementerekkel kifejezve (T 2.8):

ANB=(AUB)NB=ANn(4nB).

Ez pedig igaz, mert (a T 2.6 és a T 2.9 tételek alapjan): (AUB)NEB =
(ANB)U(BNB)=(ANnB)Ub=ANDE, és
AN(ANB)=AN(AUBYANA)UANB)=0U{ANB)=AnE.

b) Igaz. Vegytik figyelembe a D 2.2 definiciét és ast, hogy az iires halmaz
minden halmaznak részhalmaza.

c} és d) hamis, mert az iires halmaznak nincs valédi része. (Még Snmaga sem. )

El&szor azt mutatjuk meg, hogy ha A— B C ¢, akkor ACBUC. A D 2.4
definicié miatt A C BU (4 — B), ha tehat A — B C C, akkor BU(A — B) C
B U C. Ekkor viszont a tartalmazés tranzitivitdsa miatt (T 2.3) AC BUC.
Mésodszor azt bizonyitjuk be, hogy ha A C BUC, akkor A~BC C. AT 25
szerint, ha A C BU C, akkor AN B C (BUC)N B, de a disztributivitasi
azonossagot felhasznalva
(BUCYNB=(BNB)U(CNB)=(CNB)=C-BCCmiatt ANBCC,
azaz A—-BCC.
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2. Halmazelmélet

29.

30.

31.

32.

33.

A harom allitas paronkénti ekvivalencigja-

hoz elegendd bizonyitani, hogy A-bd! kivet- °

kezik B, B-b8l kivetkezik C' és C-h61 kivet-

kezik A. Ezt a kovetkezd dbra szemlélteti:

Konnyen beldthatd, hogy ekkor a forditott

irdnyitasi ,kovetkeztetések” is teljesiilnek.

Pl. B-bé&l kévetkezik A, mert B-b6l kovet- o
kezik C és C-b8l kiévetkezik A.

A-bol kbvetkezik a B:

A T 2.5 tétel szerint L C M-bdl kévetkezik, hogy LNL C M N L, azaz
LNM D L. AT 2.5 szerint viszont tetsz8leges L és M halmazokra LNM C L.
ALNMDLé aLlnMCLegyszerre csak LNM = L esetén teljesiithet.
B-bél kovetkezik C:

Az L = LN M feltevéshsl LU M = (LN M) U M adédik, s e kifejezés jobb
oldala az egyik elnyelési tulajdonsdg (T 2.6) szerint M-mel egyenls.

C-b8l kbvetkezik A:

Hoa LUM = M, akkor (LUM)— M = M — M = B is teljesiil. A bal oldal
a kiilonbség definicidja szerint L — M-mel egyenls, tehat L — M = . Ez azt
jelenti, hogy L-nek nincs olyan eleme, amely nincs benne a M halmazban,
vagyis L C M.

A T 2.8 tétel szerint B — C = BN C. Ez utébbit, a T 2.8 és T 2.9 tételeket,
valamint a disztributivitdst alkalmazva

B-(B-C)=Bn(B-C)=BnBNC=Bn(BUC)
=(BNnBYu(BNC)=BnC.
Ezt figyelembe véve, az el6bbihez hasonlé dtalakitdssal kapjuk, hogy
D=A-(A-(B-(B-C))=AnBnC.

Ez utébbi kifejezés az fires halmazzal egyenls, ha az A, B, € halmazok koziil
legalabb kett§ metszete iires. Ezért az a) és b) esetekben D = §, a ¢) esetben
pedig D =ANBNC.

Mindkét oldalra alkalmazzuk a disztributiv tulajdonsigok egyikét (T 2.10).
(MUKYNL=(MnNL)U(KnL),
(MULYNK=(MnEKYU(LNK).

Ezekbé! leolvashaté, hogy hapl. MNL =KNL=0,de MNK # @, akkor

a feladatbeli egyenlet bal oldaldn 4ll6 halmasz iires, a jobb oldalon 1év§ pedig

nem fires. Tehat az 4llitds nem igaz tetszéleges hdrom halmazra.

a) A D 2.4 definici6 alapjdn: (KUL)-L=K-LCK.

Egyenlség akkor és csak akkor 4l fenn, ha KN L = 1.

b) A D 2.4 definicisbél (K N L) — L = § kovetkezik. A D 2.7 definici6t kévets

megjegyzés alapjan viszont §§ C M teljesill minden M halmazra. Egyenl&ség

akkor és csak akkor teljesiil, ha M = §.

Ha A C C, akkor az egyik disztributiv tulajdonsig (T 2.6) és a T 2.5 tétel

miatt (AUB)NC = (4ANCYU(BNC)= AU(BnNC). Tegyiik fel, hogy
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2. Halmazelmsélet

34.

35.

36.

37.

38.

40.

41.
43,
43.

(AUB)NC=AU(BNC). Ha A C C nem teljesiilue, akkor lenne olyan f,
melyre t € A és ¢ ¢ C. Ebb&] viszont az kovetkeznék, hogy t ¢ (AUB)NC.
Det € Amiatt t € AU(BNC)=(AUB)NC lenne, ami ellentmondis.
HaA=DB,akkor A-B=0ésB—-A=0.Tehit A—B =B — A.
Mésrészt, az A # B feltételbsl kovetkezik, hogy létezik olyan ¢, melyre ¢ € A,
de t ¢ B. Ekkor viszont t € 4 — B, det ¢ B — A.

A D 24 és5 D 2.4 definicickhdl kivetkezik, hogy A — B és AN B diszjuunkt
halmazok. Ezért az egyenldség csak akkor teljesiilket, ha mindkét oldalon az
lires halmaz 4ll. Deha ANB =0, akkor A — B = A, és igy a jelen esetben
A = D kell legyen (B tetszSleges). Bz elegendd is, mert §— B = @ és dnB = 4.
Képezziik mindkét oldal metszetét a B halmazzal:

(A-B)NB=(4UB)NB.

A jobb oldal az egyik elnyelési azonosség (T 2.6) miatt B-vel egyenls. Kaptuk,
hogy (A~ B)N B = B. Ez csak gy teljesiilhet (D 2.4-b&] kdvetkezSen), ha
B = 0. (Az A tetsz6leges halmaz lehet.) Ez elegendd feltétel is, mert ha A
tetsz8leges halmaz és B =0, akkor A~ = A és AUD = A.
AT28,T296 T 2.6 tételek alapjan:
K—(K-L)=Kn(EnL)=Kn(KUL)=(KENK)U(KNL)=KNnL,
Ugyanigy kapjuk, hogy L — (L — K) = LN K. E ketts egyltitt, a metszés
kommutativ tulajdonsiga miatt, az azonossag teljesiilését jelenti,

K—(L-M)=
(KN(LNM) = K __ L
Kn{(LuM)=
(KNLYU(KNM)=
(K — L)U (K n M). =
=
M
2 L-um Ml k= ar
N K-(r-m) = KoM

(K-L)-M=(KnI)NnM = KnINM, masrészt

(K —M)— (L-M)=(EnM)N(ILnM)=(KNM)N{TUM)=
=(EnMNL)UENMaM)=(KnMnI)up=KnInH.
K=KUB=KU(LNL)=(KUL)n(KUT)
K=KNH=KN(LULy=(KnL)U(KNT), ahol H az alaphalmaz.
Az el6z8 feladathoz hasonléan, az 4 = AN H azonossdg és 3 disziributivitds
felhasznaldsaval:

K=KnH=KN(LUL)=(KNL)U(KNTI)
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2. Halmazelmélet

44.

=(KnLNH)U(KNINH) =(ENLN(MUM))U(KnIn{MUM)
=(KNLNM)UKNLNM)U(KnInM)YU(KNnIn).

A bizonyitds elvégezhets forditott sorrendben is. E feladat megoldasinak
mddszere felhasznalhaté bonyolultabb ssszefiiggések bizonyitasaban (lisd 2
kovetkezd két feladatot). Igaz ugyanis a kovetkezd allitds, melyet a mellékelt
bal oldali 4bra is szeml€ltet: minden halmaz, amelyet a K, L és M halma-
zokkal és halmazmiiveletekkel irunk fel, felbonthats K n L N 47 alakt tagok
unidjaként, ahol K a K & a K halmazok valamelyikét jelenti. KN LN M
alaki tagbdl nyolc féle van, melyet killsnbozé satirozdsokkal jeloltiink. E fel-
adatban épp a K halmazt bontottuk fel ilyen tagok uni6jaként, melyet a jobb
oldali 4bra mintizata szemléltet.

VAV AV A % PR
VPPV Y Y VY YYYY

L L2 P L £ Lk

B KnLoM %2 KnkoM
W &nLndd 33 &nink

1. megoldéds: Az el6z8 feladat eredményét és médszerét felhasznalva:
K=(KnLnM)UENLNM)U(KENToM)U(KnLn)
L=(KNLaM)U(KNnLnM)U(EnLnMyU({KnLnH),
M=ENLOM)UKNINM)UENLNM)U(ENTNM),
K-L=(KnL)=(KNIN(MUM))=(KNLnM)U(KnInH),
L-M=(KnLnM)UENLNM), M -K = (KnLnM)U(EnInM).
Behelyettesités utdn lathats, hogy az egyenldség fennall. A fenti bal oldali
Venn-diagrammon is kévessiik és ellensrizziik a felbontds és az egyenldség két
oldalan-1év8 halmazok osszehasonlitsanak lépéseit.

2. megoldds: A bizonyitdst a miiveletek definiciéi és az antiszimmetria tu-
lajdonsag (T 2.3) alkalmazds4val végezzitk. Ha = a bal oldal egy tetszdleges
eleme, akkor a D 2.4 definicié szerint a kévetkezé négy eset valamelyike tel-
jesit e € K-Lzsel-MazeM-K,z€ KNLNM. Ezért z a
K, L, M halmazok koziil legaldbb egynek eleme, vagyis benne van a jobb
oldali halmazban. Legyen y a jobb oldal egy tetszdleges eleme. Ha y 2 K, L,
M halmazok kéziil pontosan egynek, vagy pontosan kett&nek eleme, akkor
(D 24 miatt) vagy y€ K — L, vagy y€ L — M, vagy y € M — K. Ha pedig
mindhdrom halmaz tartalmazza y-t, akkor metszetiiknek is eleme. Tehst ¥
minden esetben eleme a bal oldali halmaznak. Ebbél (T 2.3 miatt) az dlitds

1
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46.

47.

48.

49,

50.

51,

52.

53.

54.

55.

helyessége kovetkezik.

a) Ha A— B = A, akkor (a D 2.4 definicié miatt) A és B diszjunkt halmazok.
Ekkor viszont B — A = B. A mésik irdnyq 4llitds ugyanigy bizonyithats.
Legyen z az A © B halmaznak tetsz6leges eleme. Ekkor a szimmetrikus kii-
lonbség definicidja szerint = € A, vagy x € B,de z ¢ AN B.

Haze Aész e C,akkorr € BOC. Hapedigz € A és z ¢ C, akkor
2z € A C. Az ¢ € B eset hasonléan vizsgalhato,

Ha A és B diszjunkt halmazok, akkor AN B = §, ezért a D 2.4 definiciébal
A6 B = AU B kozvetlentil adodik.

Tegyiik fel, hogy A© B = AU B. A D 2.4 definicié alapjin

(AeB)n(AnB)=4.

Ezért a feltevés miatt (A UB)N (AN B) = § is teljesiil. Masrészt azonban
ANBCAUB,igy (AUB)N(ANB}=ANDB. Tehat ANB =§, azaz A és
B diszjunkt halmazpér.

A T 2.8 tétel alapjén a bal oldal (ANB)B(ANB) = (A~ B)& (B — A).
Mivel A— B és B— A diszjunkt halmazok, ezért az €l6z8 feladat megoldasabdl
kovetkezik, hogy (A~ B} (B — A) = (A — B)U(B — A). A jobb oldal pedig
a D 2.4 definicié alapjdn az A © B halmazzal egyenls.

Alkalmazzuk a halmazmiveletek disztributiv tulajdonsigait, a T 2.8 tételt és
az eléz8 feladat megoldasat.

Koénnyen beldthatd, hogy a K O L = M © N egyenléség pontosan akkor all
fenn, ha nincs olyan r elem, mely a K, L, M é N halmazok kéziil paratian
soknak volna az eleme. De ugyanez mondhaté el a K @ M = L © N egyenlé-
ségrél is, tehdt e két egyenldség ekvivalens egymassal, vagyis egyszerre igazak,
vagy hamisak.

A feladatbeli egyenlet a D 2.4 definicié szerint pontosan akkor teljesiil, ha
(" An(B-X)=4.

Az X-nek tehét tartalmaznia kel B minden olyan elemét, amely A-nak is
eleme; azaz sziikséges, hogy X 2O A N B legyen. De ez elegendd is, mert ha
X 2 AN B, akkor teljesiil a (*) egyenl§ség.

Ha van ilyen X, akkor A — X C X, ami csak A — X = 0 esetén lehetséges
(lasd D 2.4, és D 2.2). Ezt visszahelyetiesitve az egyenletbe B = X adédik.
Ezek szerint megoldas csak A — B = 8, vagyis A C B esetén lehetséges. Ha
viszont A C B, akkor X == B valéban megoldds (és cz az egyetlen).

A tartalmazds tranzitiv tulajdonségét, tovabba a D 2.4 definiciét alkalmazzuk.
Ha van olyan X halmaz, amely kielégiti a feladatbeli egyenletet, akkor 4 C
B —X C B. Tehst csak A C B esetén lehet megoldds. Ekkor A~ X C B—X
is teljesiil és ezért az egyenlet igy médosul: A — X = A. Ezt az egyenletet
minden olyan X halmaz kielégiti, amelyre AN X = 0.

A D 2.4 definicict, a disziributiv tulajdonsdgokat &s az egyik elnyelési tu-
lajdonségot {T 2.6} alkalmazzuk. A feltételi egyenletbsl B C X kovetkezik.
Maésrészt az egyenleiet 4talakitva:

(AUB)N(XUB) =X,
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56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

amib8l X C AU B. Ezek szerint B C X C AUB, azaz X = BUY, ahol
Y C A. Minden ilyen X megoldas, mert ezzel

{ANXYWB = (AN{BUY )JUB = (ANBYU(ANY)UB = BU{ANBYU{ANY) =
=X

Az egyenletet az egyik disziributiv tulajdonsig figyelembevételével atirva:
(AUXYn(BUX)=BUX.

Ez azzal egyenértéki, hogy BU X C AU X. Mivel minden A és B halmazra
B =(B - A)U(ANB), ezért

(B-AU(ANB)UX CAUX.

Ha egy z elem eleme a bal oldali halmaznak, akkor z € (B — A) vagy z €
(AN B) vagy z € X. Az utébbi két esetben z nyilvin eleme a jobb oldali
halmaznak is, ha azonban r € (B — A), akkor = ¢ A, tehat a fenti tartalmazds
pontosan akkor 4ll fenn, ha B\ A C X. Tehat minden olyan X halmaz j,
melyre B\ A C X. (Ellenérzésképpen: ha B\A ¢ X, akkor van olyany € B\ A
elem, melyre y ¢ X. Ekkor y € B és y ¢ AN B. Tehat a feladatbeli egyenldség
nem teljestilhet.)

Hate A— X, akkort € A ést ¢ X. Az egyenlSség miatt £ € X — A is
teljesiil. Ebb6l viszont t € X és ¢ ¢ A kovetkezik. Tehdt a két oldalon 4llé
A és X halmaznak nincs kézés eleme, igy egyenléség csak gy dllhat fenn,
hogy mindkét oldal tires. De, ha A — X =, akkor AC X. Az X - A =19
egyenlfséghdl viszont X C A kdvetkezik, azaz kell, hogy X = A legyen.

A D 2.7 definici6 és az azt kivet& megjegyzés alapjin:

P(H) = {8, {a}, {b},{c}, {a, 0}, {a,c}, {b,c}, H}.
A D 2.1 és D 2.7 definicié és ez ut6bbit kévetd megjegyzés alapjin:
P(P(P(0))) = P(P({0})) = P({0,{0}}) = {#, {0}, {{0}}, {6, {8}}}.

Ha valamely X halmazra X € P(AN B), akkor X C 4N B, ami azt jelenti,
hogy X C Aés X C Bésezért X € P(A)és X € P(B) (D 2.7, D 2.4).
Ezekbsl P(A N B) C P(A) N P(B) kovetkezik.

Ha viszont Y olyan halmaz, amelyre ¥ € P(A) N P(B), akkor ¥ € P(A)
és Y € P(B), ami azt jelenti, hogy ¥ C A é Y C B. Igy ¥ € AN B,
azaz Y € P(AN B). Tehat P(A) N P(B) C P(AN B). A két tartalmazds
antiszimmetridjabdl a feladatbeli dllitas helyessége kovetkezik.

Legyen X tetszSleges olyan halmaz, melyre X € P(A) U P(B). Ekkor X ¢
P(A) vagy X € P{B), azaz X C A vagy X C B. Ekkor azonban X C AU B,
ami azt jelenti, hogy X € P{AUB). Ezekb8l (D 2.2 miatt) az 4llitss helyessége
kovetkezik.

Megjegyzés: A P(AU B) C P(A) U P(B) tartalmazis 4ltaldban nem igaz.
Ha pl. A = {a} é& B = {b,c}, akkor pl. {a,b} € P(A U B), de {a,b} ¢
P(A) U P(B).

Legyen pl. B C A. Ekkor 2 D 2.4 és D 2.7 definiciék alapjan P(AUB) = P(4)
és P(AYU P(B) = P(A).
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66.

67.

68.
69.

70.

TI.

72.

73.
74.

5.

Legyen A és B két olyan halmaz, amelyekre B € A és A € B. Ez azt jelenti,
hogy van olyan ¢ € A és b € B elem, amelyekre a ¢ Bé b ¢ A Ekkor
{a,0} € P(AU B), de {a,b} ¢ P(A) és {a,b} ¢ P(B). Ezekbsl {a,b} ¢
P(A) U P(B) kovetkesik. Mivel {e,b} € P(A U B), ezért azt kapjuk, hogy
P(AUB) # P(A)U P(B).

Megszamlslva kiilsn A és B elemeit, a kézos részben lévSket nyilvan kétszer
szamoljuk, igy ezek szamat levonva, az egyesités elemeinek szamat kapjuk.
Az el6z8 feladat eredményét kétszer alkalmazva: (AU B)UC| =
[AUB|+[C|-|(AUB)NC| = [AUB|I+IC|-[(AnC)U(BNC)| =

|| +|B|+|C| - |[An B}~ |ANC|—|BNC|+ l[AnBnC|

Megolddsa hasonlé az el5z8 feladathoz.

A 67. feladatbeli egyenlSséget felhaszndlva: mindenki beszél legaldbb egy ide-
gen nyelvet, és pontosan egy nyelvet beszél 26 diak.

1000 — ({1000 — 250) + (1000 — 900) + (1000 — 950) + {1000 — 990}) = 90, tehat
legaldbb 90 hizban van mind a négy eszksz.

1. megoldés: Teljes indukciéval megmutatjuk, hogy 1P(An)| = 2", Koénnyen
lathats, hogy |P(Ap)} =1, [P(4;)| = 2. Tegyiik fel, hogy [P(Ap_y ) = 2" L,
Legyen A, = A, U {z}, vagyis legyen = az A, halmaz n-edik eleme.
Apn minden részhalmazat megkapjuk, ha vesszitk A,_; minden részhalmazat,
és vessziik A,_; minden részhalmazinak {z}-szel val6 egyesitettjét. Tehat
[P(An)] = 2 |P(An-1)|, azaz [P(A,)] = 22

2. megoldas: Legyen A, = {ai,as,...,a,}. Az egyes részhalmazokat a ko-
vetkez8 mdédszerrel is kivalaszthatjuk: a halmaz elemeinek jele ald rendre a 0
vagy 1 szdmot irjuk, ahol a 0 azt jeldli, hogy a felette 416 clemet nem vilaszi-
juk be a részhalmaz clemei kozé, az 1 pedig azt hogy bevélasztjuk. Ekkor az
A halmaznak annyi kiilonb&z6 részhalmazat tndjuk kivalasztani, ahdny mo-
don az elemek al4 0-kbdl és 1-esekbdl allé kiilénboz6 sorozatot tudunk irni.
Minden helyen két lehet8ségiink van a valasztdsra, ez Gsszesen 27 lehetéség.
(Ha A véges, akkor az elzé feladat szerint az 4llitas nyilvinvald, hisz n < 2%).
Legyen A tetszdleges halmaz, és tegyiik fel, hogy v : A — P({A) kélcstndsen
egyértelmi leképezés. Mivel ¢ kélessnosen egyértelmi, ezért az

X:={yecd; ydoly)

halmazhoz van olyan z elem A-ban, hogy ¢(z) = X. Vajon = cleme-e X -nek?
Ha z € X, akkor X definiciéja szerint ¢ p{z). Ha viszont = ¢ o(z), akkor
viszont megint csak X definicidja szerint z bele kell tartozzék az X halmazba,
vagyis z € X. Azt kaptuk tehdt, hogy = € X pontosan akkor, ha 2 ¢ X, ami
ellentmondas. Tehat ilyen ¢ leképezés nem létezhet.

Az (1,3), (1,4), (5,3) és (5,4) pontok 4ltal hatarolt zart téglalap.

Ax B xC={(a,z,1), (a,,2),(a,2,3),(e,y,1),(a,9,2), (a,%,3)},

4% = {(a,a,a)}, .

B? = {(z,2,2), (2,2,9), (&, 2), (2,9,), (4, 2, 2), (4,2, 1), (4, 1, 2), (3,1, 9)}.
a) mn, b) k2, ¢) (m+n— k)P, d) (m — k), e) (m+n—2k), ) min.
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3. Matematikai logika (megoldasock)

HGD}\D

11.

12,

13.

14.
15,

is.

Hamis, ugyanis P, Q és R logikai éri¢két behelyetiesitve kapjuk: (PAQ)AR =
(LAG)AO=0A0=0. (Ebben és a tovibbi feladatok megolddsaban alkal-
mazzuk a D 3.1 definicidit. A megoldast célszerfi a zdrdjelben l6vé dsszetett
itéletek logikai értékénck meghatirozdsival kezdeni. Tébb zérdjel esetén a
legbelsttsl haladjunk kifels.)

Hamis. 3. Igaz. 4. Igaz. 5. Hamis.
Igaz. 7. Igaz. 8. Igaz. 9. Igaz.
Hamis.

A D 3.1 definiciét hasznéljuk: ~P V S &sszetett it&let logikai értéke igaz, hisz
0V1=1,ezért a P=(—PVvS)itélet logikai értéke is igaz, hisz 1 = 1 = 1.
Mivel 1 & 1 = 1, ezért azt kapjuk, hogy a feladatbeli itélet igaz logikai értékd.
RV =5 hamis, P = (RV —5) hamis, @ A S hamis, ezért a feladatbeli itélet
igaz.

P implikilja Q-t. P maga utdn vonja @Q-t. A @ szitkséges feltétele P-nek.
Ahhoz, hogy F teljesiiljon, sziikséges, hogy () fennélljon. P elégséges feltétele
@-nak. Ahhoz, hogy @ teljesiilitn, elegends, hogy P fenndlljon. A P csak
akkor teljesiil, ha @ is teljesiil. Ha P, akkor @.

2%, (Lasd még a 2.71-es feladatot!)

P, q és r Osszes kiilonboz8 értékharmasdra vizsgaljuk meg a kifejezések logikai
értékét! A 14, feladat szerint egy 28 = 8 sorbdl all6 tablazatra lesz sziikségiink:

pgriigvr pA(gvr) | prg (pAgVr
TIT] 1 1 1 1
110] 1 1 1
101 1 1 0 1
100 o 0 0 0
011] 1 0 0 1
010f 1 0 0 0
cotlf 1 0 0 1
000| 0 0 0 0

A két kifejezés nem azonosan egyenls, mert ap=0,¢g=1,r=1ésap=10
¢g=0,r=1escthen pA(gVr)=0é (pAg)Vr=1.

A tadbldzathan vastag szamokkal jelezziik a kifejezések logikai értékét. Ezekbal
kiolvashatd, hogy a két kifejezés azonosan egyenls.

“p=a)=pAg

011 1 1001

1100 1110

001 1 0001

001 0 0010

¥

3.1



3. Matematikai logika

1v.

18.
19.

20.

29.

32.
33.
34.

35.
36.
37.

38.

39.

A disztributivitds (T 3.4 (5)) és a T 3.4 (6) és (7} felhaszndldséval:
APV =(pAr-pV(PAg=0V(pAg) =pAg.
Alkalmazzuk a T 3.4 (5), (6) és (7) azonossigait!

lpglpeq| (PAg V(~pA-g) |

11 1 1 1 0
10 0 c 0 0
01 0 0 0 0
60 1 0 1 1

Tehat mind a négy esetben p & g = (p A q) V (—p A ~g), vagyis az azonossig

fennall.

A T 3.4 (11) és (8) azonosssgok felhasznalasaval, vagy az el6z8 feladathoz

hasonldan tiblazattal.

A T 3.4 (9) és (8) azonossagok felhasznsldsaval:

(PAgAT)=>s=~(pAgAT)Vs=-pVqV-rVs,

tovabbd T 3.4 (9) tsbbszori alkalmazdsaval:

p>lg=(r=s)=-pVig=(r=s)=-pV-gV(r=3s)= ﬂpVﬁqVﬂer

~{Marta sz&ke).

~(—(Métyés elég virtuoz)). Ez ekvivalens azzal, hogy ,Matyis elég virtuéz”.

(esik az es8) A (meleg van) A (a nap elbijt) A (késGre jar az idS).

A hétkéznapi beszédben az .65, ,de”, ,is...is”, ,bar”, ,noha”,... szavak

is alkalmasak lehetnek a konjunkcié kifejezésére, bar e szavaknak a logika

nyelvén ki nem fejezhets egyéb tartalmuk is lehet. Ha megvizsgaljuk, hogy

egy mondatban szerepld elemi itéletek igazsagértékétsl hogyan fiigg az egész

mondat igazsigértéke, eldénthetjiik, hogy milyen mifveletekrs] van sz6. Pél-

daul az e feladatbeli mondat csak akkor igaz, ha a benne szerepld négy elemi

itélet mindegyike igaz, tehat valéban konjunkeickrdl van szé.

(Eva ott volt) V (Pista ott volt).

—(a hegy megy Mohamedhez) = (Mohamed megy a hegyhez).

Hasznéljuk az aldbbi jeloléseket: E: esik az es6, F: fj a szél, K: elmegyiink

kirdndulni. E jelolésekkel: (=EA-F) = K. Ez T 3.4 (9) és (8) felhasznaldsaval

atalakithaté az alabbi médon: (=EA-F)} = K = ~{-EA-F)K = EVFVK.

Eszerint a mondat ekvivalens a kovetkezdvel: ,esik az es§ vagy £6j a szél vagy

elmegyiink kirandulni.”

M: matekbol elsére dtmegyek, F: fizikibdl elsére stmegyek. E jelolésekkel:

(=M A ~F)) = MV F, ami hétkdznapi nyelven igy szél: ,matekbé] vagy

fizikdbdl elsdre dtmegyek”.

S: a szemtant megbizhatd, U: az ujjlenyomatok a tettestsl szarmaznak, T:

téved az irdsszakérts. E jelolésekkel:

(SAU)Y=T=-SV-UVT=~(SAUA-T). 7

Azaz az ekvivalens alakok bétksznapi nyelven: ,A szemtant nem megbizhats,

vagy az ujjlenyomatok nem a tettestdl szirmaznak, vagy téved az irdsszakeér-
£6”, illetve ,Az nem lehet, hogy a szemtand is megblzha,to az ujjlenyomatck

is a tettestd] szdrmaznak, és az irdsszakérts sem téved”.
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40.
41.

42.

43.

44.
46,
47.

48.
49.
50.
51.
52.
53.

54.
55.
56.
57.

58,
59.

(szivarvany van) = [(esik az es§) A (siit a Nap) A —~(dél van)].
n paros | n pératlan | n vagy péros, vagy pératlan egész

1 1 nincs értelmezve (lehetetlen)

1 0 1

0 i 1

0 0 nincs értelmezve {lehetetlen)
kirdndulni | strandolni | vagy kirdndulni megytink

megyiink | megytink vagy strandolni
1 1 0
1 0 i
0 1 i
0 0 0
(Ezt a miiveletet nevezik  kizdré vagy”nak.)
Vagy Ecser
Ecser kivetkezik | Magléd kdvetkezik | vagy Magléd kovethkezik
1 1 nincs értelmezve
1 0 1
0 1 1
0 0 0
1gaz, mert & 7 primszdm. 45. Igaz, mert a 2 primszam és péros.
Igaz, mert van olyan pozitiv egész szdm, amelyik primszdm.

Igaz, mert minden pozitiv egész y-hoz megadhaté olyan pozitiv egész z szédm,
mely oszidja y-nak.

Igaz, mert létezik olyan pozitiv egész szdm, amely primszdm és péaros.

Ez hamis allitds, mert nem minden pozitiv egész szam primszim.

Igaz, mert ha y oszthaté 2-vel, akkor péros.

Ez hamis, mert ha z osztéja y-nak, akkor y > 1.

Ez igaz &llitas.

Az itélet szavakba foglalva: van olyan pozitiv egész szdm, amely ha 6-tal
oszthat6, akkor primszam. Ha kiilsnssnek is tfinik, ennek az Osszetett ité-
letnek a logikai értéke igaz. Vegyiik példaul az (5(6,5) = T(5)) vagy az
(5(6,8) = T(8)) itéleteket. Az elStag mindkettSben hamis, ezért az impliks-
cié igaz.

Ha egy négyszég himégyszog, akkor téglalap. Az 4llitds hamis.

Ha egy négyszog téglalap, akkor hirnégyszdg is egyben. Az 4llitas igaz.

Egy négyszég akkor és csak akkor hirnégyszog, ha téglalap. Az dllitds hamis.
Egy négyszig akkor és csak akkor hirnégyszog, ha szemkozti szogeinek dssze-
ge 180°. Az 4llitds igaz, mert p(z) => r(z) és rz} = p(z) is igaz (T 3.4. (11)).
Ha egy négyszog téglalap, akkor 4tléi felezik egymast. Az allitis igaz.

Ha egy. négyszog 4tI6i nem felezik egymast, akkor a négyszog nem téglalap.
Mivel a g(z) = s(x) itélet igaz minden z-re, ezért a —~s(x) = —g(z) allitss is
igaz a kontrapoziciés azonossag (T 3.4 (10)) miatt,
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60. Ha egy négysadg himégyszog, de nem téglalap, akkor a négyszog atléi felezik

61.

62,

63.

64.

85.

66.

67.

68.
69.
71.
72.
75.
76.

egymast. Az 4llitds hamis.

Jelolje A az ajtck, K a kilinesek halmazit, és Rz, y) azt az itéletet, hogy y
rajta ven z-en. E jelslésekkel formalizalva: (Vz € A)3y € K)R{x,y), aminek
tagaddsa T 3.4 (12) szerint (3= € A)Vy € K)-R(z,y), szavakban: ,van
olyan ajts, amin nines kilincs”.

S(z): x szekercét fog héna ala, M (2):  molnér. E jelolésekkel a kézmondas
formalizalt alakja: —Vz [S(2) = M(z)]. Ez T 3.4 (12) 65 (9) szerint ckvivalens
az aldbbiakkal: 3x ~[S(z) = M(z)] = 3z [S(z)A~M(z))], ami szavakban: Lvan
olyan, ki szekercét fog héna als, de nem molnir”. Az eredeti allitas tagaddsa:
Y [S(z) = M(x)], azaz szavakban: ,mind molnér, ki szekercét fog hona ala”,
A b(z) : (z nem sz6lt, csak bégetett), d{z) : (= dicséretet kapott) jeldlésekkel:
Vz (b(z) = d(z}). Tagadssa T 3.4 (12) és (9) felhasznalasaval: W (b(z) =
d(z)) = Jz (b(z) = d(z)) = 3 (b(z} A—d(x)). Ez utébbi hétksznapi szavak-
kal: ,volt olyan, ki nem szélt, csak bégetett, de még dicséretet sem kapott™.
(Ve > 0)(36 > 0)(Vz)(A = B), ahol A:jz —a] < 6, B : (=)~ fla)] < e
Tagaddsa T 3.4 (12) és (9) felhasznilaséval: =[(Ve > 0}36 > 0)(Vz)(4 =
B)] = (Je > O}(Vé > 0)(Fz)~(A = B) = (3¢ > 0)(¥é6 > 0){Jz){A A -B).
Szavakban: ,Létezik olyan pozitiv ¢ szam, hogy barmely § pozitiv szamhoz
taldlhaté olyan z szém, hogy |z — af < §, de |f(z) = fla)] > e
i‘-‘\tfogahnazva: wininden idépillanatban, amikor fit] a szél, fazom” . Formaliz4l-
va: Va{(az z pillanatban fj a szél) = (az z pillanatban faizom)). Tagaddsa:
Jz((az x pillanatban fdj a szél) A—(az z pillanatban fazom)), azaz, ,van, hogy
f4j a szél, de nem fazom.”

Mivel p(2) = ¢(x) = —p(z) V g(x),

igy a neki megfelel$ halmaz P U Q.

B&vebben kifejtve:

ple) = glz) =(z € P)> (z € Q) = P

(z¢g P)V(ze@)=(zcPUQ).
(lasd az abrat)
(PUu@)n(PuQ),

ami méasképpen felirva P & (3. e
PUQNE=PUQUER

PU@NRYy=(PUQ)N{PUR). 70. Puf=P.

(PUN(PUQIUIPUQNPUG)=H .

P=4H. 73. P=0. 74. P #£0.

P=0.

Ve (p(z) = ¢(z)) = Va((z € P) = (z € Q)), ami azt jelenti, hogy ,ha

valami eleme P-nek, akkor eleme (-nak is”, azaz ,P minden eleme eleme
a @ halmaznak is”, azaz P C Q. (Egy mésik igazolas az implikicié kikii-
sz6bolésével: Yz (p(z) = ¢(z)) = Vz (-p(z) v g(z)) = ~Fz ~(-p(z) V ¢(z)) =
—Jxz (p(z) A~g(x)). Az utolsé formulabsl kiolvashats, hogy P-nek nincs Q-vel
ko265 eleme, azaz P C @.)
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7.

78.

79.

80.

81.
85.

86.

87,
88,

89.

P és @ diszjunktak.

Azonossig. A bal oldal halmazelméleti megfogalmazédsban: PNQ = H, a jobb
oldal: P = H és () = H, ezek pedig ekvivalens allitasok.

Nem azonossdg. A bal oldal halmazelméleti megiogalmazisban: PUQ = H,
a jobb oldal: P = H vagy @ = H, ezek pedig nem ekvivalens dllitasok.

(PVOAPVTIIA(gVTY=(AQV(PATIV(gAT).
Tablazatot készitve:

p g r [{pVgnpVriMgVr)balo. | (pAg)V(p Ar)V(g Ar) jobb o.
T11) 1 1 T [ 1 1 I 1 i
110 1 1 1| 1 1 0 0 1
101l 1 1 1|1 0 1 0 1
100 1 1 o | o 0 0 0 0
011 1 1 1|1 0 0 1 1
crol 1 0 1] 0 0 0 0 0
001 o 1 1| 0 0 0 0 0
000 o0 0 o | o 0 0 0 0

PAS(gAT) = (pAg) V(P A7),
Ha E(z) jeloli az ,x pillanatban esik az es§”, F{z) az .z pillanatban fij a
szél” itéleteket, akkor a feladatbeli itélet formalizalva:

(Va)(E(z} = F(x)) V (Ve)(F(z) = E(z)).
ami valéban nem igaz, ellentétben a

(Va)[(E(z) = F(z)) V (F(z) = B(z))]

itélettel.
Han < 24 é m < 24, akkor n + m < 48, ami — mivel n és m pozitiv
egészek — a kontrapozicié (T 3.4 (9)) szerint pontosan azt jelenti, hogy ha
n - m > 49, akkor n > 25, vagy m > 25. {E bizonyitds formalizdlisihoz
vezessitk be a kévetkeed itéleteket: p: n+m > 49,4 n2>225,r: m>
25. Azt szeretnéuk bizonyitani, hogy p = (¢ V r} igae. Helyette a logikailag
ekvivalens —(q V r) = —p kontrapozicis alak helycsségét fogjuk beldtni. A
De Morgan azonossagok révén —{q V r) = ~¢g A - adddik, vagyis n < 24 &s
m < 24, Ttobbibél n + m < 48 adddik, ami éppen ~p. Ezzel megmutattuk,
bhogy (g V r) = —p igaz, kivetkezésképpen bizonyitotiuk, hogy p = (¢ V r)
érvényes.)
(1) minden nap, (2) kedd kivételével minden nap.
Ha egy természetes szam oszthatd a-val is és b-vel is, akkor oszthatd ab-vel
is” — nem igaz.
~Két négyszog egybevigs, ha a meglelel§ oldalaik egyenlék egymdssal” —
nem igag,
~Ha egy haromszigben két oldal négyzetssszege egyenld a harmadik oldal
négyzetével, akkor a hdromszg derékszogll” — igas.
A soros kapesoldstt dramkoér pontosan akkor vezeli az dramot, ha A és B is
be van kapcsolva, azaz ha a és b is igaz. Ennek alapjdn a soros kapcsoldsnak
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92,

93.

94.

95.

96.

az a A b itélet felel meg. A parhuzamos kapesolasii aramkér pontosan akkor
vezeti az dramot, ha A vagy B be van kapesolva, azaz ha a vagy bigaz. Ennek
alapjdn a parhuzamos kapesoldsnak az a V b ftélet felel meg.

a=>b=-avh Ta

ezért az dramkér: "

S -

as b= (maVBYA{aV -b), vagy a & b= (@ AB)V (-a A —b). Az ezeknek
megfelels két sramkor:

Ta Q a b
D S O o
; b b e b
S e e} 0 o
aAbAecA={aAb) = o
aAbAcA(naV-b), igy: a b ¢
v
le=8)A(=c)=(a=0) 2 %
=(aA-B)V(bA =) V{c A ~a), igy: b e
| ——
c e
(y/\z)V(:c/\ﬁyl\z)v(—:w/\—-y/\z)VEz. z

98,

Legyen z az elnski kapcsoléhoz, y, z és u a tovabbi hirom kapcsoléhoz rendelt
logikai viltozé. A kapesold dramkeér vezeti az dramot, ha z és még egy viltozs
igaz, vagy ha y, z és u is igaz; formuldval: EAVzVu)vVyaza u). Igy
az dramkor:

Y
e
T z
U
i a— A
Yy z u
—o— —
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4. Vektoralgebra (megoldasok)

1.

a)3m—-3n=3{a+b)-3(a—b)=6b b)dm+4n=_8a;
¢)2m~—in=3a+3b; d) 3m+3’_,,,—§n= 9;?[2:3_;.9;3@]3‘

a}) 3a-4b=Um—Un; b) 5a+ 2b=%m — in;

¢) —a+ Hb=—Frm+2in; d)2a-— bﬁ:“—%‘ém - gj‘—iﬁn.

A szabalyos hatszog geometrial tulajdonsigaibdl kovetkezik, hogy

mz = b —a, m:«x = —a, 71;54 = —b, ms =a-b, 35715 = a,
ml =b,m3 = A1Ay + Az Az =b—*2a,m = —2a, 44_125 =~(a+b).
—0—4214‘6712'!“"""0_1)‘16:0-

a) BA. b)o. 6. AA,.

I ,akkot™: Tegyiik fel el@szor, hogy a4+ b+c = 0. Rendezés utan alkalmazzuk
a T 4.1 tételt:
fal +[b| = ja+b|=]—c|=]c|.
Ugyanigy kapjuk, hogy fa| + {c| > |b] és [b| + || > |a}. Ha ,>" helyett
=" jel van, akkor a hdromszdg szakasszi, esetleg ponttd fajul.) Ezekbdl
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14,
11.

12,

13.

14.

i5.

16.

kévetkezik, hogy az |a|, |b| és [c| szakaszokkal szerkeszthett haromszig.
Abban az esetben, amikor valamelyik {pl. ¢) elgallithats a masik két vektor
(pl. & és b) tsszegeként, az eldbbihez hasonléan jarunk el!

II. ,csak akkor™: Ha a, b és ¢ egy hdromszég oldalvektorai, akkor a vektorok
eihelyezkedésére az dbrdn vazolt esetek lehetnek.

Az a) esetben: a4+ b + ¢ = 0, a b) esetben a vektorok jelslésétsl fiiggSen,
a+b=c vagyat+c=b,vagyb+c=a.
a—b 3a-b

Mivel a + %) 5

s20g.
A hérom vektor 8sszege nem nullvektor. Ugyanakkor a harom vektor koziil

semelyik kettSnek az Ssszege sem egyenl§ a harmadikkal, mivel a és b nem
kollinedrisak. Ezért a 7. feladat miatt nincs ilyen hiromszsg.

a/la] & —a/lal (a # 0).

Mivel a és b merSleges vektorok és

= 0, ezért az el6z6 feladat miatt van ilyen hérom-

b
%‘ = ‘Tb—!] =1, ezért a keresett vekior

o)

V2 \lal " fb|/’

Az |alb és |bla vektorok hossza egyenls. Ezért, ha a és b ellentétes iranyak,
akkor az els6, ha pedig egyezs irdnyiiak, akkor a mésodik allitas igaz.
A T 4.1és5 T 4.2 tételeket alkalmazzuk.

a) Akkor és esak akkor teljesiil, ha a két vektor o szdgére 0 < o < 3
b) Akkor és csak akkor teljesitl, ha a két vektor szogére § < o <.

c} Ha a két vektor szoge T .

d) Akkor és csak akkor teljesiil, ha a és b ellentétes irdnyi és |a| > |b}.
e} Akkor és csak akkor teljesiil, ha a két vektor ellentétes iranyi.

f) Akkor és csak akkor teljesil, ha a két vektor egyezd irdnyi.

g) Akkor és csak akkor teljesiil, ha |a] = |b].

Az 5?1; (z =1,2,3,...,5) vektorokat forgassuk el az O pont koriil 72°-kal.
Ekkor az 5?1.' vektorok a Osszege az elforgatott vektorok b tsszegével 72°-os

szoget zdr be. Az btszog szabilyossiga miatt azonban a = b. Ez csak agy
iehet, ha a vektortsszeg 0.

Az 51- (t=1,2,...,n) vektorokat forgassuk el az O pont kéril gf szoggel.
A tovibbiakban a 14. feladat megoldisihoz hasonléan jarunk el.

Legyen a keresett AyApA; hiromszoghen Fy az AjAs, Fy az AsAj és Fy az
Az A; oldal felez8pontja, és O tetszéleges pontja. A T 4.2 tétel alapjan:
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17.

18.

19.

20.

21.

b?'_ﬁ =%(ﬁ1+5j12), ﬁ‘2=%(0—1)42+5743), ﬁ’:;:%(—O_Z:;-F(ﬂﬂ.

Ezekbsl (_ﬁl — &‘2'2 + OTF% = m; . Ez alapjan az A; cstcs megszerkeszthetd;
ebbdl pedig a masik kettd is. ‘

A keresett otszog: A142A43A44s. Legyen F; (i = 1,2,3,4) az A;Aipy (i =
1,2,3,4) oldal, F5 az A5 A, oldal felezSpontja, az O pedig egy tetszdleges pont
az 8tszdg sikjaban. A T 4.2 tétel alapjin O_F)'; = %(62,’4—57{;_,_1) (1=1,2,3,4)
és EFE 2(525+O—;il) Fzekbs 10F1 ﬁ‘z+5f‘3—ﬁ"4+5f’5=ﬂl.
Ez alapjdn az Aj {és ebbél a t8bbi) cstics megszerkeszthetd.

A keresett sokszég: AjAy... A1, Legyen F; (i = 1,2,...,2n) az A;Ain
(1 =1,2,...,2n) oldal, Fyn41 az Agns14; oldal felezdpontja, az O pedig egy
tetsz&leges pont a sokszdg sikjiban. Az eI(’)’zo' feladat megoldé.sé,hoz hasonléan
eljarva, OF) — OFy + OF3 —+++ — OF gy + OF2n41 = O4; adédik.

Jelslje F1 a BC, Fy az AC és Fy az AB oldal felez8pontjat. A T 4.2 tétel és
a vektorssszeadds definiciéja alapjdn:

AF1=lb+c), BFy=1b—c, CFy=lc—b.
Az etz feladat jelsléseit alkalmazva, a hdrom silyvonalvektor 6sszege AF 1+

+ﬁ'2 + C._F)’g =0. A 7. feladat alapjin ez azt jelenti, hogy a bérom silyvo-
nallal, mint oldalakkal, szerkeszthet§ haromszég.

Az dbra szerinti ABC haromszédg oldalvektorainak irdnyitdsa legyen olyan,
hogy a-+ b + ¢ = 0 teljesiiljon; stlyvonalvektorai pedig s,, s; és s.. Jeloljiik
A'B'C'-vel az el6bbi vektorok hosszival szerkesztett haromszoget melynél
az oldalvektorok irdnyitisa olyan, mint az el6bb, vagyis s; + s, + s, = O.
Az A'B'C’ héromszog s, s}, és s, stilyvonalvektorainak hosszaval szerkesztett
héromszog legyen A”B"C". (Ezek a szerkesztések az eltzé feladat alapjan
elvégezhetsk.)

A vektorosszeadzis deﬁmmo;a aia,pjan egyrészt {az ABC haromszighél)

Sa = ~a+c sp = —b+a 8¢ = 2c—i—b masrészt (az A’ B'C’ haromszogbsl)
sh = zsa + sc, Sb = 256 + sa, sl = 2sc + sp . Behelyettesités utan

s, —4a—E—2c+ letb=- a+(a+b+c)

Mivel a + b + ¢ = 0, ezért s 4a Hasonléan: s}, = ———b és s, = —%c.
Ezckbél az ABC és A"B" c haromszogek hasonlésiga kovetkemk
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22.

23.

24.

25,

Jelsljon O egy tetszSlegesen felvett pontot.
(L. 4bra.) OF, = L(O4, + O4y),

OFy = X(O4: + O4s), OFs = }(04s +
f)?L;), —O—F14 = %(524 +621).

Az elsd két egyenlribél P—’g_ﬁ‘l: —O_F)H—(ﬁ'g =
1 — —_ . .

3(0A; — OA43), a harmadikbél és a negyed-
kb6l pedig F3Fy = OF4 — OF; = 104, -
— —

OAj;) kovetkezik. Kaptuk, hogy ﬁl =FF,

ezért az F1F2F3Fy négyszbg paralelogram-
ma

ﬁ:ﬁ+2§+§f, mastészt K1 =KD+DC +CL. (L. dbra.)

—s — —
Ezt a két egyenletet tsszeadva és figyelembe véve, hogy KA + KD = BL+
+53 = 0, a bizonyitands allitast kapjuk.
D

A

AP = (b — a) (L. 4bra). Ezért
— —

OP =a+ AP = 2-a+4+ -2.p

m-n m+n

Legyen F, az ABC héromszdg A csiicesal szemkozti oldalanak felezépontja,
és S, az AF, silyvonalnak az F, végponthoz kézelebbi harmadols pontja.

Hasonl$ a jelentésiik az S, és S, pontoknak. Legyen AC =bés AB =c. A
24. feladatot alkalmazva az m =1, n = 2 esetre

-2 2(%)'3':”‘: btec — i
A = = 3 ="‘b .
S 511 7 & AS. 3( +c)

Ugyanakkor a T 4.2 tételbsl kivetkezik, hogy ITS,; = %—(b +¢). gy az S,, S
44
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26.

27.

28.

29,

30.

3.

és Sc pontok egybeesnek, és a stlyvonalak harmadolva metszik egymast.
03 =1 (5?4 +0B +0C).

Az el8z8 két feladat barmelyike alapjdn A8 = %(b +c}, BS = %(b —2¢),
C3=1(c—2b). Ezekbsl AS + BS +CS=0.

L. rész: ,csak akkor”. Ha § a stilypontja az ABC haromszognek, akkor az

. ~
el8z8 feladat eredménye szerint A8 + BS +CS5=0.
II. rész: ,akkor”. Kontrapoziciés bizonyitdst végztink. Azt mutatjuk meg,
hogy ha valamely P pont nem silypontja az ABC héromszégnek (azaz

P # 5), akkor AP + BP + CP #£0.

— 3 —
Tekintsiik a kévetkezd vektortsszegeket: PA + 4S5 = PS , PB + BS =
= 1—63' , PC +C_'S)' = P3. Eacket osszeadva és figyelembe véve az S silypontra
vonatkozé A5 + BS +05=0 egyenldséget, PA+PB +PC=3P% #0.
Alkalmazzuk a 26. feladat eredményét az O = S pontra és az A;B,C; hé-
romszidgre. Ekkor 33?1) = .571’ -+ .S'—B; + .?C_‘; . A 28, feladat alapjan SA +
— —_— —_— —3
SB + 5C = 0. E két utébbi osszefiiggésbsl, valamint az SA; — SA =
E , .5'_51} — 5'_B} = BB, 3’?; — .@ = (:}—C—"; egyenl8ségekbol a bizonyi-
tandé allitas adadik.
Az el6z8 feladat megoldésa és az azt kovetd 2. megjegyzés alapjan az ABC,
illetve az A;B;C) héromszég S, illetve S; silypontja akkor és csak akkor
kozis, ha AA; + BB, + CC, = 0.
Megjegyzés: Mivel a hiromszogek cstcsainak jelslése tetsz&leges, ezért ez az
egyenldség az alibbiak barmelyikével helyettesithets:

ﬂ]%-B_*é]-{-a—g]:B, E‘;+E€1+CTE?)1=D,
AB,+ B4, +CCh =0, AC, 4+ BB, +CA, =0.

— — —

AB; + BC,1+CB, =0,
A 7. feladathdl kivetkezik, hogy az elébbi vektorhdrmasok egy-egy haromszog
oldalvektorai lehetnek, ezért hirom ilyen vekior komplanaris még akkor is,
ha az ABC és A1 B1C haromszogek sikjai kiilénboznek.

Legyen az ABCD tetraéder ABC lapjinak silypontja Sp, az O pedig a tér

tetszGleges pontja. Az eldzé feladat szerint OSp = 3 (OA + 0B+ 0C)  Ha

S jelsli a DSp szakasznak az Sp ponthoz kézelebbi negyedels pontjat, akkor
— —

a 24. szerint (az m = 3, n = 1 esetre alkalmazva) O? = % (OD + 3050) .

Ezekbsl 03 = i— 04 + OB + oc + 55) kivetkezik. Ha més lap silypont-

jabél indulunk ki, akkor is ugyanezt az eredinényt kapjuk. Ezek szerint az S
pont mind a négy stlyvonalon rajta van, és negyedeli azokat.
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32.

33.

34.

35.

36.

37,

Legyen F4 az A4y, Fig a BBy, Fc a CC) és Fp a DDy szakasz felez8pontja. A

23. feladat alapjin F, Fpp = J(AD+ A1 D;) é& FpFo = L(BC+BiCy). Mivel
— — _— —

paralelogrammékrél van sz6, ezért AD = BC é A;Dy = B;C;. Ezekbsl

— s

FaFp = FpF¢ kisvetkezik. Tehat az FaFpFoFp négyszog paralelogramma.

— —

Legyen OA = a. OB = b, 0C = ¢

¢s OD =d (L. 4bra). A tiikr5zés miatt

egyrészt 00, = 2aés O_O)g = 2(d - a),

masrészt 003 = 2b & 004 = 2(c —

b). Mivel az ABCD négyszbg parale-

logramma, ezért d — a = ¢ — b. Ebbsl

0_0’2 = 554 ktvetkezik. Tehat O3 és

04 egybeesik.

I A feltétel szitkséges. Valdban, ha
A, B, C és D egy paralelogramma
csticsai, akkor az el8bbi feladat sze-
rint rendre Oy és Oy egybeesik.

II. A feltéte]l elegendd. Ha Oy és Oy egybeesik, akkor az 4bra szerinti O,
Oa, O3, U4 pontnégyes olyan, hogy az 4 az 010, a B az 003, a C az
0304 = (0303) és D az 0301 (= 040) szakasz felezSpontja. A 22.
feladat megoldésihoz hasonlé gondolatmenetet kovetve kapjuk, hogy az
01020304 négyszbg oldalfelezs pontjai egy paralelogramma. csiicsa.

1. Ha v és w kollinedrisak, akkor a T 4.5 tétel alapjin valamely & szamra

v = kw, azaz pra+ ;b + pac = kqra + kb + kgsc. EbbSl a T 4.9 tétel

alapjén kepjuk, hogy p1 = ki, pa = by, ps = has. Asaz L= 2=

II. Ha pedig n_PB_ @(= k), akkor a p; = kqi, p2 = kg, p3 = kg

értékekkel kapjuk, hogy o

v=pia+pb+pc=kaatkpb+ipec=kaa+ @bt qape)=kw.Eza

T 4.5 tétel miatt azt jelenti, hogy v és w kollinearisak.

A T 4.5 tételt és a 35. feladatot alkalmazzuk.

a) «a=6. b)a=0. c¢)Minden valés a-ra kollinesrisak.

d) Niuncs olyan o, amelyre kollinesrisak.

e) Csak az @ = %, 8= % esetben kolline4risak.

f) Nincs olyan « és 8, amelyekre kollinedrisak.

g) Csak az & = § = 0 esetben kollinedrisak.

k) Akkor és csak akkor kollinedrisak, ha 1o = 3.

i} Akkor és csak akkor kollinesrisak, ha aff = 2.

i) Akkor és csak akkor kollinedrisak, ha 8 = —3. Az o barmilyen valés szam
lehet,

A D 4.4 definiciét alkalmazzuk.

a) Az {r, s, t} vekiorrendszer linearisan fiiggs, mert zérusvektort tartalmaz.
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38.

35,

40,

b) Az {r, s, t} vektorrendszer linedrisan fiiggs, mert az s vektor az r vektor-
nak szadmszorosa (—2-szerese).

¢) Azt kell eldonteniink, hogy kir 4 kos + k3t = 0O teljesiilhet-e gy is, hogy
a ki, k2, k3 szdmok kozott van zérustdl kiilénbazs. )

Az r, s és t értékeit befrva az el6bbi egyenletbe, majd rendezve: (k; + k3)a +
(k1 +k2)b+ (k1 + ko + k3)e = 0. Az {a, b, ¢} vektorrendszer linedris fiigget-
lensége miatt ez csak dgy allhat fenn, hogy

k;+k3=0,
k]-i-kg:ﬂ,
ki+ky+k3=0.

Ennek az egyenletrendszernek csak a by = 0, &y = 0, k3 = 0 szamharmas a
megoldasa. Fzért az {r, s, t} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen,

d) A kir + kas + kst = O egyenletbsl] a c} részhez hasonléan kapjuk, hogy
(k2 + k3)a — (ky + ka)b + (k1 — ky + ks)c = 0, anaz

k2+k3=01
k2+k3201
ky — kg + k3 =0.

Ezekb6l ky = —2k3 és ky = —k; kovetkezik. Ezért példdul a ks = 1, kg = —1,
ky = 2 értékekkel —~2r—s+t = 0. Tehat az {r, s, t} vektorrendszer linedrisan
figgd.

e) Linedrisan fiiggs. ) Linearisan figgetlen.

g} Linedrisan fiiggd. h) Linedrisan fiiggs.

AC =a+b=[9,8,-5], 4C1=a+ b +¢ =[10,12, 8],
AD)=b+ ¢ = [6,10, 5], AF =a+ i(b+c) =1[7,7,—4],

AH =}(a+3b+3¢) = 1[11,16,~9], AR =b+c+la= 8,11, -1,

FH =H{-3a+b+c)= [~2,1,1), HEK=Ha+b+c)= [2,3,-2].
A 39., illetve a 31. feladat alapjan
— 1ot 52 == 1 1
BSp=3(BA+BC+BD)=3(b+c—3a)= 3[—4, —6,20},

1

BS = YBA + BC + BD) = }{-4,-6,20].
a) Ha az E és E? vekiorok egyezd iranytak, akkor az ardnyparbdl BC =
%Iﬁ kovetkezik; ellentétes irdny esetén pedig BC = —%A—B) Vegyiik figye-
lembe, hogy BC=c-béAB=b- a. Ezeket az el6bbi egyenletekbe
helyettesitve kapjuk, hogy az els§ esetben ¢ = %b - %—a = %{-1,17,31] , a
masodik esethen pedig ¢ = %a + b= 1[7,13,11}.
A b} és c} és d) feladatok megoldasat az eldbbihez hasonléan végezziik.
1,57 vagy ¢ = (3,3,1].

,14,—1] vagy ¢ = §[-3,10,7].

— =y

d) Ha AB és BC egyiranyiak, akkor
4.9
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41,

42.

43.

44,

45.

c = ﬂfﬂj;—"-b —2a= %1- [(m + n)b — nai, {(m + n)by — nag, (M + n)bs — nag| .
Ha Liilonbdzd irdnyhak, akkor

c="2h 4 2a = L{(m—n)b +nay,(m —n)by + naz, (m — n)bs + nas} .
A T 4.2 tétel alapjan: a+ b =2d, b + ¢ = 2e, a + ¢ = 2f. Ezekhsl
a=d—e+f={54, -6, b=dt+e—f=1[3,2,2]ésc=—~dte+f=[1,0-8
kivetkezik. A 30. megoldast alkalmazva
s=1at+b+c)=Hd+e+f)=[3,2-6].

A 25. és 31. feladatok megoldasa alapjén:

Zg' :%(S] +s3+83) = g—[l, 1,1}, Eﬁ Z%(Sl +s2+s3)=13,3,3],
AB=3(s) + 53 —53) = [6,0,-3], AC =3(s1 — s +s3) = [3,3,15],

—_—

AD:%(—Si + 82 +s3) = [0,6,-3], §6 =3(83 —s2) = [—3,3,18] ,

—_— —_—

BD=3(s3 —s1) = [—5,5, 0], CD =3(sy —s1) = |-3,3,-18].

a} Az a, b és ¢ vektorok nem komplandrisak; ezért, a T 4.8 tétel alapjan, v
elgallithatd az a, b és ¢ linedris kombinacidjaként, és ez az elgallitds egyértel-
mi#. Aza=i+j, b=1i-], c=1i+}—k egyenletrendszerbsl:
i=3(a+hb)j= %{a —b), k = a—c. BEzeket a v = 3i+ 5] + Tk egyenletbe
irva kapjuk, hogy v =1la— b — 7c.

b) Az a, b, ¢ vektorhdrmas komplandris, és a v vektor nines a sikjukban.
Ezért a v nem fejezhetd ki az a, b, ¢ vektorok hinedris kombindcidjaként.

¢} Az a) részhez hasonléan jirunk el. v=2a+b - 3e.

ElsS mepoldds. A T 4.6 tétel alapjan c-nek
(1) c=aa+ fb

alakd elGallitdsa lehetséges és egyértelmif.

I A feltétel sziikséges. Tegyitk fel, hogy a
vektorok végpontjai egy egyenesen vannak.
(L. dbra!) Fkkor, valamely A szammal A{c—
a)=b —c. Ebbdl

{2) . c= X%Ta + yi—]b

kovetkezik, ha A # —1. (A A = —1 esetben
a = b, ami ellentmond feltevésiinknek.} A {2)-bSl és (1)}-b6la T 4.6 és T 4.9
tételek alapjdn o = ,\,\_1 & 8 = ;\—1—7 adédik. Tehat a + 3 =1.

iI. A feltétel elegends. Tegyiik fel, hogy o + # = 1. Ekkor (1) miatt

¢ =aa+ (1 — a)lb. Ebbél egyrészt c —a = (a — 1)a+ (1 — a}b, masrészi
b—c = —aa+ab kovetkezik. E két utébbibél o # O esetén c—a = %y—(b—c)
adédik, az « = 0 esetben pedig b — ¢ = 0. Tehdt {mindkét esetben) ¢ — a és
b — ¢ kollinearis vektorok. Ezért a, b és ¢ végpontjai egy egyenesen vannak.
Masodik megoldés. Az (1) egyenléség mindkét oldalabsl vonjuk ki az a vek-
tort, majd az igy kepott kifejezést alakitsuk &t: c—a = f(b—a)+({a+4—-1)a.
Az a és b vektorok végpontjaira illeszkedd egyenes tartalmazza a b — a vek-
tort. Ahhoz, hogy tartalinazza a ¢ — a vekiort is, szitkséges és elégséges, hogy
a + 3 —1 =0 teljesiijon.

A feladatbeli vektoregyenlet alapjdn: d —a = p(b — a) + y(e — aj+
4.8
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486.
47.

48.

49.

50.

Ha+ B+ —1)a. A tovabbiakban az el6z8 feladat masodik megoldasshoz
hasonls gondolatmenetet kovetiink.

Akkor és csakis akkor, ha |a| = |b].
Az ABC haromszégben legyen BC =aés BA =c (I. abra). Messe a B-
b8l induls szoglelez az AC oldalt a D pontban. Az el8z6 feladat megoldasa
alapjan a BD sziygfelezd vektorral egyezd irdnyd az % + é vektor. Fzért
valamely A-val
(1) BD = A (i + f—) .

lal el
Miasrészt,

(2) BD= §Z+Ap—c+l~_l(a ¢) = El (1—@)c..

[AC ;E; IAC

A |AD)
Mivel a és c nem kollinedris, ezért (1), (2) és a T 4.9 tétel alapjan E —
|[AC]

— o
és A =1~ @—I ‘CDI . Ezek hanyadosat véve kapjuk, hogy lal _ i(;:D'

el |AC| |4 lel B
Az el6z§ feladat szerint |C D| : IE] =|a| : [c¢]. Alkalmazva a 24. feladatot

|l

—
az m = |a|, n = |c| esetre: BD =

lal + el Jal+ ]l ©

Ismeretes, hogy minden derékszégi hiromszéghen, az dbra jelslései szerint

a® = mae és b* = myc. Ezekb8l m; : my = b? : o? kivvetkesik. Alkalmazva a

—

24. feladatot az m = 0%, n = @® esetre: CD = 6253 -+ %éf?_/i

C

c

LLLS W B Life"]

A D c A

Legyen ky és ks az a két szam, amelyekre

(1) AM = ki AE, illetve BM = k,BF.

Erre a két szamra az m = E—l—ﬁ}, ZE = a+%b és EF" =b-— %a
egyenl8ségek alapjan (k1 + %2 - 1) a+ (521 - kg) b = 0 adédik. Mivel a és
— ky = 0, és ebb6l az
egyenletrendszerb8l k) = &. Az (1)-be helyetiesitve: AM = g—/ﬁ =%a+2b.

4.9

b linedrisan fiiggetlenek, ezért ky + %1 —-1=024¢

ol
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51.

52.
53.

54.
53,
56.

57.

58.
590.

60.
61.
62.

63.

64,

65.
66.

A D 4.13 definiciét alkalmazzuk.

a) 6. b) 9. c) 16.

d) Mivel a skaldris szorzds kommutativ és a vektordsszeaddsra nézve disztri-
butiv, (a4 b): =a’ 4+ 2ab+ b2 =0942-6416 =37.

e) 13, f) -13. g) 217.

a) —62. b) 34. c) 997.

Vegyitk figyelembe, hogy (eq + ep + e3)2 = 0 és |ey] = lep] = Jes| = 1.
eje; +eje; + egeg = —% .

ab 4+ ac+ be = —13.

la+b+ecl=/(a+b+c) =10.

A bal oldalon végezziik el a négyzetre emelést, majd vonjunk tssze. Geometriai
jelentés: a paralelogramma 4tléinak négyzetosszege az oldalak négyzetissze-
gével egyenld.

Az allitas helyessége a D 4.13 definiciohol kovetkezik. Az ab = —|a]|b] (illetve,
az ab = |a||b|} egyenl6ség akkor teljesiil, ha a és b ellentétes {ill. egyezd)
irdnytak.

A T 4.16 tétel alapjan pontosan akkor, ha a’ — o?b® = 0; igy o = il:—ig—ll—[ .
Skaldrisan megszorozva mindkét oldalt az a vektorral, majd egyszerfisitve az
a? (s 0) szdmmal, a T 4.16 tétel alapjin az allitds helyessége adédik.

Az el6zd feladat megolddsahoz hasonléan jarunk el.

A T 4.16 tétel alapjan |aj = |b|.

Legyen a két vektor szége . A D 4.13 definicié alapjan

(at+b)a—b)

la+blla—b| "

A nevez§ kiszdmitdsihoz az (za +b)(a—b)? = (Ja+ b||a — b|)* ssszefiiggést
vegyiik figyelembe. cosa = wE

COS ¥ =

a) Négyzetre emelve mindkét oldalt, a®t2ab+b?=a?; igy cos(a,b)/= ——% .
b) cos{a, b}/ = 0.
Az (a +3b){(7Ta — 5b) = 0 és (a — 4b){7a — 2b) = 0 egyenletekhbsl

ab = 11—6 (15b2 - 7a2) és ab= 515 (7a2 + 8h2) .
Ebbsl az egyenletrendszerbsl a? = b?, majd ezt felhasznalva ab = %aﬁ és
la| = |b| kivetkezik. Ha a = b = 0, akkor szégiik tetsz&leges lehet, ha pedig
a # 0, akkor cos(a,b){ =} .
A D 4.13 definici6t és a T 4.16 tételt alkalmazva ¢t = 40 adédik.

A T 4,17 tétel és feltevésiink alapjsn

b a
‘rﬂa[=’mbl (a#0, b#0).

Ez ba = ab miatt ckvivalens azzal, hogy [b| = |a|, vagy a és b mer&legesek
egymasra.
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67.

68.

69.

70.

T1.

T2,

73.

74.

75.

76.
79.

A T 4,17 tétel alapjan ezek az X pontok an-
nak a siknak a pontjai, amely merdleges az e
vektorra és az O ponttél k tavolsigra halad,
mégpedig gy, hogy metszi az O-bdl indulsé
és E-n dtmend f8legyenest. {Mds ilyen tulaj-

. X
donsdgii pont nines (L. dbra).) —E ]
S

A D 4.13 definiciét és a T 4.14, T 4.15 téte- 0e
leket alkalmazzuk. k
1 5 :

a,)3 15 b) —m C)O

ATA414 6 a T 4.16 tételeket alkalmazzuk.

z=-—18.

a) Az s« képletbe helyettesitve 2t ! gyenlethez
-—=co.a épletbe helyette P = = _ egyenle
[alfb] ; VTN

Jutunk; ebbél ¢t = \/—g
by ¢+=0. c} Nincs ilyen .
Mivel a és x ko]huearis ezért v‘llalnely valds t-re x = [2¢,1,~1]. Az ax = 3
egyenlethd] t = 1, ezért x = [1, 21 2]
Legyen e = [e1,e2,¢e3); ekkor e2 + e +e2 = 1. A D 4.13, T 414 65 T 4.15
alkalmazdsival, az ae és be szorzatokbdl két tjabb egyenletet kapunk az e,
ez, e3 ismeretlenekre: e; —e3 =1 és ey + e — eg = 1.
Két ilyen egységvektor van: [1,0,0] és [0,0,—1].
Jeloljiik a két meghatarozands vektort ay-vel, illetve ap-mel, és alkalmazzuk
a T 4.17 tételt!

ap = =i{2,-1,7], a,; =a-—a, =[1,3,1].

b } b
—al. —
bl | |b]|
ac = 0. A vetiiletvektiorok #sszege: g[l, 2,2].
a} Téglalap két szomszédos oldalvekiora.

b) Rombusz két szomszédos oldalvekiora.
¢) Egyiknek sem lehet két szomszédos oldalvektora.

x ={—4,2,-4]. 7. x =[0,v2,v2]. 78. x =[-3,3,3].
Legyen x = [y, 79, 23]. Az x egységvektor, ezért
(1} :::%+:c%—i—:c§:1.

A feltevés miatt (a,x}, = (b,x), = (e,x); = «, ezért

ax bx cx
cos @v = =

faf bl " Ic|”
Ezekbél az
{2) Txy — 29 = 3x1 — dxg + Sz,
{3) Tay — g = dzy + 319 + Sz

egyenleteket kapjuk. Az (1), (2), (3) egyenletrendszer megolddsdval adédik,
hogy két ilyen egységvektor van: f[{ —1,5} és —7[ -1,5].

A szégek koszinuszai: \/; és ~\/;.
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80.

81.

82.
83.

84,

85.

86.

87.

88.

89.

Az

a b v
2y —
] Bl |
egyenletrendszerbdl a v vektorra a kovetkezd megoldasokat kapjuk

{3,-1}, [-3,1], [18,-11], [-13,11].
Az el&z8 feladat mepgolddsihoz hasonléan, a v vekiorra a kovetkezd nyole
megoldést kapjuk: [, 1, 2], [-3, -1, 9], [3, —-3,-4],{-3, 5.4,
[-6, -2, 7], [6,2,-7], [3,5,~1], -3, -5,1].
Négy ilyen e vektor van: [0,1,0], [% 3.2|, [0,-1,0], [—3, -1 ——%J .
Két ilyen vektor van: [3,1,0] és [-3,-1,0].
Az Zﬁ, AC és AD vektorok linedris kombindcidjaként allitsuk eld a masik

. —_— @ — — ey e} 3 ) 3
hérom élvektort: CD = AD—A—C‘), DB = AB—AD, BC = AC - AB . Ezeket
a feladatbeli kifejezés jobb oldaldba helyettesitve, majd elvégezve a szorzast

és az Osszevondst, AB. C—TB—% E’ E_B)-i— AD - B—CJ" = 0 adédik.

Hapl. az AB és CD,illetve az AD és BC mer6leges élparok, akkor AB.CD =
— — ey —

0 és AD .- BC = 0. Ekkor az el§z6 feladat alapjan AC - DB = 0, azaz AC és

—
DB is mer8leges élpar.

-5

=1,

Az O kézépponid kor egy dtmérSjének végpontjai A és B. Legyen F a kor
(A-t6 és B-t81 killonbozd) tetszleges pontja. Ha OB = a és OP = b, akkor
PB =a—bés AP = a+b. Mivel |a] = |b], ezért (a—b)(a+b) = a?—b? = 0.
Haszndljuk az dbra jeloléseit. A négy
testatlé-vektor: /TC"l =a+b+c,

— —
BDi=b+c—a,CA;=c—a—b,
D§1 = a+ ¢ — b. Ezekbdl:
(a+b+c)P+(b+c-a)Y+(c—a-
b)? + (a+c—b)? = 4(a? + b? +c?).
A T 4.8 tétel szerint a v vektor eldal-
lithat6 valamely ky, k2, k3 szémokkal
v = kya+kob+ksc alakban. Az egyen-
let mindkét oldaldt (skaldrisan) megszorozva v-vel, majd figyelembe véve a
feltételekbs] kivetkezd av = by = cv = 0 egyenl@ségeket, v2 = 0 adédik,
ami csak dgy teljesiilhet, hogy v =0.

¢y

Jelolje O az ABC D tetraéder koré irt gomb kiszéppontjt, r a gomb sugarat;
tovébba legyen 04 = a, OB = b, OC = ¢ é 0D = d. Nyilvanvals, hogy
jal = b = |c] = d] = -

L. ,csak akkor”: Tegyiik fel, hogy a tetraéder magassdgvonalai egy ktizos M
ponton haladnak at. Kimutatjuk, hogy a szemkozti élvekiorok mer8legesek
egymésra. Az M magassdgpont rajta van mind a négy magassiagvonalon,
ezért
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90.

91.

92.

93.

o4,

1) AMICB ¢ DMLCB,

(2) BMLAC & DMLAC,

(3) AMLDC ¢ BMLDC.

Az OM vektort m-mel jeldlve, az (1) sszefiiggésekbdl kivetkezik, hogy
(4) (m—-a)b-¢c}=0 é{m~—~d}{b—-c)=0.

L. ,akkor”: Kimutatjuk, hogy ha a szemkozti élvektorok merélegesek egy-
maésra, akkor a magassdgvonalak egy kéz6s M ponton haladnak t, melyre

m=0M=La+b+c+d).
Ehhez azt kell beldtni, hogy az A , BM , CM , illetve a DM vektor merd-

leges rendre a BCD, ACD, ABD, illetve az ABC sikra. Az AM =m—a
vektor merSleges a BCD sikra, ha merdleges annak két, nem parhuzamos

vektordra. Ez teljestil, mert a CB=b—cé DB =b —d vekiorra

—_—

AM-CB=(m-a)b-c)=}[b?—c24+(d-a)b—c)| =0 &

AM DB =(m-a)b—d)=}[b>~d®+(b—d)(a—c)| =0,

hiszen |b| = |c] = |d| és AD = {(d —a)L(b ~c) = C’_B), illetve CA =

(a—-c}l{b-d) = DB. Ezekbsl kovetkezik, hogy az M pont rajta van az
A csticshoz tartozé magassigvonalon. Ugyanigy igazolhats, hogy az M pont
illeszkedik a mdésik harom magassigvonalra is,

Megijegyzés: A 31. feladat szerint, az O pontbdl a tetraéder S stlypontjiha

mutaté vektor 08 = 1(a+b+4c+d). Masrészt az elébb beldttuk, hogy ha az

M magassigpont létezik, akkor OM = %(a-i—b+c+d). Ezért igaz a kdvetkezd:
Ha egy tetraédernek létezik magassigpontja, akkor a tetraéder koré irt gomb
O kszépponija, valamint a tetraéder S silypontja és M magassigpontia egy
egyenesen van, és az OM szakasz felez8pontja az S pont.

ixj=k jxk=i kxi=}, ami konnyen megjegyezhets,
mert mindhérom egyenlségben ciklikusan egymads utdn sze-
repelnek az i, j, k vektorok. A forditott sorrenddi szorzatok:
ixi=-kkxj=-1ixk=-j

A D 4,18 definicié és a T 4.23 tétel alapjan:

a} —2{(a x b}. b} —3(axb).

¢} 6{axb). d} 2laxe)+2(bxc).

e} 0. f} 16(axb)—-10(ax c)+4(bx c}.

Az i, j, k alapvektorok definicidja, ill. a D 4.12 és D 4.18 definiciék alapjén:
a)1. b)36. c)49.

A T 4.23 tétel alapjén: (2a + 3b) x (4a — 2b) = —16{a x b}, ezért T' =
16{a x b| = 16T.

A T 4.23 tétel alapjén a x ¢ = b x c felithaté (a — b) x ¢ = O alakban is,
ami nemcsak az a = b esetben teljesiil (hanem minden olyan a, b-re, amelyre
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a—b = ke, igy a felirt egyenl@séghél altaliban nem kévetkezik hogy a = b,

95. A feltevésbsl ¢ = —(a + b) kovetkezik. Ezt helyettesitsiik abxcésecxa
kifejezésekbe. A T 4.23 és T 4.20 tételt alkalmazva kapjuk, hogy bxc =axb
éscxa=axbh. '

96. A T 4.20 tétel alapjan a v x a = 0 és v x b = 0 feltevésekbs] kivetkezik,
hogy v az a-val is és a b-vel is egyezd dlldsti. Ebbé! viszont v # 0 esetén az
adédik, hogy a és b kollinedrisak. Ez ellentmond feltevésiinknek.

97. AT 4.23 téielb8l és az a x b = b x ¢, illetve b x b = 0 egyenléségekbsl]
O0=(axb)—(bxc)=(a+c)xb={(a+bh+c)xb kivetkezik. Az
elébbihez hasonléan, a b X ¢ = ¢ x a, illetve a ¢ x a = a x b egyenl&séghsl
(a+b+c)xc=0,illetve (a+ b+ c) x a = 0 adédik. Az elgbbi feladat
szerint ezek egyidejiileg csak akkor allhatnak fenn, haa+b4+¢ =0,

8. Az els8 egyenletbd] kivonva a mésodikat, majd zérusra redukilva a kapott
egyenleteket, a T 4.23 tétel alapjan (a —d) x (b —c) = 0 adédik. A T 4,20
tétel alapjin ez azt jelenti, hogy a — d és b — ¢ egyallastak.

99. Figyelembe véve a T 4.23 tételt és azt, hogy bxb =0, az (axb)4(cxa) =
(axb)—(axec)=ax(b—c)ésabxc=(bxc)—(bxb)=hbx(c-b)=
—b x (b — ¢) atalakitds utdn kapjuk, hogy {a — b} x (b — ¢} = 0. Mivel a
harom vektor kezd8pontja kozos, ezért ez utdbbi egyenlethsl, a T 4.20 tétel
alapjan, kovetkezik, hogy a vektorok végpontjai egy egyenesen vannak.

100.A D 4.18 definici szerint az a és b vektor az a x b vektorra, a ¢ és d
vektor pedig a ¢ x d vektorra mer8leges. Mivel a x b és ¢ x d kollineérisak,
ezért az a, b, ¢, d vektorok mindegyike merdleges az a X b vektorra. Tehat
komplanarisak.

101. A szigletes zdrdjeles kifejezésnél kezdve, kétszer alkalinazzuk a kifejtési tételt
(T 4.22). A szorzat értéke: |al'b.

102.a) A hérom darab hdrmas vektori szorzatra alkalmazzuk a T 4.22 tételt, és

vegyiik figyelembe a skaldris szorzds kommutativitdsat.
b} AT 4.22 és T 4.23 tételeket alkalmazzuk.

103.T 4.22 tétel szerint a x (b x ¢) = (ac)b — (ab)c. Ugyanakkor a(b — ¢} = 0,
azaz ab = ac. Mivel a nem mer6leges b-re, ezért ab(= ac) # 0. Legyen
ab =k (# 0). Ekkor a x (b x ¢} = k(b — c). Ez azt jelenti, hogy a x {b x ¢)
és b — ¢ egydllasdak.

104.Mivel a mersleges b-re &5 |a| = [b| (= 7), ezért a é b lehet egy kocka két
éivektora. A harmadik élvektor a x b-vel parhuzamos és hossza |a| = 7. A
T 4.21 tétel szerint

i j k
axb=| 6 2 —3|=[14,21,42]=7-[23,6].
-3 6 -2

Két vektor elégiti ki a feladat feltételeit: {2, 3,6] és [-2, -3, —6].
105.Legyen o az AB és AC vektorok szige. A koszinusztétel alapjin coso = %, s

igysincr:!%g. Tehat 1@)(@[:8-6-@:6-\/1_5_.
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|AB x 4C| 11

e

107.Ha felbontjuk az a vektort cgy e-vel parhuzamos ap €5 egy e-re merSleges a,,
vektor dsszegére, akkor lan| = |afsin(e, a)/ = Je x al. Mivel e x & mer&leges e
és a sikjdra, (e X a) x e az e és a sikjdban van és He x a) x e| = |a|sin{e, a),
ezért am, = (e x a) x e. Ez egyébként bizonyithaté a 73. feladat és a kifejtési

106.m, = _

tétel segitségével is: a,, = a—(ea)e és {exa)xe = —(axe)xe=ex(axe)=
(ee)a—(ea)e = a—(ea)e, tehit a,, = {exa)xe. A 73. feladat szdmadataival:
b b 1
ap =l Xal X —=—(bxa)xb=][1,3,1
, (1572) * o =t x b =12,
és

ap =a-a, = [2,-1,1}.
108.Legyen x az a, b vektorok sikjaban 1évd, y
pedig erre a sikra meréleges osszetevs. (L. zxb
dbra.) Az ax b vektorral egyezs sllast egyik
egységvektor:
_axb 1 u
Cfaxb] T /37
A T 4,15 tétel és a D 4.18 definicis alapjdn
a sikra meréleges Gsszetevé: y = {e cle =
%[1, —1,1]. A sikban 16v& sszetevd:
x=c—y=1{2,7,5].
109.A T 4.19 szerint |a x b] = 3/6. Ennek megoldadsai: ¢t =0 és ¢ = —3.
110. A négyszog teridlete 47 egység.

e

~1,1].

111. Allitsuk el§ a v vektort a és b linedris kombindciéjaként. A v = kia+ kb
elgdllitasban a T 4.9 tétel alapjan: by = 2, ky = 3. A teriilet |2a x 3b} =
6la x b| = 18 egység.

112.Az m magassagvektor az dbra szerinti d =
(a — ¢} x (b — ¢) vektorral egyezd allasn. A
d-vel {tehdt m-mel is) egyezd alldsn {egyik)
egységvektor: d/jd| = %{1,1,1}. A magas-
sig: | = %

113.Az |a x b] = ab feltétel ekvivalens azzal,
hogy a két vektor sziige 45° .

114.a) ab(c4 da+ ;b) = (a x b)(c + da + ub) = abc.

1) a—;—bb—;cc—;a = é((a—i—b) x(b+c))(c—;—a) = éabc.

115, ((2a +3b) x (3b — 4c))(2a +5¢) = 6abc. Mivel a, b, ¢ nem komplanarisak,
ezért a T 4.25 tétel szerint az adott vektorok sem komplandrisak.

116, Az egyenlet mindkét oldalit skalarisan c-vel szorozva, (bxcle=(ecxa)c=0
miatt (a x b)c = 0 adédik. A T 4.25 tétel alapidn ez azt jelenti, hogy a, b, c
komplandrisak.

415



- 4. Vektoralgebra

117. Az 4llitds helyessége a vektori, illetve a skalaris szorzat definici6ja. alapién be-
lathats. Egyenléség pontosan akkor van, ha a, b és ¢ paronként merélegesek.
118.(r x s)t = 27abc. Ezért V' = 27V,

119.A T 4.27 tétel alapjan a vegyes szorzat

2 -1 2
abc=13 1 5 |=-7a—13.
a 2 -1
A T 4.25 tétel szerint a térfogat: |abef = | —7a~13] = 10. Ebb&] a lehetséges
értékei: —2.‘.—3 és —%— .

120.Az {a,b,c} vektorrendszer akkor és csak akkor linesrisan fiiggs, ha a, b és
¢ komplandrisak. (L. T 4.10 és T 4.7) Ennek megfelelden a T 4.25 és T 4.27
tételt alkalmazzuk.

a} Mivel az abc vegyes szorzat csak az o = ——;i értéknél zérus, ezért az
{a,b, c} vektorrendszer linedrisan fiiggs, ha a = -1

b) Minden « szdmra linedrisan fitggs, mert b = 0.
¢) Minden a-ra linedrisan fiiggetien.
d) Minden a-ra linedrisan fiiggetlen.
e) Minden a-ra linedrisan fiiggs.
f) Ha o ériéke 3, vagy —3, akkor linedrisan fiiggs a vektorrendszer. Minden
més esetben linedrisan fiiggetlen.
121.A 117. feladat vagy a T 4.27 tétel szerint: abe = 24.

122.Az A csicsbol kiindulé hirom él: AB =a, AC —=a+b, AD=a+b+c. A

térfogat: V = é ABACAD| =38.

123.Mivel AD és d egyallisa vektorok, ezért valamely k szdmmal AD = kd =
[—k,2k, k] teljesiil. Az é!ﬁﬁﬁl = 8 egyenletbsl |12k] = 48 kévetkezik.
A feltételt két vektor elégiti ki: [—4,8,4] és (4,—8,—4].
4
124. A feltételt két vektor elégiti ki: [3,1,~2] és [—3,—1,2]. A magassig ;v
125.uvw = [(ula + ugh + use) x (via 4 veb + ’U3C)] (w12 + wab + wsc) =.

= abe. [ul('vgwg — 'U3w2) — uz(?)] w3 — ’U3wl} + u3(vg we — VN )]
126. Az elézd feladat szerint

a1 a3 as - U] Hue Uz
abc=uvw|b b b3] é uvw=abclvy vy 3
1 ¢ cC3 wp W w3

Szorozzuk ssze ezt a két egyenletet, majd osszuk az igy nyert egyenlet mind-
két oldalat (abe){uvw)-vel. (Ezt megtehetjiik, mert mind a két vektorrend-
szer linedrisan fiiggetlen, igy az abc és uvw vegyes szorgatok egyike sem
nulla.) Osztds utdn a bizonyitandé egyenléséget kapjuk.
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5. Analitikus térgeometria (megold4sok)

Alkalmazzuk a T 5.3 tételt:

AB = [2-1,-3+2,043=[1,-1,3], AC=[2,3,-6], AD —[-2,3,-9].
A P pontnak az orig6t6l mért tavolsiga az OP helyvektor hosszdval egyenls.
04| = \/# + (=2)2 + (—4) = 6, [OB| = 14, |OC| = 13, [0D| = V/i%5.
Iﬁl = /22; |/T5| = +/b4; ]B_C”I = 6. Az ABC héromsztg nem egyenl§ széri.
]D_E"] = /18; |D7‘| = /48; fﬁ’[ = 1/46. A DEF haromszog egyenld széri.
la—ﬁf = ](Tf{[ = [H—K)[ = V2. A GHK héromszog egyenld oldali.

Legyen az = tengely keresett pontja P(z,0,0). Ekkor EfTﬁ[ =

= \/(JI: +3)% + 16 + 64 = 12. Az egyenlet gydkei: 21 = 5, xp = —11. Két pont
elégiti ki a feladat feltételeit: Py(5,0,0), Pa(—11,80,0).

A z tengely egy pontja: P(0,0,z). Az LZI?‘i = jﬁﬁl egyenléséghsl

\/1 +9+(z—T7F = \/25 +49 + (2 + 5)? kovetkezik. Innen z = —3. A kere-
sett pont: P(0,0, —-%)

AB = [—4,8,~8]; AC = [0,2,2); AB - AC = 0. Az AB é AC vekior
merdSleges egymasra, tehat a harom pont lehet egy téglalap hérom csiicsa.
A héromszdg szdgeit a szokdsos médon jelslve

AB.AC BA-BC C4-CHB
COSO(Z:*———, COSﬁ:——ﬂ-, 605’72“'___)—_:—.
[4B]-|AC| |BA|- |BC| |CA]-|CB|
AB = [4,8,—8] = —~BA, A€ = [~1,2,-6] = ~CA,
—_ — —_——
B [3,—6,2] = —~CB. Mivel CACB < 0, ezért v tompaszog.

&

} A hdromszog teriilete:

O (s
AB x A o 7
t:l——;—cl, ABxAC=|-4 2 1 =1[3,2,8], t:—z\/j.
-2 -1 1
2t 7 11

Az AB oldalhoz tartozd Ag: = —— = {f— =y —,
z o oz tartozd magassig: map ;;{ﬁ; 7 3

- _ 4B-a¢ 1 _\/’7’ ao o1 _\/T_f
sa—l;l_él.iA_dl—-m— g Swe=l-o=oo. tga= T

Megjegyzés: Mivel a feladat egyik kérdése miatt AB - AC & |AB}, |AC| is
kiszdmolando, kevesebb szdmoldssal jar a kovetkezs:
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10.

11.

12.

c) tz\/:, THAB—\/:, tga—ﬂgo

Emlékeztets: A Pi(z1,y1, z1) és Pa(29, y2, z2) pontok altal meghatérozott sza-
kasz felez&pontja: F (5%52, :ﬂ:éj&, 5’%'52) A BC szakasz felezSpontja:
Fi(—1,1,-1). Az AC szakasz felez8pontja: F5(—1,1,4). Az AB szakasz fe-
lezépontja: F3(3,2,0).

—
Az A, B, illetve a C csticshal kiindulé silyvonal hossza: |AF| = /53,
|BF;| = V38, illetve [CFa| = /77,
Tekintsiik a bal oldali dbrat! Itt az O pont a koordindtarendszer origéjé,t
jeloli. A feladatban megadott ardnybdl kivetkezik, hogy AP = AB és

ezért OP = OA + AP = 0—1,4 + i AB. Ebbsl kapjuk, hogy
I:L‘, Y, "} = {(l],ﬂ.) a3] +

m+n

[b1 — a1, b2 — a2, b3 — as).
nay +mby nas + mby naz 4+ mbs
m+n ' m4+n ° m4+n J

p A
P(z,y.z) K
L
[#]
B © B

Tekintsiik a jobb oldali dbrdt. Itt I és L a két harmadol pontot, az O pedig
a derékszbgii koordindta-rendszer origdjit jelok. Az elézd feladat eredményét
m = 1-gyel és n = 2-vel alkalmazva K(2,0,3) adédik, m = 2-vel és n = I-gyel
pedig L(0,1,4).

Az A pont tiikérképe a B ponton legyen A'(z',v/, 2").

a) Mivel a B pont az origs, ezért A'(—3,—4,1).

m+n

A kijelslt szorzdsokat elvégezve: P (

. - i .
b) Az A pont az origé, ezért az AB vektor a B pontnak, az AA’ vektor pedig

—
az A’ pontnak a helyvektora. Ezekhdl kévetkezik, hogy AA' = 948 =
= 2[3,4,~1] = [6,8,-2}. A tikorkép: A'(6,8,-2).
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13.

14.

15.

16.

c) Az AA szakasznak felez&pontja a B pont. Ezért a 9. megolddsnal leirtak

—-1+2 -2 ! —-54 2
alapjan ; T - 2, +y = -1, -%F—— = 3. Ezekbsl A'(5,0,11).

d) A ¢) részben leivottakhoz hasonléan ;érjunk el. A'(-5,-1,2).
2) A harmadik csiics: C(x,0,0). A hdromszog teriilete: ¢ = %i:l_ﬁ X ZE’! = 5.

— — —

AB x AC' = [-10,2 + 7,9 — 3z). |AB x AC| = +/102% — 40z + 230 = 10.
Ennek az egyenletnek nincs valds megoldasa. Ezért az z tengelven nincs olyan
C pont, amellyel az ABC haromszog teriilete 5 egység.

5 /261 — /261
b) Két ilyen pont van: ¢ (0, 0, i%—g—i) , (9 (0,0, 51—1§£) .

— -
ABx AC = [y+1,-3,8—y], ezért 2t = \/2y? — 14y + T4. Mivel a gysk alatti

kifejezés az y minden értékére pozitiv, mivel diszkrimininsa negativ. Igy az
eléz8 egyenlet ekvivalens az y* — Ty + 37 — 2t2 = 0 egyenlettel. BEzért azok (és
csak azok) a ¢ értékek lesznek megfelelSk, amelyekkel az elébbi masodfoki
egyenletnek vannak valés megolddsai. Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha

49 — 4(37 — 2%) 2 0. Ebbsl ¢ > /% kovetkezik.

Legyen a negyedik cstics D{z,y, z). Harom kiilonboz6 eset van:

L7 7

D
B
)

a) b} c

X —  — —_— .

a) Az egyik 4tl6 az AB szakasz. Ekkor AC' + AD = AB. Attérve koor-
dindtds alakra: [—4,2,0) +[¢ -3,y + 1,z — 2] = [-2,3, 6. Ebbd#] a vek-
toregyenlethSl: » =35, y =0, z = —4. Tehdt a negyedik csics: D(5,0,-4).

—_—  — —_—
b) Az egyik 4tls az AC szakasz. Az AB+AD = AC egyenletbsl D(1, -2, 8).
¢) Az AD szakasz az egyik 4tlé. A negyedik csics: D(~-3,4, —4).
Tudjuk, hogy hirom vekior vegyes szorzata akkor és csak akkor 0, ha a harom
vektor komplanaris. Az is ismert, hogy koordinataival adott hdrom vektor ve-
gyes szorzata a koordinatakbdl alkotott harmadrendi determindnssal egyenis.
a) Az A, B, C, D pontnégyes akkor és csak akkor van egy sikban, ha az AB )

— _
AC » AD vektorok komplandrisak. A hdrom vektor vegyes szorzata:

-3 1 -1
AB.AC.AD=| 1 0 —-4|=-204#0.
~1 2 -2

5.8



5. Analitikus térgeometria

17.

18.

19.

20.

21,

22.

Tehat a négy pont nem egysiki.

b) AB-AC-AD =0. A négy pont egysiki.

c) AB.AC - AD =0. A négy pont egysiki.

Ha a tetraéder egy csticsabél kiindulé harom élvektor a, b és c, akkor a
tetraéder térfogata V = %|abc|. Az A csticsbé] kiinduls harom élvektor: AB =

[4,0,-3], AC = [3,2,-3], AD = (4,1, —3]. Vegyes szorzatuk: AB.-AC.AD =
3. A térfogat: V = %

AfeIszin:F:%(]EXEI-I-IEXZ—D)]-}—IEXEH—!EE”XB_:”JE) =

= 3(v109 + V43 + 5+ 1). Az ABC lap terillete t = 11/109. A tetraéder
térfogata V = %tm, ahol m az ABC laphoz tartozé magassig. Ezekbdl a
magassag: m = 3//109.

-1 0 1

-5 6 -3 [=—-6u—14.

0 4 u-3

A tetraéder térfogata 4 egység, ha F|6u + 14] = 4, azaz |6u + 14| = 24.
Ebbél az egyenletbsl az u ismeretlenre két megoldést kapunk. Ugyanis vagy

6u 414 = —24, amibSl v = —-159-, vagy 6u + 14 = 24, amib8l u = % A feladat
feltételeit két pont elégiti ki:

AB.AC-4AD =

19 5
D;(2,0,——:—3—), D2(2,0,§).
A pontnégyes akkor és csak akkor egysiki, ha
. [ S T
AB.AC AD=|1 0 wv-u|=2-u—v=0.
0 1 -1-u
Ebb8Sl u+v =2
. . -1 0 1
AB - AC-AD=| -4 -2 1|=2—3y+2:-3.
"le-3 y—-1 =z

A térfogat }|2z — 3y + 22 — 3] = 10. Ebbé] egyrészt 2z — 3y + 22 — 63 = 0,
mésrészt 2z — 3y + 2z + 57 = 0 kovetkezik. A feladat feltételeit a 2z — 3y +
2z —63 =0 és a —2z -+ 3y — 22 — 57 = 0 egyenleti sik pontjai elégitik k.

A feladatok megolddsanal alkalmazzuk a T 5.5 tételt.

a) 3z+2y—42+8=0. b) z+2y+4:2=0. ¢) 224+3z—-8=0.

d) 2y—2z—4=0. e z=0. f) y=0. g) 2=0. h) y=2.

El8bb szamitsuk ki az adott pontok valamelyikébél kiinduls és a masik két

adott pontba mutaté vektor (pl. IJ_Q’ és I‘T)R) vektori szorzatét. Ha ez a vek-
tori szorzat nullvektor, akkor (a két vektor egydllasq, és ezért) a P, @, R
ponthdrmas egy egyenesen fekszik; ha nem nullvektor, akkor a hérom pont
dltal meghatdrozott siknak normélvektora. Az utSbbi esetben alkalmazzuk a
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23.

24.

25.

26.

27.

28,

29.

30.

31.
32.

T 5.5 tételt. (A tételbeli Py pontként az adott P, @, R pontock barmelyikét

valaszthatjuk.)

a) t+y+2:—-3=0. by e+y+2z=1. ¢} 4o —22y+ 3z =0.
—_—

d) y=0.- e} PQx PE=0. ‘

Az adott sik (egy) normalvektora az n = {7, —1,3] vektor. A parhuzamossig

miatt az 1 vektor a meghatirozandé siknak is normaivekiora. A T 5.5 tételbsl

kovetkezik, hogy a sik egyenlete: Tz —y + 32 — 8 = 0.

Pl az z tengelyt abban az M. pontban metszi, ahol ¥y = 2z = 0. A metszés-

pontok: M,(—-6,0,0), M,(0,-3,0), M.(0,0,2).

Mivel a harom egyenietbdl all6 egyenletrendszert csakaz o =1, y=1,2=1

szamhédrmas elégiti ki, a K(1,1,1)} pont rajta van mindharom sikon, de mis

kézés pont nincs. A keresett stk egyenlete: z +y + 22 —4 = 0.

A héarom stk egyenletéb8l Bsszetett egyenletrendszernek nincs megoldisa.

Fzért a hdarom siknak ninecs kdzos pontja.

A hirom normalvektor vegyes szorzata:

11 1
2 -1 1{="7.
1 2 -1

Ez az érték nem 0, ezért a hirom normaélvekior nem egysikd. Tehat a sikok
metszésvonalai kéziil semelyik kett§ nem parhuzamos, igy a hdrom siknak
egy és csak egy kozos pontje van. (A metlszéspont meghatérozdsdhoz a ha-
rom egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszert kell megoldani, de ez most nem volt
kérdés.)

Az adott négy egyenleths! minden lehetséges mdédon vilasszunk ki hdrmat,
fgy négy haromismeretlenes egyenletrendszert kapunk. Ha a négy egyenlet-
rendszer mindegyike egyértelntien megoldhatd, akkor a négy sik kozrefog egy
tetraédert, melynek csiicsait az egyenletrendszerek megoldasai adjak. (Abban
az esetben pedig, ha legaldbb egy az egyenletrendszerek koziil nem oldhats
meg, vagy legaldbb egynek végtelen sok megoldasa van, a négy sik nem ha-
tarol tefraédert.) Ha P; jelsh a §; stkkal szemkozti pontot, akkor Pi(3,2,2),
Py(3,-4,2), P3(0,—-1,2), F4(1,0,0). A tetraéder térfogata 6.

A meghatirozands sik (egy) normaélvektora AB x n, ahol n az adott sik
normilvektora. AB x n = [—3,—12,-3]. A sik egyenlete: z+4y +2—11 = 0.
A keresett sik normdlvektora mergleges mindkét adott sik norméalvektordra,
ezért egyenlete: 2 + 5y — 3z — 3 = 0.

A sik normélvektora: A8 = {2,10, —4). A sik egyenlete: z + 5y —2:—16 = 0.
A megoldésnal a rombusznak azt a tulajdonsagat hasznaljuk fel, hogy atldi

s

felezik a cstcsndl 16vE sziget.
a) Az AB = [1,2,—-2] és az Ac = [3,4, 0] vektorok egységvektorai rendre:

AB 1 AC 1
J— = 5[1,2, —23, Y - 5[3,4,0]
{AB| JAC]|
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33.

34.

35,
36.

37.

Ezek osszege az A csicsndl 16v8 bels§ szoglelezével egyallast vektor, azaz a
keresett sik normalvektora. 1[1,2, -2} + £3.4,0] = (14,22, -10].

A sik egyenlete: Tz + 11y — 5z — 15 = 0.

b) Az A csicsnal 16v6 kiilss szdgfelezdivel parhuzamos az a) részben kiszami-
tott két egységvektor kiilsnbsége. A sik egyenlete: 22 + y + 5z — 30 = 0.

A siktdl megkoveteljiik, hogy merdleges legyen az A-hoz tartozé magassig-

—
vonalra. Ezért egyrészt parhuzamosnak kell lennie a BC' vektorral, masrészt
merdlegesnek kell lennie a haromszog sikjéra, és igy parhuzamosnak kell len-

— . —_— - —
nie az AB x BC vektorral is. Ezekbél kapjuk, hogy az (AB x BC) x BC'
vektor a sik normdlvektora. A sik egyenlete: 5z + Ty + 2z — 14 = Q.

Az ¢ és [ egyenes egyenletrendszerét hasonlitsuk 6ssze a T 5.8 tételbeli
egyenletrendszerrel, a ¢ egyenesét pedig a T 5.9 tételben 16v6 (1) képlettel.
Az e, f és g egyenesek irdnyvektorai rendre: u = [3,-1,2], v = [-1,0,2],
w={-3,1,-2].

Az A pont rajta van az e egyenesen, mert a pont koordinatait behelyettesitve
az egyenletrendszer egyenleteibe, mindhérom egyenlethd! a i-re ugyanazt az
ériéket kapjuk. (Most 1-et.} Az 4 pont nincs rajta az f egyenesen, mert az
egyenes minden pontjinak y-koordinétdja 4. Az A pont rajta van a ¢ egyene-
sen, mert a pont koordinitéit behelyettesitve az egyenletrendszer egyenletei-
be, helyettesitési értékként ugyanazt a szdmot kapjuk. (Most zérust.)

Mivel az e és g egyenesek iranyvektorai egyillastiak és az 4 pont rajia van
mindkét egyenesen, ezért ezek az egyenesek egybeesnek.

A B pont nincs rajia az e és g egyenesek egyikén sem, de rajta van az f
egyeneseir.

x25:—y:1—z; f:?,—;z:::——;;-lv,y=2; g.‘y:3,Z:4.
a) Az egyenes g = 16 koordindtajit pontja: Py(16,24, 20).

A keresett paraméteres egyenletrendszer: z = 164-3¢, y = 2445¢, z = 20+-4¢.
b} Pp(3,5,2), z=3,y=5+2f, z=2+¢.

c) Po(7,4,-3), z=T7+t y=4, z=-3.

Alkalmazzuk a T 5.8 és T 5.9 tételeket.

e

a) a=-2—¢
y=5+2 —z-2=85-s21
z=143t .

b} Irdnyvektor: P—Cj = [—4,0,1]
T=3—4
y=1 z;3:2—z, y =1
z=32+4t ,

¢y £=25
y=1 =9, y=1
z=4d+1 |

d) Irdnyvektor: a x b = (3,4, —6].
T =643t

5.6
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38.

39.

40,

41.

42.

y=—3+4 S udd e
z=4—6t ,

e) Az irdnyvektor a két normélvektor vektori szorzata: [2,-4,2].
x =2t -
y=4—4 = =
z=142f ,

a) a=2

b} Az egyenes iranyvektordnak merslegesnek kell lennie a sik normalvekto-

rdra, Ezért ¢ = 2 vagy o = —2.

¢} Akkor és csak akkor van metszéspont, ha az egyenes nem parhuzamos a

sikkal. Ekkor az egyenes irdnyvektoranak és a sik normalvekiordnak skaliris

szorzata nem zérus. Most ez a szorzat minden a-ra zérus. Tehét nincs olyan

a, amely kielégiti a leirt kvetelményt.

d) A kovetelmény olyan o-val teljesithetd, amellyel a sik normalvektora és

o

=4

Z2—

—

-]
~l

az AB vektor egyallast, azaz, ha létezik olyan k valés szém, amellyel
Zﬁzh—%a+lﬂ=ﬂ&&%.

Ez a vektoregyenlet a kovetkezs egyenletrendszerrel ekvivalens:

o—2=3k
o+ 2 =5k
PR

4

Az £ = 2 é5 o =8 érték mindhdrom egyenletet kielégiti. Tehét az o = 8
értékre a kovetelmény teljesiil.

Az egyenesen kijeloliink egy pontot, pl. A(2,0,2).

A sik egy normalvektora: AP x (1,3,0] = {6, -2, —13].

A sik egyenlete: 6z — 2y — 132 4 14 = 0.

r—6y—4z+1=0.

=t e o 8
3 9 FE S gu = -2+ 8v
vEZ T i {y=u, i {y=3v
11 u z=uv.
z = z + —f z ==
A paraméter kikiiszobolésével rendre
8y —6 3z +6 2
;z:yng -—2, ls-l- :y:3z‘ 1-81— :g‘:z

adddik. Konnyen ellenérizhetd, hogy a hirom egyenletrendszer ekvivalens,

a} Helyettesitsiik a sik egyenletébe az egyenes egyenletrendszerében 1év8 z,
Y és z értékeket, Kapjuk, hogy ¢ = 1. Egy kizds pont van: D(2,1,2).

b) Célszert dttérni paraméteres egyenletrendszerre. Ettd] kezdve igy jarunk
el, mint az a} részben. Kézos pont: D(3,-1,4).
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43.

44.

45.

46.

47.

c) A siknak és az egyenesnek nincs kézos pontja.

d) Az a) részhez hasonléan eljirva, a 0 = 0 azonossigot kapjuk. Az egyenes
benne fekszik a sikban.

z=2 y=-2 2z =1t vagy

z
2" 27 7
Az AB oldal F felezépontja: F(—1,4,—2). A silyvonal iranyvektora F_C)';
egyenletrendszere: v =4 ~5¢, y= -7+ 11t, 2= —-2.
A 32. feladat megoldésanal elmondottak szerint a szogfelezs iranyvektora:
v = %{2, -3,6] + %[—3, 6,2] = %[-1,3,8], egyenletrendszere: 1 — ¢ = F—;—Z =
z+7
5

A stk (egy) normélvektora az adott sik normalvektordnak és az adott egyenes
irdnyvektoranak vektori szorzata. Egyenlete: 2z — y — 52 — 9 = 0.
Az egyenesek irdnyvektorai: ve = [3,-1,-2], v; = [-6,2,4], v, = [2,0,3],
vy = [2,0,8], vi = [-3,1,2], v; = [6,—2,—4]. Lithat6, hogy az ¢, f, k,
egyenesek pérhuzamosak, hasonléképpen g és h. Egy pontot vilasztva az
egyik egyenesr8l, és koordindtait behelyettesitve egy vele parhuzamos egye-
nes egyenletrendszerébe, megéllapithatjuk, hogy a két egyenes egybe esik vagy
nem. Feladatunkban példéul a P(2,0,1) pont rajta fekszik az e, k és [ egyene-
seken, ezért ezek azonosak, de nines rajta az f egyenesen, igy f kitlonbozik az
e{= k = I} egyenestSl. Hasonléan, a Q(—3,0,9) pont behelyettesitése mutat-
ja, hogy a g és a h egyenesek azonosak. Tehat valSjaban csak hirom kiilonbszd
egyenesiink van: az e =k = [, az f és a ¢ = h egyenesek.
Altalaban két egyenes kolesonos helyzete gy hatdrozhaté meg, hogy megold-
Juk a két egyenes (akdr paraméteres, akir paramétermentes) egyenletrendsze-
reib8l alkotott egyenletrendszert. Ha ez egyértelmiien megoldhaté, akkor a
két egyenes metsz8, ha végtelen sok megoldés van, akkor a két egyenes azo-
nos, ha nincs megoldés, akkor az egyeneseknek nines kozos pontjuk.
Példaul az e és h kolesonos helyzetét megadja az alébbi Gtismeretlenes egyen-
letrendszer:

x=3t+2 x=2u—3

y=—1 y= -1

z=1-2 z=3u+9.

(Vigydzzunk, a két egyenes paramétere egymastél fiiggetlen, ezért kiilsnbs-
z8 betiikkel jeloljiik.) Az egyenletrendszer ellentmonds, tehit a két egyenes-
nek nincs kozés pontja (kitérdek, mivel nem parhuzamosak). Hasonléképp
ellentmondé az e, k, ! valamelyikének és g illetve h valamelyikének egyen-
letrendszerébdl alkotott egyenletrendszer. Példaul % és ¢ esetén az alabbi

egyenletrendszert kapjuk:

8 —
3m=y+2 y=-1

z+3 x+5_z—6-
) =y+42 2 ~ 3

Végiil az f és g (illetve f és ) egyenletrendszereibsl alkotott egyenletrend-
szert megoldva kapjuk, hogy f és g metszéspontja a (—5, —1,6) pont.
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48.

49,
50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

Megjeg&zés: Két kiilonbozd allist egyenes esetén egy masik médszerrel is
eldénthetd, hogy metszik-e egymast, vagy nem. Kijeloltink az egyeneseken
egy-egy pontot; legyenek ezek A és B. Majd kiszdmitjuk a két irdnyvektor és

az AB vektor vegyes szorzatit. Ez a szorzat akkor és csak akkor 0 (kiilonbszs
dllast egyenesek esetén), ha a két egyenes metsz8. Példaul az e egyenesrd] az
A(2,0,1), a h egyenesrSl a B(-3, —1,9) pontot vilasztva a vegyes szorzat
nem 0, tehit a két egyenes kitérs.

A 47, feladat megolddsa szerint eljarva, és megoldva a két egyenes egyen-
letrendszeréb6l kapott egyenletrendszert, azt kapjuk, hogy az csak A = 11
esetén oldhatd meg egyértelntien. A metszéspont: [20/11, —41/11,117/ 11}.
Az el876 feladat megoldasénak végén tett megiegyzés szerinti megoldds: az e,
illetve az f egyenes egy-egy pontja: A(—2,0,1), B(3,1,)). A két irdnyvektor:
vi = [2,-3,4] és v; = [1,4,2]. A v1v2E§ = 0 egyenletbs] kapjuk, hogy
A =11,

34
A==,
Az z-tengely esetén: A = ——%—; metszéspont: M (%, U,O),

Az y-tengely esetén: A = ~§; metszéspont: M (0, —5,0),

Az z-tengely esetén: nincs ilyen A.

Az ¢ egyenes két sik metszésvonalaként lett megadva.

Az z-tengely esetén: X = —4; metszéspont: M(2, 0,0).

Az y-tengely esetén: A = 9; metszéspont: M(0,-3,0).

Az z-tengely esetén: X = 3; metszéspont: M(0,0,3).

Az A ponton 4thaladé és az adott sikra meréleges e egyenes egyenletrendszere:

T =4+, y = —3—1, 7z =5+1t. Az e egyenes déféspontja a sikon: D(3,—2,4).
- —

A tikorkép: A'(2,-1,3), mert AD = DA’

Az A ponton ithalado és az e egyenesre merdleges sik egyenlete: 3z + By +

2z — T = 0. Az e egyenes doféspontja ezen a sikon: D(3, —2,4). A titkorkép:

A'(4,-3,5).

Titkrozziik az egyenes két pontjit (az egyik az egyenes és a sik kozds pontja

is lehet; ez a tiikrbzéskor helybenmarad). Az egyenes tiikdrképe:

€ 2=-5-8 y=1, 2= —5¢t

Meghatérozzuk e-nek két kiilonbsz8 pontjat, és mindkettSnek azz-+ 2y—z=10

egyenletii sikra es§ meréleges vetiiletét. A két vetiileti pontot Ssszekstd egye-

nes paraméteres egyenletrendszere: ¢ = xg+u y =yg —4u 2z = 29 — Tue.

Ezutdn t = g + u helyettesitéssel (a két pont valasztésitsl fiiggetleniil) az f

egyenes egyenletrendszere: 2 =4, y =1 —4f, 2 =2 — Tt

A metszésvonal irdnyvektora v = n) x ng, ahol n; az elsé, ng a masodik sik

normélvektora: v = [4, -1, -3].

A keresett sik normélvektora: n = (n; x nz) x u, abol u az egyenes irényvek-

tora. n = [g—, —13—3, 3]. A metszésvonal egy pontja: A(0,0,0),

A sik egyenlete: 72 — 26y + 18z = 0.
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57.
58.

59.
60.

61.

62.

63.

64,

65.

a) Sz +4y+9z+15=0. b} y+2z=0. ¢y z+z+3=0

d) z—y+3=0. e) z—4y—3z+3=0.

Az origén és az e egyenesen 4tmend sik egyenlete: 8z + 6y + 5z = 0. A sik és

az f egyenes kizds pontja: M(2,4,—8). A feltételeknek a PM egyenes tesz
zZ

eleget; egyenletrendszere: @ = % = -z

y+5
B
A P ponton és az e egyenesen atmend S sik egyenlete: 22 + 3y — z — 1 = 0.
Ez a sik tartalmazza az f egyenest. Ezért a feladatnak megold4sa az § siknak
minden olyan egyenese, amely dtmegy P-n és nem parhuzamos az e és f
egyenesek egyikével sem.

=3 —z.

. z
Egyetlen ilyen egyenes van, egyenletrendszere:

Nines ilyen egyenes. (A P ponton & az e egyenesen 4tmend sik egyenlete:
3x+y~11z+4=0.)
K(1,1,-1). Az e egyenes irdnyvektora i = [1,0,0], az & stk normdlvektora
n = [1,1,1], az f egyenes irinyvektora legyen v = fee, D, €]
Mivel az f benne van az § sikban és mer6leges az e egyenesre, ezért v-n = 0
és v-i=0. EbbSl @ = 0 és b = —c kovetkezik. Teh4t az f egy irdnyvektora
a [0,1, —1] vektor; paraméteres egyenletrendszere: f: z =1, y=1+1¢, z =
-1 -1
A P ponton dtmend és az a-ra meréleges sik egyenlete: 6z — 2y — 3z + 1 = 0.
Ez a sik az adott egyenest az M(1,—1,3)} pontban metszi. A PM egyenes
egyenletrendszere:

z+1 2-y 243

2 3 8

A keresett egyenes v irdnyvektora a sik normélvektora, ezért v = [2,4, —1). Az
e egyenes irdnyvektora: u = [2, —1,1]. Az e egyenesen 4t vegyiik fel (a v-vel
parhuzamos, tehdt) az ux v normélvektord sikot {egyenlete: 3z —dy —10z = 0).
Az f egyenes doféspontja ezen a sikon

88 51 6
D(H’ﬁ’ﬁ)’

ez a keresett egyenes egyik pontja. Az egyenes egyenletrendszere:

82z — 176 = 41y — 51 = 24 — 164z.

A sikok normalvektorai komplanarisak, mert vegyes szorzatuk zérus. Ugyan-
akkor a normalvektorok paronként nem egyslldsiiak. Ezekbdl kovetkezik, hogy
béarmelyik két sik kiilsnb6z8, de barmelyik kettdnek van metszésvonala és ezek
egyezd dlldstak.

A metszésvonalak (kézos) irdnyvektora: v = [1,2,1].

Héarom ilyen siknak akkor és csak akkor van kézss pontja, ha paronkénti met-
szésvonalaik egybeesnek.

Vélasszunk ki egy P pontot két sik metszésvonalan. A P pont akkor és csak
akkor van rajte a harmadik sikon is, ha A = 3. Eszerint;

a) Van kdzés pont (cgyenes is), ha A = 3. b) Nincs k826s pont, ha A # 3.
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66.

67.

68.
69,

T0.

T1.

Ha E az e egyenesnek, F pedig az f egyenesnek egy-egy pontja, akkor a g
egyenes dtmegy az EF szakasz felezpontjan.

cx—4 3 9
bo Ty TV Ty
Ha a P(u,v,w) pont rajta van az e egyenesen, akkor
u—1 ) _w+3d
g =TV 6 =y

mésrészt, a T 5.11 tétel alapjén %[u +32v 4+ 2w+ 11| = 2. Ebbé] a hirom

egyenlethdl] a kovetkezs két megoldast kapjuk: Pi(1,0,—3), Py(-3,2,-9).

A tavolsdg: -‘g egység.
. 5 3

a) A T 5.14 tétel alapjdn: cos(e, £}/ = cos(e, g}/ = = cos(f,g)L = 7

b) Az (e, f), (e,g) és (f,g) sikok normalvektorai rendre: n, = (1,2, ~1],

ny = [2,—1.~1], n3 = [3,1,0]. Az (e, f) és (e, g) sikok szogének koszinusza;
nng| 1
Inillny| — 6

7 tangensey/35.

Az (e, f) és (f.9),1ll. az (e, g) és (f, g) sikok szogének tangense egyarant \/’g
¢) T 5.15 alapjan a szbgek szinuszai a feladatban megadott sorrendben:

\/2 /1o [10
T’ 21" 21"

a) Az x tengely ivdnyvektora i = {1,0,0], a sik normalvektora n = i1,41]. A
T 5.15 itétel alapjan

V3

lin|

sz, 5}/ = =sin60° = —,
T 2
Ebbst ! 3 kisvetkezik inek ni alds ¢ 14
= —— kévetkez 5 valés sgoldédsa.
ybE N 5 KOvetkezik, aminek nincs valds t megoldésa
b} Az el§bbihez Lasonléan
. i 3
sinfy, S)d = il = V3

y2 2
Két megoldas van: ¢ = V86, t5 = — /6.
¢) Nincs ilyen t érték.
Legyen a keresett stk: S A2+ By+Cz4+D =0. A P és ¢} pont rajta van az
S stkon, ezért A+ B +v2C +D =06 2B+ /2C + D = 0. Ezekbsl 4 = B
kovetkezik. Az adott sik és az S sik hajlasszogének koszinusza:

(4 A.CllL, 1,01 _ V2

V2AZHCT 2T 2
Ebbsl €% = 24% A C = A2 értékkel szamolva kapjuk, hogy a keresett sik
normalvektorai n = [A, 4, 4y/2] alakiiak és D = —44, ahol az A tetsz8leges
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T2.

73.

74.

(nem zérus) valés szémn lehet. Ekkor a sik egyenlete: z +y + /22 —4 = 0. A
C = — A2 esetben pedig 2 +y — 22 = 0.

A keresett egyenes iranyvektora: v = [a, b, ¢]. Az adott sik, illetve az zy sik
normélvektora n = [1,-2,0], illetve k = [0,0, 1].

Az e egyenes benne van az adott sikban, ezért v-n = a — 2b = 0. Ez utébbi
és & T 5.15 tétel alapjin

lf V3
VB2 2
Ebbsl ¢? = 1502, Két megoldas van:
r—2 z—4 x—2 z—4
ey 5 =y——1=——\/z_§—; en: T:y—l:—ﬁ—.

Legyen a keresett egyenes e irdnyvektora v = [q, b, ¢]. A T 5.14 tétel alapjan
egyrészt

liv] 0
cos(z, e}l = == = cos60° = =,
(@) Va2 + b2 4 ¢2 2
masrészt . 1
cos(y, e}/ = liv] =

Vel i+ 2

Ezekbdl b2 = a® é&s ¢ = 2a%. A feladat feltételeit négy egyenes elégiti ki.
Egyenletrendszereik:

Z

z
_ﬁ, m—y_——ﬁ és :z:_—y~%, 1_—'1;—_%'

a) Legyen a keresett egyenes g, irdnyvektora: v = [@,byc]. T 5.14 alapjén

_ 12a + cf 1 __l-at2q 1
cos(e,g)L = JiJernra gy olhal= NN it
Ezekbdl |2a + ¢| = | — a + 2¢| kivetkezik.

A 2a+4¢ec=—a+2,illetve 20 + ¢ = a ~ 2¢ felbontasbél b2 = 1002, illetve
b = 10c? adédik. Az a = 1, illetve ¢ = —1 vélasztdssal kapjuk, hogy a feladat
feltételeit négy egyenes elégiti ki. Egyenletrendszereik:

5_3 y—4 =241 3 y—4 =41
— 9 = —— = y T—d=—"—v0= R

V10 3 V10 3
z—3 y—4 z—3 y—4

3 :__\/i_{j:_(z—!-l), ———-3 o= m:*(l-ﬁ-l)-
b) Két ilyen egyenes van (b* = 0); egyenletrendszereik:

1 -
_z-;— =4 .z 3

¢} Nincs ilyen egyenes (mert b < 0 adédik).

=z+1, y=4.
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75.

76.

7.

78.

79.

80.

81.
82.

A keresett sik egyenlete: Ax+By+C2+D = 0. A metszésvonal iranyvektorira
[1,~3, —5), az egyiitthatSkra, A, B, C, D-re pedig az alabbi egyenletrendszer
adédik:
A+B4+C+D =0
A—3B-5C=10
jA+2B-C|=|2A-B+C|.
Az utols6 egyenlet a 71. feladat megolddsa szerint nyerhets. Két megoldas
van:
z — 3y + 2z = 0, a szbg koszinusza: \/%
3z +y — 4 =0, a sz6g koszinusza; \/%
A keresett egyenes irdnyvektora: v = [a,b,¢]. A 73. feladat megoldasihoz
hasonléan eljérva a kovetkezs egyenletrendszert kapjuk: |a| = [b] = |¢|. A
feltételeket négy egyenes elégiti ki. Egyenletrendszereik:

r=y==z, T=—Yy=2=z, —T ==z, —E ==Yy ==z.

A sz5g koszinusza mind a négy esetben: %
Legyen a keresett egyenes irdnyvektora v = [a,b,¢]. Az ¢, f és a g egyenes
egy-egy irdnyvektorat jelolje rendre a vy, vy és a v3 vektor. A T 5.14 tétel

alapjan

K2’} _ [vva] _ bvvs|
ilvil tvllvel  [vlivs|
Ebb6l [2a+3b+¢| = [3a—2b—¢| = | —a+3b+2¢|. A feladat feltételeit négy
egyenes elégiti ki. Egyenletrendszereik és a szogek koszinuszai:
m—1=2~y—?ﬂ; \/;l; 1—-T=Z—'13'—1-; 3@.
r—1=12=¥_ 343, [T _1:;,—_2_ w1, [T
5 7% i 301 - 3 5 = 11

Legyen P(z,y, z) valamelyik szogfelezs sik tetszéleges pontja. A T 5.11 tétel
alapjan minden ilyen pontra

le =3y +22-2] [2z+y+3z-5]
_ V14 h V14
teljestil. A két szogfelezd sik egyenlete: 2+4y+2~3 =0 & 32—2y+52—7=0.
Legyen a mésik végpont B(z,y, z).
Ekkor § = l/—l-ﬁ] \/(.1: +2 4 (y-3) + (z - 1)*. Figyelembe véve, hogy a
B pont koordinatai kielégitik az egyenes egyenletrendszerét, a B paraméte-
reként t = 2 adddik. Megoldasok: Bi(2,7,3) és Ba(—6, -1, —1).
4

Két ilyen pont van: P;(0,0, g), P2(0,0,2).
—82
13 130
A metszésvonal egyenletrendszere: =E = 3—— = z. Olyan P(u,v,w) pontot
keresiink, amely rajta van a metszesvona.ion és amelyre

lu+2v+w+1]  |ut2v+w-—3
V6 B V6 '
5.13

Két ilyen pont van: Pi(0,0, -2}, P(0,0,
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83.

84.

85.

86.

87.

(*)

Ebb&] és a metszésvonal egyenletrendszeréhdl kapjuk, hogy a megoldas:
P(3,-1,0).

a) A P ponton ithaladé és az e-merSleges sik egyenlete: 3z — v+ 9 =10 Az
e egyenes metszéspontja ezen a sikon: M(—~2,3,2). A tdvolsdg 5 cgység.

2. megoldds. Az T 5.12 képletébe az e egyenes két pontjat, pelcla,ul Q1,2,2)

| P&x R|
—
IQF]

b) A tavolsdg: 6+/3 egység. ¢) A tavolsig: 17 egység.

d) A tavolsdg: @ egység. e} A tévolsdg: \/g egység.

a) Az ¢, illetve az f egyenes (egy) irdnyvektora vy = {2, 1, —32], illetve vy =

{4, —3.-5]. A két egyenes egy-egy pontja: A(—4,4,—1), ill. B(—5,5,5). Az

és R(4,1,2}) pontokat helyettesitve a keresett tdvolsag: = 5.

}Tﬁv;w vegyes szorzal értcke —9. Ez nem zérus, tehat a két egyenes kitérs.
A tdvolsdg a T 5.13 tétel alapjan 3 egység.
b) A tavolsdg: 2 % egység.

c) A tavolsag: 3 egység.

a) Az e, illetve az f egyenes irdnyvektora: v; = (-3,4,1], illetve vy =
[1,-1,—1]. A két egyenes tdvolsaga: d(e, f) = \/— A nolmaltianszveuahs
na,nv'sektnn vy X vy = [~3,-2,-1]. A tovibbiakban az 64. feladat megol-
ddsdban leirt inédon jarunk el. A ¢ normaltranszverzalis egvenletrendszere:

-4 y4+2
3
b) de, f):\/zﬁ. t:a=0t+9,y=—2:=—t+2.

o

z+3 ~ z

c) dle, f) =217 t:T: :1931:5-
2—y z-1
dle.fy=V14., t:1—2= 5=y

Legyen St a Py Py szakasz felezGpontjan atmend és a P % szakaszra merd-
leges sik, Sy pedig a P P; szakasz felezGpontjan atmend és a Py Py szakaszra
merdleges sik; G az 51 és Sy metszésvonala. Sy eg}eulete G +4y + =z = 47,5;
Sy egyenlete: 4o +y + 42 = 30,5. G : 1_31{1: ﬁ )+ 15¢, y—Lﬁ 20t,
z = —10¢.

Két ilyen sik van, mert d(e, P) = /2 és ez nagyobh 1-nédl. Legyen a keresett
S sik egyenlete: Az + By + Cz+ D = 0. Mivel d(P,5) =1, a T 5.11 szerint

24+ B +3C + D]

Az e egyenesen felvéve két pontot, két tovabbi egyenletet kapunk az 4. B, C,
D egyiitthatokra.

Legyen ez a két pont ph. a Q(1,3,4) és R(1,0,3); ekkor az A+3B+4C+D =0
és A+ 3C + D = 0 egyenleteket kapjuk, ezekbsl C' és 4 + D értékét B-vel
kifejezhetjiik: C = —3B és A+ D = 9B (a Q és R mas valasztisa esetén is ezt
kapjuk.) A (%) egyenletbe helyettesitve |4+ B| = +/AZ + 10B? adédik. EbbLél
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88.

89,

90.

2AB = 9B? kévetkezik. A B = 0 esetben A # 0, és ezéri A-t valaszthatjuk
1-nek, ezzel a keresett sik egyenlete z —1 = 0. A B # 0 esetben pedig B = 2
vilasztassal 9z + 2y — 62 + 9 = 0. A sikok sztgének koszinusza: %,

FElGzetes megjegyzés: Egy T teritletid
haromszoget vetitsiink merglegesen egy
sikra. Ha ez a sik és a haromszog sikja
« sziiget zar be, akkor a vetilleti hé-
romszog T tertiletére T' = Tcosa. Az
abra alapjan ezt kénnyen beldthatjuk.
Itt az RM szakasz a PQ oldalloz tar-
tozd magassidg a PQR hiaromszigben,
R'M pedig ennek meréleges vetiilete.

A feladatban T' = %T; ezért coso =
1

5 .

A keresett § sik tartalmazza az z ten-

gelyt, ezért egyenlete By + Cz = 0 alakd, A P P P3 sik normélvektora:

[-2,-1,3]. Az § sik é&s a Py Py P; sik szigének koszinuszét a normdlvekto-

. 13C — B| 1. . .

rokkal kifejezve, a —————=—= = — egvenletet kapjuk, ebb&l pedig azt,
j VWi 2 pj pedig azt,

hogy 5B? + 12BC — 11C?% = 0. C%-tel osztva: 5 (%) + 12% ~11=0. (Sem

C, sem B nem lehet 0, mert akkor a keresett sik normélvektora nullvektor

lenne.) Két sik elégiii ki a feltételeket; egyenleteik:

—6 + 91 y —6— 91

5 +z=0 és 52:—5-y+z=0.

A P és Py cstcs tavolsdga ezektd] a sikoktol:

—1+ 91
d(Sy, Py) = 2d(Sy, P} = —me—
21/38 — 3+/01

1+ 91

2,/38 + 3,01

Az A, B, C pontharmas akkor és csak akkor nem kollinedris, ha £ £ 9. A sikok
kézts pontja: K(2.1,4). Ha t #£ 9, akkor az ABC sik egyenlete a t paraméter
értékeétd] fiiggetleniil r —y — 1 = 0, és fgy a K pont tivolsdga az ABC siktél
V2 egység.

A P ponton athalads és az e egyenesre me-
rfleges S sik tartalmazza a meghatdrozan-
dé m egyenest {ha létezik ilyen), tovabbi
az m és e egyenesek ¢ norméltranszverzali-
sat. Ezt mutatja az dbra, ahol az e egyenes
merdleges a rajz sikjara. Az S stk egyenle-
te: 3z — 6y + 22 —1 = 0. Az e egyenes és
az S sik M metszéspontjara: M(7,5,5). Az

51:

d( 52, P2) = 2d(5:, Py) =
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91.
92.

93.
94.

95.

96.

97.

]W] = V98> 7, ezért két olyan egyenes van, amely kielégiti a feladat felté-
teleit.

Feltevésiink szerint az e és m egyenesek tdvolsiga (MQ =) 7 egység. Ebbdl és
az MP = /98 értékbél kovetkezik, hogy az MPQ egyenifszdri derékszogi
héromszég: PQ = 7. Ez utdbbiak és az 5.14 tétel alapjdn

—
— |MP -« m| 1
1 cos{MP,m) = cos45° = = —,
) ( ) VI8Vl + 5+ 2 2
ahol az m = {a, b, ] vektor az m egyenes iranyvektora. Vilasszuk az m vek-
tort tigy, hogy

(2) lm|=+va2 + 82 +c? =7

legyen. Ez utébbi és MP = [—8, —5, —3] miatt az (1) ssszeftiggésbsl

(3) 8a 4 5b+ 3c =49
kovetkezik. Az m egyenes merésleges az e egyenesre, ezért
{4) 3 - 60+ 2c=0.

A (2), (3) ¢s (4) egyenletekb6l kapjuk, hogy a keresett egyenesek irdnyvekto-
rai: my = [2,3,6] és my = [6,2,—3]. A két egyenes egyenletrendszere:

z=—-1+2t z=-1+6¢
y=3t és y=2
z=2+4 6t z2=2—3%.

A 63. feladat megoldéséhoz hasonléan jarunk el, 2 — z = y—1l=z-2.
A sz8g koszinusza: %. A feltételt két pont elégiti ki: Dy (%, %, —i) és

D (3. 5. - 8)-
B (5254, 150), o (), 150, 15)

A C cstics lehetséges értékei: C1(0,0,0) és Ca(6, 44/3, 0). Az ABC lap teriilete:
7V/3 egység.

A tetraéder magassiga: 4 egység. A negyedik csiics (D) rajta van az adott
egyenesen &s vagy a z = 4, vagy pedig a z = —4 egyenletii sikon van. A D
cstics lehet: D1(2,1,4) és Dy(2,5, —4).

Négy tetraéder van: ABC Dy, ABCD,, ABCyDq, ABCs Dy,
a) Az r lehetséges értékei: 2 és —2. A tavolsig mindkét esetben: ﬁ.
b) Nincs olyan r szam, amelynél az e egyenes merGleges az o sikra.

A hérom tiikérkép a feladatbeli sorrendben: A(-3,7,1), B (—%, % ~%) ,

C (—1—7%, %, —%) Az ABC sik egyenlete: 35z + 4y + 6z + 71 = 0. Tévolsag:
120 .

T egység.

A négy tetraéder csticsai:

a) A(5,4,2), B(3,2,1), C(3,4,2), D(-3,2, —1).
b) A(5,4,2), B(3,2,1), C(8,4,2), D(9, 6,5).

c) A(5,4,2), B(7,6,3), C(3,4,2), D(~3,2, -1).
d} A(5,4,2), B(7,6,3), C(3,4,2), D(9, 6,5).
Mind a négy tetraéder térfogata 43 egység.
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98. Halétezik ilyen, d hossziisigii szakasz, legyen v = [z, y, 2] olyan vektor, amely-
re [v| = d teljesiil. Az egyenesek egységnyi hossziisagi irdnyvektorai a fela-
datbeli sorrendben:
vi=[43,-8], va = §[1,4,-8] & vs = 1[-1,8,4]. ‘

A viv =2, vov = 3, v3v = 1 egyenletrendszerbsl szarmazé
2z 4+ 3y—62=14
44y —82=27
~z+8y+4z=29
egyenletrendszert csak az ¢ = —5, y = 2, z = —3 szdmharmas elégiti ki.
Ezért egy és csak egy olyan d hossziségi szakasz létezik, amely kielégiti a
feladatbeli feltételeket. Hossziisiga: 1/38.

99. A P pont és az adott egyenes tavolsiga: 6. Két sik elégiti ki a feltételt.
Egyenleteik: 20 —y +22+9=046s 2z —y + 22 — 27 = 0.

100.A négy metszéspont: E(2,-1,5), F(3,-2,3), G(5,5,1), H(4,2,3). A haj-
lasszdg koszinusza: \/’T

101. A felbontas lehetséges, mert az egyenesek irdnyvektorai nem komplanarisak.
Az e, f, g, illetve a g egyenesekkel parhuzamos Gsszetevik rendre:
v1 = [8,4, -6], v = [~1,10, —4], illetve v3 = [3,-8,2].

102. A meghatarozandd sik legyen §: Az + By + Cz+ D = 0. A has4b éleinek
metszéspontjai az 5 stkon: M, (0, 0, —g—), My (0, 1, ——‘-B&CQ), M3 (1,0, —‘-‘%2)
(C #0). (A C =0 esetben az S sik parhuzamos az élekkel.) Ha a kimetszett
héromszog egyenld oldalt, akkor MyM, = MiM; = MyMs;. Vegyiitk még
figyelembe azt is, hogy az adott P és ( pont rajia van az 5 stkon. A feladat
feltételeit keét sik elégiti ki; egyenleteik: z+y+2+1=0é8sz+y—2z-+3=0.

103. A pdronkénti metszésvonalak egyenletrendszerei:

z=1t+3 r=u+1 z=v+4
e1: {¥y=t+1l, e: (y=u4+3, e:{y=v+4
z=t Zz=1u z=19.

Ebbsl leolvashats, hogy a pironkénti metszésvonalak parhuzamosak. A sik
dltaldnos egyenlete: Az 4+ By+Cz+ D = 0. A P ponton stmend és az a vek-
torral parhuzamos sikokra teljesiilni kell a kovetkezSknek: A+ B+C+D =0
és A = B. Ebbé] kisvetkezik, hogy a metsz6 sikok altaldnos egyenlete:

{1) A+ Ay —(2A4+ D)2+ D =0, ahol D £ 0.

(A D =0 esetben az Az + Ay — 24z = 0 egyenletii sikot kapjuk, amely par-
huzamos a hasib éleivel.} Az (1) egyenletil sikok és az e, e, e3 egyenesek

koz6s pontjai legyenek rendre M;, M; és M;. Kapjuk, hogy MiM; =

—_— —
= (22,0, MidMs = [ +1,% + 3,8 + 4, Mo} = [%Jra,%ﬂ,ﬁﬂ],
valamint MiMy = 2/2 é MiMs = MyM;. Ezzel allitisunkat igazoltuk.
Az MyMaM; haromszogek kézott nines derékszogd, mert ha lenne, akkor
MMz = MyM3 = 2-nek teljesiilni kellene. Kénnyen belathats, hogy ez lehe-
tetlen.
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104. Az €l626 feladat megoldasahoz hasonldéan jarunk el. Egyetlen ilyen sik létezik.
Egyenlete: y — 2 +1 = 0.

105.Legyen a metszd sik S, az dltala lemetszett kisebb tetraéder pedig AB'C'D.
Az ABCD tetraéder A csticsdhoz tartozé m és az AB'C'D' tetradder 4 cst-
esdhoz tartozs m' magassigara m' = m/ /2 adédik. E feladatnsl m = 2//3,
és a BC D sik egyenlete: z+y+2—1 = 0. A felezd sik egyenlete: z+y+z4d =0
alaki; d értéke a |3 + d|/V/3 = 2/(v/3Y/2) egyenlet alapjan vagy —3 + 2/ 2,
vagy —3—2/V/2. De az § siknak a BCD sik és az A-n atmend, vele parhuza-
mos (z+y+2—3 = 0) egyenletii sik kozott kell haladnia; tehdt —3 < d < ~1.
A felez sik egyenlete: z +y+ 2 -3+ 2/V2=0.

106.A t = u = 0 paraméterekhez tartozé pont az e, illetve az f egyenesen
E(z1,y1,21), illetve F{zg,ys, 29); iranyvektoruk v; = [a1, b1, ¢1], illetve vy =

[az, b, c2]. A két egyenes akkor és esak akkor egysikd, ha vy VQFF ={.Eza
vegyes szorzat a feladatbeli determindnssal egyenld.

107. Az e egyenest tartalmazd és az S sikra mer8leges sik normalvektoran = vxu,
ahol v az ¢ egyenes irdnyvektora, az u pedig a keresett $' sik normalvektora.
Tekintsiik az egyenes Py(xo, o, 20) pontjat, és legyen P(z,y, z}) a tér tetszé-

leges pontja. A P pont akkor és csak akkor van rajta az S' stkon, ha a ﬁ' n
skaldris szorzat zérus.

108. A bizonyitandé tulajdonsdg csak a négy
cstics egymdashoz viszonyitott helyzeté-
tdl figg. Ezért a koordindta-rendszert
gy célszeri megvilasziani, hogy a szé-
molds lehetSleg kevés faradsdggal jar-
jon és attekinthetd legyen. A tetraé-
der csticsai: 4, B, C, D. Az ABC ha-
romszoget az Ty tengelysikban, az dbra
szerinti elrendezésben vessziik fel. A D
esites: D(2dy, 2da, 2d3). Az AB, AC és A(GH) Fy(6.0,0) B(25,0.0)
CBHB élre mer8leges felezd sikok egven-
lete rendre:

r=b, agrtoy—c-c=0, (b—er)z—cay— V¥ +ct+c&=0.
Ez a hirom sik egy kozis e egyenesen halad 4t, melynek egyenletrendszere:
e: 2 =0b y= E%ifg’zﬂ . Az AD 4 felez8 merSleges sikja: S : dijz +
doy + daz — (d¢ + d& + d2) = 0. Bevezetjiik a kivetkezs jeloléseket: I =
(2 +c2~bey)feg és K = di +d3+d}. Az e egyenes és az S sik metszéspontja:
M= (b,L, K'—d’di;dﬁé) . Kimutatjuk, hogy a DM és AM szakaszok egyenld
hosszisigiak.,

C(Re2¢,.0)

F(b+ey,2,.0)

e

" 2

ds
—_— ) (K —dib—doL :
DM’ = (b—2d1)? + (L — 2ds)? + (vM - 2([3) .

ds
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A miiveletek és az 8sszevonas elvégzése utan kapjuk, hogy valéban DM =
AM. Mivel az e egyenes minden pontja egyenls tavolsigra van A-tal, B-tsl
és C-t8l, ezért DM = BM = CM is teljesiil. Ezekb&] kivetkezik, hogy az M
pont rajta van a BD és DC élek felez§ merdleges sikjain is. _

109.1. megoldds. Az el6z8 feladat megolddsanak elején mondottakat itt is alkal-
mazhatjuk. Legyen az egyik egyenes az z tengely, a masik pedig legyen pér-
huzamos az zy tengelysikkal. Tegyiik fel, hogy a két egyenes szdge o (# 0).
Legyen A(a,0,0) és B(b,0,0) az = tengely két, egymastél adott r tavolsdgra
levs (killsnben tetszéleges) pontja. A masik egyenesen pedig a Cler,ep, k) és
a D(dy,ds, k) pontot tizziik ki ugy, hogy tavolsiguk adoti s legyen. A két

szakaszra v = ja — b| és

(1) s7 = (e1 = di)® +(cg — dp)?

all fenn. Az ABC'D tetraéder térfogata:

(2) V = Y4B - 4C - AD| = Ya — bl|kllcz — dsf.

A CD egyenes egy iranyvektora v = [cos a, sin o ,0]; egyenletrendszere
CD: z=cj+tcosa, y=ca+tsing, z=k.

A D pont rajta van ezen az egyenesen, ezért {(d; — ci)sina = (dy — cz)cos .
Ez utSbbibsl és az (1) egyenletb&l kapjuk, hogy |es — d2] = ssin . Ezt {2)-be
helyettesitve: V = érlkis sin . Tehdt a térfogat csak az egyenesek egymashoz
viszonyitott helyzetéisl és a két szakasz hosszatdl fiigg, ezért {adott egyenesck
esetén) konstans.

2. megoldds. Legyen e és f a két egyenes; 4B, illetve CD a rajtuk felvett
7, ill. s hosszisdgit szakasz (r és s adott pozitiv szémok). Tovibba legyen
a = (e, f)/. Ismeretes, hogy

e, ) |AB.CD-4D| |[AB-(AD - AC)- AD)|
£ = == =
’ |AE x E*DI r$sin o
_[AB-4C-4D| _ v
- rSsin o " rssing

ahol V az ABCD tetraéder térfogata. Ebbo]l mar kovetkezik az elsg megoldés
utolsé mondataként megfogahmazott allitss.
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6. Komplex szamok {megoldisok)

1. Ldsd abra.
L %2
Zq ]
N\
} f—p—t
-2 1~2 3
S i PT

2. 2 =242, 23=-3+2 / 1
23=4—-2, z=-1-—1 z4° T 7

3. Z=2-Ti, Zos = -3+ 54,

Ty3=~51, By =1, Tz =—9 FTg=10

4. Telies indukeidval. 5. Teljes indukciGval.

6. Az elfz8 feladatbdl kivetkezik 2z = 29 = ... = 2, = 2 eselén.

7. 642, ~2+8. 8 —2-92, 8-—6. 9. 2—4, 6-—2i

18, -7+ 23:. 11, —-3—14. 12. 23 -+ 14..

13. A nevezd kojugsltjival bévitjiik a tortet, majd elvégezziik a szorzdsckat:
3+2 3+ 1+i_(3—m%{2+®i_3+§i
71—3_1—3' 1+ ) 52 T2 27

14. 3 + —5-i. 15. 37 —1.

16. A nevezdbeli szorzis elvégzése és a konjugilttal valé bovités, vagy a neve-
zvé()'belli tényez8k konjugiltjaival valé bévités és a szorzdsok elvégzése utan:
515" G revs

7 24 . 11 2, 1—-v3 143,

17, ——o— — —1. 18, —— 4 — 19. .

625 5625z % + 2152’ it ¢
20, —— — —t, 21, —— 4 —1.
2% 26 1010
2 17 19, =z 23 11. =z 23 11,
22. —=—cp ——t, — = —+—i, —=-—— —t,
29 25 25 2z 25 25 Zz 25 25
(zl) 17 n 19, 21 1 ; 21 \/2_6
Ay 2l 2 == - y_ver
z 25 25° |221 5 Y| 2g 5
23 6+2i 2+1.3+11. 3+1.
-+t —=+ =, o+ —t, -+ -t
575" 5°5"5 5°5 5
24. /157T+1 (1. T 6.6). 2B. -7+ 3¢ 26. 1.
o7 I3 + 4¢f|2 + | _1 08 hh2+y”+hﬂmﬂ_1

L+ 24+ 3]

6.

(= —v) + 203y
1



6. Komplex szdmok

29.
30.
31.

32.
33.
34.
35.
36.
37.

38.

39.

40.

41.
43.
45.
46.

47.

48.
50.
52.
54.
56.

57.

58.

61.

A 3z 45y =17, 2y — z = 5 egyenletrendszert megoldva: z = 1, y = 2.

|z — (—2+14)| =4, azaz |z +2—i] = 4.

Vagy csak annyit irunk, hogy Imz = mRez + b, vagy a kovetkez6t tessziik:
ha z = z + iy, akkor z = %(z +3)ésy = %‘r(z — %), amibé&l behelyettesités
utdn kapjuk, hogy (1 — mi)z — (1 + mi)7 — 28 = 0.

lz + 3| + |z — 3} = 10.

A 0 kézépponti 1 és 2 sugard kiorsk kozti korgyirl, a kdrvonalak nélkiil.

Az origé ktzépponti, 2 sugard krvonal.

Az valés tengely pontjai.

A —i kbzéppontt 1 sugart korlap, a hatérol6 korvonallal egyiitt.

|2z — 4i| < 1, ekvivalens azzal, hogy |z — 2] < 1. Igy 2 tartomany a 2:
kizépponti, % sugari korlap (a korvonal nélkiil).

Az egyenl6tlenséget a z = z + yi behelyettesitésével stalakitva: z? 4+ ¢ <
2% + (y + 1)?, azaz 0 < 2y + 1, tehat a megoldds Imz < —;— (félsik).

z = z+yt behelyetiesitése és dtalakitds utdn kapjuk, hogy (2 +5)% + 4% = 16,
ami a —5 kézepd, 4 sugaril kir egyenlete. Ennek komplex alakja: [z + 5] = 4.
Ismeretes, hogy az zy koordindta-sikon barmely kér vagy egyenes egyenlete
felithaté A(2® +4*) + B2 +Cy+D =0 (A,B,C,D € R) alakban. (Ez az
egyenlet akkor lehet egyenes egyenlete, ha A = 0.) Ha z = x + 1y, akkor z2 +

2y p= Pd Ty = 2T E amibel dsza (B 9) (E_E)~
=27, a= sy = % ,amlbolAz..—]—(z-l-zz, z4 7 T 5 Z4
D=0

1= V2, z3 = /2, 42, Ty =141, z3=1-—1.

21 =3+ 2¢, zo =324 44, 2y =—-4+1, z9=-—4—1.

1 =V3, Ta=—V3, z3=v2% z4=—/%.

T = ﬁi, zo = —2%, z3= \/Ei, Tq4 = —/31.

A z = z -+ yi helyettesitéssel a /2% + y2 + 2 + vt = 2+ ¢ (komplex) egyeletet
kapjuk, amely ekvivalens a /22 + y2 +2 = 2, y = 1 valés egyenletrendszerrel.
Ez utébbibdl y =1, z = 43, tehat z = % +1.

2] =1, 23 = —L 49, z1 =141, z3 =1~ 1.

z1=1—1%, 29 =1 51, z; = —izg, z7 tetszdleges.

21 = —2%, 723 = —3. 53. zi =141, z3=-2—1.

zZ1 =1, 29 =11 55. z1=—-1, 29 =2 — 1.

Ha megszorozzuk a z* 4+ z + 1 = 0 egyenlet mindkét oldalat z — 1-gyel, akkor

2% =1 adédik. fgy 2554276 = (G2 4(2A) M2 = 224272 = 2042 = 1.

(—1)® (186) (%)B(ﬁ)s - 128?0—2’;.

?59960(1?2/3' 59. A hatodikban. 60. A kilencedikben.
455
?(m = 15).
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6. Komplex szdmok

62. 3003a!? ((’g) = (;’;) miatt 12 = m — 3, azaz m = 15).

1
63. 35z°. 64. n=1. 85. z1 =10, zp = NG
66. 1 =10, 2 = 1071
67. Alkalmazzuk a binomialis tételt az ¢ = 1, b = 1 esetre.

68, Alkalmazzuk a binomialis tételt az « = 1, b = —1 esetre.

69. Utmutatds: Adjunk az egyenlet mindkét oldalahoz 1-et, és hasznaljuk fel a
Bl k-kl=kl{k+ 1) = (k + 1)! dsszefiiggést.

o (1) =n("5 1) o) =n(" 7)) = (225 e
() r2() +oen() == |57+ () 4+ (G20

ami 67. szerint egyenld n - 2" -nel.

71. Bontsuk fel az egyes tagokat a (£ + 1) : = (z) + k(: Osszefiiggés alap-

jan. Ezzel visszavezetjiik a feladatot a 67. és T0. feladatokra.

T2. Kiegészitve az egyenlet bal oldalat az 1 — (g) + (?;) - (?) osszeggel és fel-

hasznédlva a (k—1) : =k (:) - (:) osszefiiggést, visszavezetjiik a feladatot
a 67., és 7TQ. feladatokra.

73. Induljunk ki az egyenlet jobb oldaldbdl. A binomisdlis egyiitthaték additiv
tulajdonséga alapjin

()= (7= () Go)+(72)-
gl U (3 R v R
() +(00) )+ (1)

74, Az (g) =" _{I; 1) Osszefiiggés miatt a bal oldal els§ két tagjinak osszege:

(n -({; 1) + (n 1_ 1) = (n —1IP 2), ezért az elsd hdrom tag Osszege: (n _f 2) +

n—2|—2) = n—;—S , és igy tovabb, a bal oldal els§ k tagjanak osszege

(Z f I;), igy a teljes bal oldal (Zf f) + (n : k), ami valéban egyenld a
jobb oldallal.

75. Léasd a 73. feladat megolddsat. 76. Lisd a 73. feladat megolddsdt.
6.3



6. Komplex szamok

e

78.
79.

80.

81.

82,
85.
86.
88.
89.
90.
91.

92.
93.
95.

96.
97.

98.

99.

A binomislis egyiitthatok additiv tulajdonsiga alapjan

R BT,

Beirva ezeket a megfelels tagok helyébe, visszavezettiik a feladatot a 67.
feladatra.

P

Lésd az el6z6 feladat megoldasat.

Hasonlitsuk &ssze az (a + b)*" binomialis kifejtésében és az {a+B)"(a+b)"
szorzathan az ¢”"b"-es tagok egyiitthatéit és vegyiik figyelembe a binomislis
egyiitthatck szimmetriatulajdonsagat.

Ha n=2m — 1, akkor a szimmetriatulajdonsig miatt
2

2 2 2 2
G) =G) =0 () +(2)" =00, (c1m (B 4 (-aym () =
tehdt az 8sszeg valéban 0.
Az n = 2m eset vizsgilatdhoz szorozzuk ssze az (o + b)" és (a — b)" binomi-
alis kifejtését, és adjuk tssze az a" b -es tagok egyiitthatéit. Akkor éppen az
egyenlet bal oldalat kapjuk. Az (o® — B2)" kifejtésében pedig az a™b"-es tag

2
egytitthatSja (1" ( :) .

Egyrészt irjuk fel (1 +:)®"-t a binomislis tétel alapjdn, mésrészt mutassuk
meg, hogy (14 = 16.

72(v/3i - 1). 83. —128(1 +1). 84. —8(1+:).

—27.

Rez=3, Imz=0,r=3, oy =0. 87. Rez = —8Imz=0,r=8,pp = 7.
Rer=0,Imz=-2,r =2, ¢y =
Rer=1Imz=1,r=2,pp =
Rez = ~%, Imz = —-3§£, r=1, pp= %E.
Rez =2, Imz = —2/3, r = 4, po = &,

=

Ll

3
Rez =4v/3, Imz = -4 r=8, g = 361
Im{z+iy+i) =y+1> 2, Imz > 1. 94. Im(iz — y)=z>1, Rez > 1.
Az x = 1 szdmot &brazolé ponton Atmend és a valds tengelyre mer&leges
egyenes.
Re(2z +2iy) =27 <4, £ <2, Rez < 2.

Annak a szogtartomanynak a pontjai, amelyet az Imz = Rez > 0 feltéte-
lekkel meghatdrozott félegyenes és a képzetes tengely pozitiv fele hatarol, az
el6bbi félegyenes pontjait kizdrva, az utébbi pontjait hozziszamitva a tarto-
maényhoz.

arg{(1 +14)z] = arg(1l + 4) 4 arg z miatt a feltétel stirhats a -f <argz <
%E alakra; azek a pontok elégitik ki, amelyek az Imz = — Rez egyenleti
egyenestSl "jobbra” est félsikban vannak (az egyenest kizdrva).

57

T . 7 5 ..
3 (cos 5 + 2smn -2—) 100.z = 2v/3 (cos 5 + isin F)
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6. Komplex szamok

101.4(cosw + isinw). 102.5v2 (cosg + isin %)
2
103.12 (cos -2—3’3 + 4sin —g) 104.3v2 (cos 5% +sin -5:;1)
3 3 117 11w
105, — 4 isin — ). 06. — 4 isin — |.
(cos ) <+ zsin ) ) 1 4 (cos 6 4 zsin 5 )
5/3 5 3 3 .
107, = 108, — + ——i. 109.2:.
7 t3 N A ’
110.% — %z 111.-2:. 112.-3 — /31,

113.22 + 42 = a2 Origd kézéppontii, a sugari kor.
114.2% 4+ (y — a)2 = a?. A (0,a) kozéppontd, a sugari kér.
115.(z —a)’ +y? = a?. Az {a,0) kozéppontd, a sugard kor.
116.cos p-vel val6 beszorzas utdn kapjuk, hogy r cos = 2, tehat a gortheaz o = 2
egyenletd egyenes,
117.y = a egyenletii egyenes. Y
118. (1 + cos)-vel valé beszorzassal kap-
juk, hogy r + rcosp =1, azaz 1
V22 +y? + & = 1, ahonnan atalakités \
utén az y?H2z-1 = Qill. y2 = 2(3,: — )
egyenlethez jutunk, melynek képe az /

abran lathats parabola.

22 2 -1
9. — + ¥y - 1 egyenletd ellipszis
11 Zt g Y pszis.
i

120.y% =2 (:s + 5) egyenletii parabola.

121.y? = 4a(4 — z) egyenleti parabola.
2

1
122,y = % ~3 egyenletii parabola.

(e=3?° , ¢ _ : :
ot 1. Ellipszis, amelynek a kézépppontja a (3,0) pont, tengelyei
az z, illetve y tengellyel parhuzamosak, a tengelyek félhossza 5, illetve 4.
2
(z+5) y*
AEERERY
OREy 4
z, ill. y tengellyel parhuzamos tengelyei vannak; a tengelyek félhossza;: ¢ = 3

2
il b= —.
i 7

125.Mivel r csak nemnegativ lehet, alkalmas feltételt kell keresniink arra, hogy

I

123.

124.

2 .
=1. A gbrbe (—5,9) kézépponti ellipszis, melynek az

a jobb oldal pozitiv legyen. cosyp = z helyettesitéssel » = 3T5E amibdl
- _BZ
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6. Komplex szamok

. 16
3r = 16 + 52. Emiatt 16 + 5z > 0, azaz 2 > ——. Az » helyébe (/a2 + y2-et
irva a 3r = 16 + 5z egyenleths! atalakitisok utin az

@+5

2 gt
egyenletet kapjuk. Ez olyan hiperbola egyenlete, melynek valés tengelye az z
tengelyen, képzetes tengelye az 2 = — 5 egyenletfi egyenesen van és a tengelyek

és félhossza 3 ill. 4; ezek miatt s hiperbola egyik f6kusza az origéban van.

Az z > _16 feltétel miatt a hiperbolanak csak a Jjobb oldali 4gat vehetjik
figyelembe.

126. Négyzetreemelds és 4talakitds utan r2 =

127.6(cos 20° + ¢ sin 20°).
+61/2(cos 130° + i sin 130°).
129.

128

130.

131.
132,

133.
134.

135.

az(coszw—sinch). Felliaszndlva a T 6.11 tétel Y
. e .2 5 02 3 ? 2
egyenleteit: x* + 2 = ¢ (;ﬁ? - ;:;_I_Ly-_;) .

amibél a keresett egyenlet, az dbrén is lat-
haté un. lemniszkata egyenlete:

(22 +48)° = a¥(x? — ).

2(cos 120° + 7 sin 120°).

6 Bw .. bw
cosﬁ + rsin —5) .

& Z

cos(—yp) + isin{—¢).

—cosptising = (~1)(cosp—isiny) = (cos x+sin 7 }{cos(—p)+isin{—p)) =
cos(m — )} + isin(m — p).

cos(m + @} + isin(w + o).

Forgassuk el a z3 — z) helyvektorat 60°-kal, ill. —60°-kal és adjuk a z hely-
vektordhoz. A két megoldas:

23 = (4= 30)(5 + B2+ (14 46) = 3+ 28 4 (3 4 2/3) ~ 5,59807 -+ 5, 964105,
2 = (4=3)(} + )+ (1+40) = 3- 28 1 (5_9./3) ~ 0,401924— 0, 0641015,
A zp — 21 helyvektoranak 90°-os (ill. —90°-0s) elforgatdsival kapott vektort
hozzdadva a 2 és a z; helyvektordhoz kapjuk az elsg (ill. méasodik) megoldast.
A z9 — 21 helyvektorat 45°-kal ill. —45°-kal elforgatva, a kapott vektorokat
%- vel szorozva és z; helyvektorshoz adva kapjuk a harmadik megold4st. A
harom megold4s:

z3 = 81, z4 = T+ 4z

= —8 -6 4 = ~1~ 10
3 5. 5 9.

Zg:§+§3, Zf;:-—§-§?,.

A harmadik megoldis egyszertibben gy is megkaphaté, hogy %( 21+ 29) hely-
vektordhoz hozzdadjuk a z; — z helyvektordra mergleges vektor %-szeresét.
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6. Komplex szdamok

136.Hérom megoldéds van: 24 = 29+ 23 =3+4, zy=z —2=1+5, 2| =
22-—Z3=—}.—5i.

137,254, = cos (35 + ki) + isin (3 + kf), (k=1,2,3,4,5).

2kw kn
138.2341 =i+ {3 —-5) (cos —— + isin 25 ), (k =1,2,3,4).

5
2v/2
139.—:3—f(cos 103° + ¢ sin 103°). 140, Z(cossz" + isin 62°).
V3 -4 /3
41. %2 ° + isin 75°). —_ Yy
141. 3 (cos 75° + ¢sin 75°) 142. o~ 1o
143.—64. 144. —i. 145.—64(+/3 + 4).
143 1 1. i
146.— = —= S iy
46.—— 147.— 2+ i 148.
149. -8(1 + /31). 150, —256. 151.—16+/3 + 164.
I V3.1 /3 1 V3.1 3
152.1, —= 4 255, = X255 153.—1, = + =i, — — 255
gt gty bt gh a3
154.1, i, -1, -—i.
1 V3. 1 /3
155.1, =4 2§ —o o <25 —
Logtss —3+5% L
L V8, 1 V3
2 2" 772"
156.2i, 3 —i, V3-3 T ST .

11 11
158.3 (cos % + i sin ?g) , 3 (cos m + 2 sin I , 3| cos —% +ism -—i—ét)
3( 157r+ . 151r) 3( 191r+ . 191r)
cos in €os —— + i sin ——
10 "0 10 10
37T+z'sin z c551r+ sin
cos — — — —
7 7 7o STy TEERTD
.. .. 9
cos# +isinw = —1, cos-— +isin—,
7r+.1117r 11r+,_137r
08 — —— — .
cos — tsin —=, cos—— +isin —
160.+/2(cos p + i cos ), ahol p = o 11—2 ]1—2— ill. = 45° 165° 285°. Algebrai
alakba is felirhatsé az eredmény, hisz a T-hez tartozd gydk 14+ ¢, a masxk két
gytk példdul a ha,rmadlk egyseggyokokkel vald beszorzds #tjin ka.pha,to meg:
— = 4 O - P P - (i
161.Kalkuldtorral legalabb négy tizedes pontossiggal szamolva 2 4+ ¢, -2 —1
adédik. A kovetkez8 meggondolds szerint — amely birmely komplex szam
negyzetgyokenek kiszdmitisdra haszna.ihato — ezek pontos értékek. Legyen
u? = (:E-i-yz) = z, a,kkora: —y®* =3, 2zy =4, az utébbibél y = —, és
ennek felhasznildsival z*—3z% -4 = 0 adédik, amibsl , ‘E%.Z =4, :1:3,4 =
—1, s mivel z valGs, ez utébbi hamis gydk, Tehat z; =2, z2 = -2, 3y =
1, wya =-1; a megoldds: 24+4, —~-2—1.

159.cos ? + zsm
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6. Komplex szamok

162.3 4+ 4i, —3 — 4i, lasd az cl6z6 feladat megoldasas,

163.Az Yz = c{/z egyenlSség mindkét oldalan n kiilonbszé szém szerepel, és
mindkét oldal n-edik hatvinya c"z, igy az egyenléség valéban fennsll,

2 9 .
184. Ekvivalens atalakitasokkal (z + i) - —Ii—— + - 0, ésebbsl
a

2a 4a?
b b2 — dac
— = { ——— adédik.
il 2a 4a? ade
Y ; b —dac V¥ — dac —b + /b2 — dac
Az el8z6 feladat szerint = gy o= — X7 700
. 4q? 2a 2a
165.2) =244, 29 = —244, 166.2; =14+ 2{, z2a=1+4+71.

167.21 = -3 +4, 25 = —2+1.

“14+2i+J(1-2P+8 149+ /358

168. 21,2 = 2 = ) =

=142 (1 427

2 hd

169. A Moivre-képlet és a binomialis tétel alkalmazssaval kapjuk, hogy

cos 5z + isin bz = {cos z + isinz)® =

cos® 2 — 10cos’ 2 sinz + 5coszsint ¢ + (5 cos* zsinz — 10cos? 2 sin® z +

sin® z).

Amibsl

cos5x = cos’z — 10cos® 2(1 — cos® 2} + 5ecosz(l — cos? z)? = 16cos’z —

20 cos® z + 5ecos z.

170.1 az el6z8 feladat megoldasat!

21 =21, 29 = -1,

5

171.1.megoldds: A 161, feladat megoldisiban leirt médon —1 + 44 és 1 — 44.
2.megoldds: Legyen —15 ~8i = 17(cos ¢ 1 sin ), ahol cos @ = —-i—g— és sing =
—-%, T << 32—’7(< 27). A —15 — 8/ szdm négyzetgyskei: £V 17(cos £ +

ising). Mivel < £ < r, ezért cos £ = —‘/—% és sin g = ﬁ. Ezekbdl a
négyzetgyokok: —1 + 4z és 1 — 44,
172. Ha 21 = 0 vagy z; = 0, akkor a z;ze- Im z
hiéz tartozé helyvektor a 0. Ha zq, 29 2
0, akkor |2122] = Ez—li, tovabba ha z

Izzl 1
argumentuma ¢ és z; argumentuma
w2, akkor zjz3 argumentuma ) + P,
Ezek alapjan a szerkesztés menete a ké-
vetkez& abrardl leclvashats.

173. Ha két komplex szdm egyenls, akkor
abszolit értékitk is, ezért |z[{|z[*t —
1) = 0. Ebbél kovetkezik, hogy |z| = 0
vagy [z|*"! =1, azaz z = 0 vagy |z| =
1. Az eredeti egyenlet mindkét oldalat z-vel megszorozva, a z # 0 esetben

Hez
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6. Komplex szdmok

az |z|? = z"¥! egyenletet kapjuk. EbbSl a [z] = 1 miatt z**! = 1 adé-
2k
dik. Osszegezve, az egyenlet megoldésai: 0 és a cos 7r1 +isin —— (k=
n

n+1
0,1,2,...,n) (n+ 1)-edik egységgyskok. '
174. Jeloljiik az osszeget sq j-vel. Kénnyen beldthats, hogy

ek=e'§ {(8=0,1,...,n), ezért s,l,j=1+e‘%+e¥3+---+e?j. Hae{:l,a,kkor
; 1— ()l 1—(ePtly  1-1
sn,; =n+1.Hael # 1, akkor s, ; = 1_]2: = 1_18 =T =0
(n+1)(n +2)

175.Ha e = 1, akkor az 6sszeg: Ha e # 1, akkor 1+ 2¢ + 3¢* +

---+(n+1)e"‘=(1+e+le2+--- e Heel bt kot

1— et 1—¢® 1—e 1—e¢

n—1 n no_ -1 n —

(e +62)+e R +i}1—-e+ te Tt 1.

1 R A n

(dtete+ 1+e) (n+1e Mivel 1+e+te?4.--+e® =0és el
— e

rd 4 ’ n
ezért a végeredmény I
e —

176.(1 + )23 + iz < |(1 4 )23+ |i2] = [1 4 iz + ]|z} = V22 + |2] <
vE(3) +i<2-fri=t

177.Az egyenlGség bal oldalat irjuk fel trigonometriai alakban.

178. Az egyenl8ség bal oldalat irjuk fel trigonometriai alakban.

179.Trjuk fel az (14:)" kifejezést a binomislis tétel segitségével. A keresett Gsszeg:
2% cos % (1. & 177. feladatot!).

180. A Leresett dsszeg: 27 sin % (I 2z el&bbi feladatot!).

181.Hasznaljuk fel, hogy a —1 komplex n-edik egységgyskeinek dsszege 0. Tovabbi
azt, hogy ha n pératlan szdm, akkor a komplex egységgyoksk a komplex
szamsikon olyan szabdlyos n-szdg csticsai, amely ktzéppontja a 0, koritlirt
kisre egységsugari és szimmetrikus a valés tengelyre. Ezeket az észrevételeket
alkalmazzuk az n = 11 esetre.

182.L. az el8z8 feladat megoldasat!

183.L. 181. feladat megold4sat!
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7. Sorozatok {megoldasok)

-

® A

11.

12.
14.

16.
17.

19.

20.

22,

24.
25.
26.
27.
28.

30.

31.
32,

34.

35.

0b1 b4 2 2h458
LV, VT~ 1,v2,3-V3,VIi-2. 4. ¥2,1,¥25,-¥Z
1,4,9,16,25. 6. 3,9,18,30,45.
~2,2,—4,4, 6. 8. -1,0,-%-%-3.

a1 = Thay (Thetd) = Thatd = Loy = Sy (Thad) = Thayi+ Thyi =
14 (14 2) = 4, hasonléan a3 = 10,4 = 20, ¢5 = 35.

~1\" . IR
(T-T-T) =", ezéri: 1,7,—1,—4,1.

-12\" . . . s
= (2 yigy: 1,2 y22,2(2 — 1), —4.
(52" = 6+ 10, ey 1,04 1,20,26- 1), —4

ay = 2n. 13. a, = -8 - 5n.
an =35 %; 7F = Xt 15, ap = (-0, 1)"
an = 235 ke 1o = 385 (1 — =) -

1+ gk 18. ap, =14 (-1)".

-1, han=4k—3 vagy 4k - 2;

l(%tﬂ ¥ ) _
on = {~1) vagy "utasitdssal” a, = {1, ha n =4k ~ 1 vagy 4k .

Iy = gd;!‘n:_l . 21. a, = cos Lls"_[
kg ha n =2k — 1; oot
anz{ 41__., ha n = 2k. 23. a, = 21,

2nmw 2nx

ay = cos =3 +isin % n ¢ N,

(i~ 1)+ = —4(i - 1), ezért an = (i — 1)",n € N.

A sorozat minden tagja —1.

2, %, 1,0; az 5.elem mdr nem létezik.

1,2,%,—33_,%5:. 29. 1,2,3, 2,5,

-1,¢4+ 1,34, — 9.80 — 174,

24,i— 3,9 — 54,57 — 89i, —4671— 101454,

1,3, —k, i.}. 33. 1,j,k,0,0.

Ha u = u; +iuy és v = vy + dvy, akkor |u — | = \/(u; —v1)? + (ug — v2)2.
Tetsz8leges a, b(€ M) vektorokra

1, haa#b,
d(a’b):{(], hZaib;

ezért csak a haromszog-egyenlStlenséggel kell részletesebben foglalkozni. Le-
gyen a,b,c € M. Ha van kéztiik két egyenl§ vektor, akkor a haromszog-
egyenlStienség nyilvinvaléan teljesitl, mégpedig egyenldséggel. Ha a,b és ¢
kézott nincsenek egyenlSk, akkor d(a,b) + d(b,c) =2 > 1 = d(a,c).
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7. Sorozatok

36,

37.

38.

39,

40.

41.

Ha H korldtos, akkor van olyan ) pont a térben és olyan v pozitiv valés
szam hogy a H minden P pontjira d{@, P) < v. Ebbsl d(0, P) < d(G, @) +
(@, P) < d(0,Q) + v, azez H minden pontja benne van az O kozépponti
d(0,Q) + v sugart gébmb belsejében. Az 4llitas megforditdsa nyilvinvals. A
feladat komplex szdmokra vonatkozé része hasonléan bizonyithats.

Csak a haromszég-egyenlStlenség bizonyitdsit vazoljuk. Legyenek a,b és ¢

komplanaris egységvektorok: Ha az a és b vektorok szége a, a b é5 ¢ vektorok
szége f4, akkor

d(a,¢) = |a x ¢| = |af[c|[sin(a £ #)| = |sin a cos 8 * cos arsin B| <
| sin & cos 8] + | cos asin B = | sin a|| cos B] + | cos || sin g| <
[sinaf + |sin g| = d(a, b) + d(b, c).

Csak a haromszég-egyenlStlenség bizonyitasat adjuk meg. Ha A(a, az),
B(by,b2) és C{c1,c2) az R? metrikus tér tetszGleges pontjai, akkor

d(A,C) =lar — el + oz — e2] = |ay — by + by — e1} + |ag — by + by — 3]
< les — b+ - af+ |CL2 — bo| + foy — cg| = d(A,B)-%—d(B,C).

Az (1,0) pont 1 sugari kérnyezete a (0,0),(1,—1),(2, 0),(1,1) csicspontii
négyzet bels§ pontjainak halmaza az (1,0) pont kivételével.

Az el§z8 feladathoz hasonlé médon jarhatunk el. Az (1,—1) ponttél 1 tavol-
sdgra 1év8 pontok halmaza a (0,0),(2,0),(2, —2), (0, —2) cstcsponti négyzet
hatdrpontjai.

Minden z(€ A) elemre inf 4 < z, s igy —inf A > —z. Ez azt jelenti, hogy
—inf A a B egy fels6 korldtja. Ha w a B egy felsS korlatja, akkor minden
z{€ A) elemre —~z < w, azaz ¢ > —w. Kovetkezésképpen —w < inf A, s igy
w > —inf 4, tehdt —inf A = sup B.

A metrikdtél megkovetelt els hdrom tulajdonsig teljesiilését konnyen belst-
hatjuk. A hdromszog-egyenlStlenséy a Cauchy-Bunyakovszkij egyenlStlenség-
gel (1.85) a kovetkezSképpen bizonyithaté: Legyenek A = (a1,a2,...,a,),

B = (b1,b,...,bp) és C = (c1,ca,...,¢,) az R* halmaz tetszbleges pontjai.
n n 2
(d(4,B) +4d(B,C))* = \‘ > (ar —b)? + \J Db —a)?] =
k=1 k=1

i n n n
o lae = b ff + 3 (b — i +?\j o lan = b[? 37 by — ex]? >
k=1

k=1 k=1 k=1

2
n n n
Dolar =B+ 3 Jar — bel? + 2\‘ (Z |k — be||bg — Ck%) =
k=1 k=1 k=1

n

> (lar —bel + b — cl)* > S (lag — by + b — cx])? =
k=1 k=1
2

7.



7. Sorozatok

42,

43.

44.
45,

46.
48,

49.

50.
52.

53.

54,

55,

56.

S(ax — c)? = d{4,C).

k=1
Bérmely p(€ X) és g(e X) esetén d(p,p) = 0 és d{p,q) = d{g,p} > 0.
Legyen most » az X halmaz egy tetszSleges tovibbi eleme. Ha p = r, akkor
d(p,q) +d(g,v) 2 0 = d(p,v). Ha p # r és p = ¢, akkor ¢ # r, s igy
d(p,q)+d(q,r) =1 =d(p,r). Ha p #r és p £ ¢, akkor d(p,q) +d(g,7) > 1 =
d(p, 7).
Legyen H C X és p € H. Példaul a p pont 1 sugart teljes kdrnyezete H-hoz
tartozik (a p pont 1 sugari teljes kdrnyezetében ugyanis csupén a p pont
van}, azaz H minden pontja belss pont. Ez azt jelenti, hogy H nyilt halmaz,
Hasonléan ldthaté be, hogy X — H minden pontja H-nak kiils§ pontja. Mivel,
igy H-nak hatdrpontja nincs, H zdrt is.
Nem, Példaul: (3 ~2)% + (2~ 1)2 # (3 - 1)%
lgen. d(z,y) 20, dz,y) =0z =y; d(z,y) = d{y,2).

VIe—yl+ly— 21 2 f]o - 2] «=

[ —yl+ 1y — 2|+ 2¢/|z — ylly — 2| > [« — 2],

de |z — 2| = lz—y+y—2 < [z —y|l+ |y - 2|, s ebbsl mér adsdik a
hédromszig-egyenlstlenség.

Nem. d(x,y) = 0 & z = +y. 47, Igen.

A sorozat nem korlétos, mest a pontok mésodik koordinataibél alkotott so-
rozat nem korldios.

A sorozat korlétos, mert minden n-re:
In+1 < In+n
2n T 2n
Korlatos. 51. Korlatos.

0<

=2 0<E;1<1.
n

fL+4\" . .
lzn| = | —5=1] =1, ezért a sorozat korlatos.
A rekurziv definici6rél attérhetiink a sorozat egyetlen képlettel vals megadé-
sira: zp = (1 + )" (n € N). Barmely v pozitiv valés szamra: [2,] > v, ha

gv P .
n > ——= ezért a sorozat nem korlitos.
lg 2

A sorozat korlatos, mert a koordinatskbél alkotott mind a két sorozat korld-
tos.

Korldtos.

Bérmely ¢ > 0 esetén:

In—1 2 b 11

2??.-{—1— ’—2“—”—”+1<5, a ﬂ;>n0—g—’2—.

Ha & = 1072, akkor ng = 99,5; azaz a 100. elemt8] kezdve esnek a sorozat
elemei az 1-nek 1077 sugari teljes kbrnyezetébe, tehat ny = 100.

lap —a] =
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7. Sorozatok

1
57. ng = '—\7; — l,TL} = 1000.
2 1 14
58. Ha n > 2, akkor 37;_5:_ 5~ 51 = 3—(5—:8—) Ebben az esetben |a, — a| < ¢,
14 8
h — 4 —. 1y = 1403,
an > o + 3 131

59, = = 100.
k2111] 10g3(6 n 1) , T !

60, Mivel 0 < a, < -;—, ezért ¢ > % esetén a sorozat minden tagja benne van az
1 szdm % sugari kornyezetében, ezért kiisztbszamnak vilaszthaté barmely
1-nél kisebb valés szam. Ha 0 < ¢ < %, akkor
ap € (% — &, %— + ¢) akkor és csak akkor, ha n > ng = log, L ;636. ny = 1.

n+1 n+2 2--10°

61. —al=|lg——[ =1 . Ebbél ng = — . = 500.
lan = ol = fig 7~ =g 7 < Bbb6lng = 3. nr =500

4 2 :
62. ng = m, n = 20. 63. npg = 10g3 E-, ] =101.
-13jr-1 9 ha n péaros;
64. |an —a] = =0 | ST, paros;
5(5n + (-1»1) §aF7) ha n paratlan.
LN PN I 9T
5(5n — 1) 25e 5 7
S <L E = 9 1 <
YT R— — ——<n
5(5n + 1) 25 5
1
Ezek int ng = — + -. = 37.
zek szerint ng n25€ + 5 ny = 37
65. Az |a, —a| = ey < € egyenlGtlenség megolddsa elég nehézkes. Helyette a
n
kovetkez& becslést végezhetjiik ek:
n < n 1 <
I e A
1 ;
Han > VA akkor az eredeti egyenlftlenség is biztosan ieljesiil. Igy viszont
n1-et is esak becsiilni tudjuk, azaz az 32. elemté] kezdve minden elem biztosan
benne van a 0 szam 10~ sugarii teljes kornyezetében.
66. Az 3llitdst valés szdmsorozatra bizonyitjuk (azaz m = 1 esetre), de m > 1-re

hasonléan bizonyithats. Legyen az [a,] valds sorozat korldtos, akkor van olyan
k € RT, hogy |an| < k. Tegyiik fel, hogy a sorozatnak a torlédasi helye, de
nem hatarértéke, akkor vdlaszthaté olyan § € Rt hogy (a—6,a+8) C [k, k]
és a (—k,a—68) vagy a (a+8, k) intervallumba a sorozatnak végtelen sok eleme
esik. A Bolzano-Weierstrass-tétel (T 7.17) szerint kivalaszthaté a (—k,a — §)
vagy a (a + 8, k) intervallumba es6 konvergens részsorozat, azaz a sorozatnak
legaldbb két torlédasi helye van.
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7. Sorozatok

67.

G68.

69.
70.
T1.

T2.

73.

74.

Legyen példdul € = — Megmutatjuk hogy nincs olyan ng kiiszébszdm, hogy
ha n > ny, akkor Ean+p —ap] < -2— minden p pozitiv egész szdmra teljesiil.
Tegyiik fel, hogy létezik az ng kiiszébszam, és legyen n az a pozxtlv egész
szam, amelyre ng < n < ng + 1. Mivel
1 1 1 P
- > —_ —_— . >
2 lantp — an| = +n+2+ +n+p"n+p
{minden tort nevez§je helyett n + p-t irva), ezért minden p € Nt-ra:

P
ntp < . Ebb8l: p < n, ami lehetetlen.

Nem. Az eIozd feladat nem konvergens sorozata teljesiti ezt a feltételt:

1
lan41 — @} = —— < e, han> = ~1.
n €

+1
lgln+1) > ke n>10F -1, ny=10"
n—1
=vn—-1>k 1)? =10% 1.
) Vn—-1>k&n>(k+1)% ng=10%+
1. megoldés:
n? n? n
> — >k, han > 2k,
n+1"n+n 2
2. megoldas:
n? n?—1 i 1
= - 14— 1>k han>k+1.
n+1 n+1+n+1 + —|—1>ﬂ an +

3. megoldis:

2 ,/2
n11>k<:>n2—kn—k>01:>n>ﬁ———g—+ﬁ. ng = 21,

Bérmely e(€ R*)-hoz van olyan n) € N*, hogy ha nn > ny, akkor 0 < a, < €.
Ha ny = max{ng,n1} és n > ny, akkor |b, —0| = {b;| < a, < &. Ez azt jelenti,
hogy lim,, o0 b, = 0.

Jelolje |z| egészrészét szokésosan Ent 2|, és legyen ng = Ent 2] + 1. Akkor

] I

n 2 ng esetén — < 1 és

Z?L

n! 12 neng +1 n " ngl n ng! n

_ EZj O I R N X E B st

nl !

ha n > ng, amib8l mér 72. feladat alapjan adédik az allitss.

A k = 0 esetben a T 7.27 tétel szerint igaz az allitds. Legyen k > 1. A sorozat
alulrél korlétos (0 példaul egy alsé korldtja). A sorozat valamilyen indextsl
kezdve szzgoruan monoton cstkkend:

St (n+ 1) 141 ¥ 1
a" an-l-l <==>a>(+;) ﬁm(n.
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75.
6.

7T,

78.

79,

80.

{+/a legyen egyenl® a-val.) A T 7.22 tételt felhaszndlva kapjuk, hogy a sorozat
konvergens. Tekintsiik a sorozat paros indexd elemeinek részsorozatat. A T
7.15 tétel szerint:

k k n .k n ik
ﬁmﬁ—=ﬁm@:ﬁm2’°(l) 2~ 9 im (1) lim - =0,

an n—00

n—00 gft n=odo g2n n—sco a a/) n—do gn
. . 1
mivel ¢ > 1 miatt 0 < ~ < 1.
n*  atnf
Haszndljuk fel az =y = —7 = azonossagot és az el6z8 két feladat eredményét,
n nla

Ha ¢ = 0, akkor az allitas nyilvanvaléan igaz. Legyen 0 < |q] < 1, akkor

i 1

l— > 1. Alkalmazzuk a T4. feladat allitasét az a = |~| és k = 1 esetre. Ezu-
q q

tén a 72. feladat segitségével kapjuk az allitast, ha a, = Ing®} és b, = ng™.
(Megjegyezziik, hogy a feladat a 74. feladat nélkiil is megoldhat6. Ehhez el6-
sz6r megmutatjuk, hogy [[ng™|] sorozat valamilyen indext5l kezdve szigordan
monoton csékken, ha ¢ # 0: nlg|* > (n+D)|¢|""! <= n >ng = 1 l‘IlE K Mivel

- g

az {|ng"]] (n > ng) sorozat alulrdl korldtos (0 egy alss korldtja}, igy konver-
gens, s a legnagyobb alsé korlatjahoz tart. Tegyiik fel,hogy a sorozatnak van

n )

. . . k
egy k pozitiv alsé korldtja, azaz minden n > ng esetén:l > lgl 2 —= > 0.

Un

= 1. Ez azt jelenti, hogy 1 barmely kéirnyczetébdl

n

Ismert, hogy nlingo

vn
a sorozatnak legfeljebb véges sok tagja marad ki, ami ellentmond az el6h-
bt egyenldtlenségnek. Ezért L, .o, tngn] = 0. (no-ndl kisebb vagy egyenls
indext elemek nem valtoztatjék meg a hatarértéket!))

ElSsz6r mutassuk meg, hogy az [¥/n!] sorozat szigordian monoton névekvd,
ezért a reciproka szigorian monoton csékkend. Mivel a. sorozat pozitiv tagi,
ezért 0 egy als6 kotldtja. A 73. feladat segitségével mutassuk meg, hogy nincs
a sorozatnak pozitiv alsé korldtja.

Van olyan 0 < ¢ < 27, hogy z = cos ¢ +isin . A Moivre-képlet szerint 2" =
cosnp +isinnp. Legyen limy .o cosng = a és limy, o0 sinny = b. Akkor ¢ =
limy o0 cO8(7 + 1) = limy—.oo(cos ne cos ¢ — sinne sin @) = acos p—bsing
és ¢ = limp-.cc cos{n — 1)¢ = acos ¢ + bsiny. Ha cosp # 1, akkor « = 0 és
b = limyoo sin{n + 1) = bcosp miatt, b = 0; gy limy o 2" = 0, amibsl
kivetkezik, hogy limy—.co |z|* = 0, ami azonban lehetetlen. Igy cosp = 1,
azaz z = 1. Ebben az esetben a sorozat konvergens.

‘. . 3 1 1
1.megoldas: 0 < sinn el ey o 0, ha n — oo.

2.megoldés: Egy korlatos és egy nullasorozat szorzata szintén nullasorozat.

1
1 1 1IN®
ap = (1 + ;) (l—l——)%, 1< (1 + —) < 2% és limy oo ¥/2 = 1. A rendéi-
n n

Bl=

. . i -
elv miatt: nlirgo (1 + ;1:) =1, ezért lim,,_,, a, = 1.
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81.

82.

83.

84.

85.
87.

88.
89.

90.

1.

92.

95.

96.
97.
98.

A Bernouﬂl-egyenl stlenség (T 7.34) szerint: a, = (I + 7) > 1+ /n.

Ebbél: 11111"_.00 an = 0O.

o 1+1+ 1
2 (=

sorozat torlodas: helyei.
ﬁﬁ, han=2k—1;
ap = 2
"T(E), han=2k(kent)
. ‘ . _ . -1
Ly oo G25—1 = limp_oo %ﬁ' = limp-.00 —I:% =
A sorozat egyetlen torlédasi helye 1, de a sorozat nem konvergens.

. 3
nh_’ngoagk = ﬂhm Gop = —= (k €- N+) és —5 2

5

2
an=—-§—ﬁ———)0,han—roo.
(3)" +iz
limy oo @n =2 86. —oo.
A sorozatnak hérom torléddsi helye van : 0,1, -é-
P41 nd nd n nd+1 7
—— > —— = = —_——— < == i = oo,
7/12-{-1>7f32+1_2n2 2:> ni’+1< 2 G On = 0
" n? (ap + %+ + Bt + )
m anp = =
oo n-—'oo (1}+"L+ +n_g‘1_:11_+_1)

0, hap<yg;
7 hap=

. p,__qa_g_ 'Ega P=1q4

Jm, n by ]9 hap>gésit>0;
—o0, hap>qes‘I < 0.

48.: divergens; 49.: imy_,oo P, = (%,1); 50.: divergens, 51.: divergens;

144
52.: (%) = coS n4 + isin n:, a sorozat divergens; 53.: divergens; 54.:

hmy oo Ve =1+ j; 58 imp o vy =1+ ]

4 2 _ 1 ot 9 2
A tortet (n?4:)-vel bévitve kapjuk, hogy o :;n 7 +1 Z4+ © ATT7.28

tétel szerint: Bmy o0 2, = 1 — i. A feladat egyszerfibben is megoldhaté:
i 1

i 17‘.‘r

1 .
,,I.l..ﬂolo - = 0, ezért lim,, oo - =1-1.
limy, oo 2 = 4. 93. Divergens. 94. lim, e 2n =0,

" n
lim iy = Lﬂ =
0
A sorozatunak csak két eleme van: 0, —:.
A sorozat divergens, mert |1 —i| = /2.
Alkalmazeuk a Moivre-képletet, imyyon zn = 1.

<1
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1  n+tl -
99. Z 1 R : —; a sorozat divergens, négy torlédési pontja van.
1
+1
1- - * 1 nt1y 1
100. IL (m) ZI_G_J L e 1li
-](1"'2) 1‘—[-_,_—] 141 7 H— 00

101.lmy,. oo 2, = 7.

1—-3¢
102. A sorozat divergens, mert ilT-l-_?.—:—: =2
Zn+1  2n-1

163.ay41 = T > 37_?—1— = g, <= 6n? +85n4+1>6n2 4504, Az utébbi
egyenlStlenség minden n(€ N*+)-re teljesiil, ezért a sorozat szigortian monoton
2+L 2 1
ndvekvd. supfa,] = hm Ay = lngo 3 + T = 3 infla,] = a; = T

104. Az el6z8 feladat megoldasaban alkaimazott gondolatmenettel is dolgozha-
1

tunk, de most kevesebl szdmoldssal jar a kévetkezs: ap g —ay, = 20 % >0
n —

minden pozitiv n-re, ezért a sorozat szigoriian monoton ndvekvs. sup[an} =

| S
nll_l']] ay = ~5 infla,] = ay = -z
105,
a n—2 > g, ga n > 3;
w1l — Oy = ——— =0, an=2
+ n n{n+ 1)(n + 2) <0 han<o

EbbL&l kivetkezik, hogy a) > a2 = a3, és a harmadik elemts] a sorozat kezdve
szigortian monoton ud. infle,]) =ag = a3 = 5, suplan] = Bmy, o @, = 1.

On] P - . < o

i06. > 1 minden n-re, ezért a sorozat szigoriian monoton névekvd.
Uy

supfan] = my, .o a, = 2, mfla,] = a) = %

107.A sorozat szigoran monoton csokkend, inflay] = im, o = —25.supla,] =
= 124

a) = — 5,

108. A sorozat szigorfian monoton névekvd. supia,] = 3, n!inclo ay =
3 2
b ———e =3, infle,] =a; = —=.

109,03 < ai, a so107a.t a mdsodik elemits] sagoruan monoton nd. Han > 2, akkor
nl (n— 1)' (n—1¥n - 9} n? —3n + 2 n? 3?1

7= - - =n — 3, azaz a

sorozat felulrol nem korlatos alulrol korlatos hmn..nx, tn = oc, infla,} =
g = %

110. A sorozat nem monoton, nem konvergens, alulrdl korlatos, infla,] = 0.

111.A 73. feladat alapjin (2 = k) a sorozat hatirértéke 0.

o & >1, han<k-1;
ot 1{ 1, han=Fk—1:
G nt <1, han>k—-1.
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k > 3 esetén a sorozat a (k — 1)-edik elemig szigoriian monoton ud, a k-
adik elemtd] pedig szigordian monoton estkken, ;1 = a;. A k = 2 esetben
ay = az, s a masodik elemtsl a sorozat szigordan monoton csékken, A k = 1

esethen a sorozat szigorfian monoton csokken. A & > 2 esetben supla,] =
k

-1 = aj = 77 A k =1 esetben sup[a,| = a; = 1.

112. A sorozat nem monoton, nem konvergens. Az [agy; k € N*] részsorozat pozitiv
elemi, szigordan monoton csékkend, alulrél korldtos, tehat konvergens (hatdr-
értéke 0). Az [ag_1;k € NV] részsorozat negativ elemi, szigoriian monoton
novekvs, felilrs] korlatos, azaz konvergens. Ez azt Jelenti, hogy a sorozat

korlatos, infla,] = a; = -1, suplan] = az = 3. (Torlédasi helyei 0 és 2.)
118, = — ¥ 1n+10-10 1 (1 _ 10 ) . Ebbs lathats,
2n+1)n+10) 2 n+10 2 n+10

hogy a sorozat szigorian monoton nd, és Ky aeo @y = % A sorozat korlitos,
infla,] = a; = 2—12—, supa,] = %

114. A sorozat nem monoton, viltakozé elgjelt (oszcillsls). Az [[an[] sorozat szigo-
rian monoton csékkend és lim, .o o, = 0. Ebbsl kévetkezik, hogy infle,] =

1. 2
ay = ——*5 as Sﬂp{au] =daz = W'

115.Mivel a,41 = a, + el ezért a sorozat szigortian monoton névekvs.
5

1 1 ) )
ay = 1 ( — E‘—)’ gy im, .o a, = %. A sorozat korlitos, infla,] = ¢; = %,
supley,] = 41.
116. Szigorian monoton csdkkend, kortlétos; inf[ay] = limy—oe = 0, suplap} =

az = 3.

117.A hatérérték (S1) kiszamitasakor hasznaljuk fel a 74. feladat eredményét
k=2 és a = 4 esetben.

118. A hatarérték 1 (kiszamitdsakor haszndljuk fel a 74. feladat eredményét k =1
és a = 2, illetve k = 0 és @ = 2 esethen).

2 n
3 1
119.¢, = ﬁ——nsin —.  lim a, = 0, mert egy egy nullasorozat és korlitos

1+ (%) n R—+00

1 T "
szorzata. 0 < —— < — < —, ezért 0 < sin ~~ < sin L. Tovabbi >
n+l1 n 2 ntl z RNy |
2n+1 . ) .
AT minden n-re teljesil. Igy

o o 1 S on . 1 S 2n+i ) 1
1 — $
3*+1 n 3r41 mn+1 3"+1+13mn+1’

azaz a sorozat szigortan monoton csikkend. A sorozat korlatos, infla,] =
0, suplap}=a; = %sin 1.
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7. Sorozatok

120. A nevezd gybktelenitésével és \/n-nel egyszerfisitve kimutathat6, hogy

Hmy.o0 @ = —00. A sorozat szigortian monoton cstkkend és feliilrsl korlatos,
supfap] = a1 = —1. : A
1000 | 20 2
. . == 4 . . —3n*-1
121, lim a, = lim ————L%- = 122. lim a, = lim L -3.
n—roo n—00 0’0(}1 - R—00 n—00 Tl2 +1
123.5mp 00 (—1)" o7 = 0 €5 limypuoo 252 = 1, e2ért limp o0 @p = —1.
2 n
; _1 : R G
124.1111171—.90 ay = 33 125.’1].!_'11(;10 Ay = n}lg)lo m = 5.

126.limy o a, = 0.

127.5imp 00 @y = 1. 128.5im, o0 ay = 1. 129.1im, o0 an = 1.
- 3 - . — 2 - - - ra )
130.imy, .o 2—3% = 00 é5 limy o, -l-s—n% = —00, ezért a sorozat hatarériékét

. : 3_4q.2
tagonként nem szdmithatjuk. Osszevonva lim,_, o 10:?1233:-1 : : 5 = %

e i 3., 1
131.Egyszeriisitsiik a tortet nZ-del; nh_.ngo ay = %.
132.limy o0 @n = co. 133.lm; oo 0, = 4. 134. 1m0 ap = 1.

135.limp 00 @y = 57°.
i nn+l) n . 1 —n 1
136. ki b LA Be? A N TV =1
n-—rnt}o (2(71-{-2) 2) n—.nolo 2n+1 9
137. lim e, = lim 1434+ (2n—1)—(244+---+2n)
T Vi E1
n? —n(n +1)

=lm —ea " = ],
n—oco n2_£_1

. on{n-1)1 1
138.{}1_{%0 *2—‘;‘2— = 5.
139. Felhasznélva, hogy a szamlalé

I+ +22+ 1)+ 4+ D) =12 +22 4+ 02+ (1+2+ - +n),
azt kapjuk, hogy a hatdrérték %

140. lim a, = Jim % ::(na + k) = Jim ;15 :g::(n?a + 2kno + k?) =
Jim % ((n - nPa® + 2nan(n2— Y + nn - 1)6(271 — 1)) =a’+a+ %

141, im0 = Jim 31 S0 1

142, Alkalmazzuk a binomidlis tételt; lim, .o an, = 1980,

i (34 v 1) s ()

144.Megmutathat6 (pl. teljes indukciéval), hogy vVZVZY3- - 4/2 = V2P -1,

ezért imp oo 0y = limg_io 21777 = 2,
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1 1 L& VEFI- -1
145. im lim = =
fwoof,; \/2L+I+\/2k—1 n—%fzz:(\/zkﬂ)'é—(\/%—z)z

n_,mz\/—(\/m—i)_ ( 2+-3;——\}-E-)=§..
2

146, nlglgo -y W..__ —00, 147 limg, o0 an = 1.

148, Felhasznélva az (a + b)(a? — ab + ) = o® + b azonossigot:

2
lim a, = k r !

im 2
00 n—00 {5/(?12 _ ng)g —-n 3/n2 —n3 + n2 3
149.Hasznaljuk az (a — b}(a® + ab+ *) = a® - ° azonossagot. Hmy, .o, ay = 0.

150.5m, 00 oy = 0.

151. Felhaszndlva azt, hogy a szdmlals els§ tényezéje egy szamtani sorozat kezdd
elemeinek tsszege, ismert talakitdssal azt kapjuk, hogy

K — Em bn—-7 _ 5
m a, = -,
n—oo " a—0o vn? —n+\/n~+n 2
2 7 1 n
2n 3—-n = 4 1=
152. lim a, = 0, mert lim + = (3) = (g) =0és
s n—oo Q- _ 30 (%) -1
. 2n— 4n? — VvVt +34n i ey
lm = —, tovdbba |sinn!| < L.
oo m? 43— 3(211 +v4n?2 -1) 6

1583.limyee ap = 1.
154.A 74. feladat alapjan azonnal adédik hogy lim, .o @y = 0. A feladat a rendér-
2" AN
elv alkalmazdsdval is megoldhaid: 0 < gnr‘{ <o = (5)
nfy 1 .
155.1 < {f1+ 5 < ¥/n; alkalmazzuk a rendér-elvet; imy_ o0 ap = 1.

2
156.1 < n?+2n+4 < Vnl = {‘/_( {‘/—)2 miatt lim, .o a, = 1.

157.1 <5n? —30n+21 <= n > 6. Igy, han > 6, akkor 1 < ¥5n? —30n + 21 <
V5n?; a rendér-elvet alkalmazva Lim,_ .o a, = 1. A feladat megoldhaté az
alabbi 166. feladat alapjan is:

. . n 36 211
Jag, o = Jig (V)5 - 0+ Z5)m =1,
2
158. g < 2n 1 < 1, ebbdl] a rendér-elv segitségével lim, oo 6, = 1. Alkalmaz-

hatjuk az aldbbi 160. vagy a 166, feladat eredményét is.

159.1 < "\/— = { ¥n < ¥n, cbbdl a rendér-elv segitségével kapjuk, hogy a
hatdrérték 1.
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— a1 8p
160. lim a, = Jim (¥/n)" " 2 g0t :," oot 17 1. (1. még az 89. és 166. fel-

adatot.} Megjegyezziik, hogy ez a.lapja,n a 155. — 159. feladatok egyszerfien
megoldhatok.

161,El8szér nenmegativ k egész szamokra mutatjuk meg a feladat allitdasat teljes
indukciéval. k£ = 0 esethen nyilvinvaléan 1gaz az allitds. Tegyiik felhogy

k
valamely k > 0 egész szamra Hm ( —I-*) = ¢*. Ebbg 31 ktivetkezik, hogy
0 n
_ k+1 a1+ ne 1\t ntl
n_z%o(H n ) ,,.z%,( n+l ) n ) nkl+k

: B\ V1 ko1 k1
Lm |14+ ——— (1—[———) 3 =e"e'l=¢e""",
n— 00 n.{_]_ n 1+m

u+1 L n
) = lim (l—l— —) ;
00 n

n+1 I\
ez igaz, mivel {(l + ——) ] részsorozata az [(1 + ~) } sorozatnak).
n

{Felhasznaltuk azt, hogy hm (

+1
Legyen most k negativ egész szdm, akkor az

k\" 1 1
(1 T ;) I Ey—F PR
()" (v k) (v )
k n
atalakitast az n > }k| esetben elvégezve kapjuk, hogy nh—l}olc (1 + ;) =
L
ek
- k an k . k 1
162, Mivel az [(1 + ;1—-) ] sorozat az e*-hoz konvergild Kl + ;) ] sorozat
n
részsorozata, ezért igaz az allitds.
E n p gn 7 1 r
163. im (1 +i) = lm ((1-}— —) ) = (P} = e1 (az eltz6 feladat
n—0co n n—co qn
alapjn).
164. Mivel limy, o0 @ = 00 85 By, oo by = —00, feltehetd, hogy a, # 0,0, # 0.
{A legfeljebb véges sok 0 elem elhagyhatd, a konvergenciat nem befolydsolja.)

Fifszor azt az esetet vizsgdljuk, amikor r € Q. Ha Enta, = &, és r > 0,
akkor

() = () < (e D)
I R 14 =
mrrri VT 1) Ut o

7 3 kntl kn r
<(“a) (I+kn) (”5;)-

7.12
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Az nyilvanvald, hogy im, o0 ks = o0, ezért a 162. és 163. feladatok, vala-

an
mint a rendér-elv alapjan kapjuk, hogy uhxgo (1 + L) =¢'. Ha
— a
7 = 0, akkor az 4llitas nyilvanvalé. r < 0 esetben a 161. feladat bizonyitisit
sz6szerint megismételve (& helyett r-rel és n helyett a,-nel) kapjuk az allitast.
Mivel limy o0 by = —00, igy imp—.co(~bs) = co. Tehat

tim (14 2)" = fm (14 =2)") 2 eyt m e
d (1 )" =, (14 50) ) ==

n n

Legyen most méar r # 0 tetszGleges valés szam. Akkor
Iimﬁ—{oo’ har > 0;
T l-o0, har<g.

00 T

Ez alapjan

fim (1+-2) =& 11£'nr—r
dm (1 2) = (1) ) =

r

165.Ha litn, .o |as| = 0o, akkor limy—.co an = 00 vagy limp_oo an = —co Vagy dn
felbonthats két olyan részsorozatra, amelyek hatarértéke oo illetve —0a, ezért

P

az el6z8 feladat szerint az 4llit4s igaz.
166.Mivel 0 < a, ezért az [a,] sorozatnak csak véges sok eleme lehet 0. Ezeket az

elemeket hagyjuk el, azaz tegyiik fel, hogy minden n-re a, > 0. fey a T 741
tétel alapjan:

Hm ab" = km ebnlnan - eblna _ ab
n—ce B pco -0
167.Pdldaul a, = n és by = —.
n
1
168.a, = 2", b, = — (L még a 74. feladatot!).
n
i

169.a, = 2%, b, = —~.
n

170.Ha r > 1, akkor legyen példdul a, = r* és b, = }- Ha 0 < r < 1, akkor
n

1 1
ay =7""és by = ——. Har =1, akkor péld4ul a, = 2" és b, = — (L. még

n n?
a 166. feladatot!).
1
171.a, =27, b, = -

: 1 1
172.a, = {ﬁ (1 + —) by, = n. 173.q, =14 —
[ L H

b

174.Ha 0 < r < 1, akkor legyen példdul a, = r*, &, = E Ha r > 1, akkor
n

2
y bﬂ,=n.

an =7"", bp=—~ Har=1,akkor ay = b, = L.
22
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n 1
175.a, =272, by =——.
n

1 bn
176.Ha a, > 0 és limy—.co @a = 0, akkor hm EI— = oo, igy nhm ( ) = oo,

n Ay
ami azt jelenti, hogy limy, o an" =0.
177.e. 178./C.
2n
. . 3n42\ 332 2
1795 my 00 tn = Emp oo ((1 + 3n+2) = (€~3)5 = e~ 2,

Megjegyezziik, hogy a feladat megoldhaté a 161. — 166. feladatok alkalma-
zésa nélkiil is, de ebben az esetben bonyolultabb atalakitdsok sziikségesek:

1 . 1
Im ap = m ———— = lim =
—0co R0 3n+2) R—=00 (3042 3ntl 3In 4
3n—1 3+l 3n 3n-1
. 1
i 7=
-—
3 (1 + 1 )31;-}-1 Int1 (1 n _1—)371 (1 + 1 )311—1 3a
3n+1 In+t2 3n 3n—1 In—-1
1 -2

=e s

(\3f6‘1‘6‘6'1)2

felliasznalva azt, hogy konvergens sorozat hatarériéke megegyezik részsoroza-
tainak hatarértékével.

. . 2\ _a 1 o\ 1
180.Mivel lim (1 - —) = e ° < —, igy valamely n-t8l 0 < (1 — ~) < -
n—00 n 2’ n 2

Ezért a renddr-elv miatt

o\ " Ty
0 < lm a, = im ((l——-) ) < lim (-) = 0.
n—00 n—oo n n—Ccd 2

1y 20+ I\ " ‘?ﬂnﬂ'
181. hm a, = lim (~3—) ((1 — __) ) =0(e ) =0.
. n

1—00
1 2n %
182, lim ¢, = lim 27 ((1 - —) ) = oc.
n—00 R—0o0

2n
183.1. 184.1. 185,72
1 2
186.— ——c %, 187.6~° 4+ 1. 188. —oo.

24/3
189.ElGsz6r teljes indukcidval megmutaijuk, hogy a sorozat szigordian monoton
csokkend. a) > ag = 4. Tegyiik fel, hogy a, > apy1- Akkor apy; =5 - — >
Gn
6

Ant1
sorozat alulrél korlatos; minden n-re a;, > 3. Az aj-re ez igaz. Tegyiik fel, hogy

5 —

= day42. Példaul teljes indukcidval az is megmutathats, hogy a

6
an > 3. Ezt felhaszndlva a3 =5 — — > 5 — g = 3. Ezzel megmutattuk,

Ay
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hogy> a sorozat konvergens. A T 7.15 tétel szerint barmely ¥ € Nt gsetén

limy, o Gpqp = Hmy oo ¢, = 2. Ezért z = nh_.nolo Upyp = nh_’ngo (5 - ;) =
§ . .

5~ Ebb6l: 22 ~ 52 +6=0; 2 =2 x5 =3. Mivel minden ay >3, 2
z

sorozal hatdrértéke nem lehet 2; tehat lim,_, o a, = 3.

190. Azonos 4talakitasokkal kapjuk, hogy ‘1121-4-1 —a = (an — any1)?, 220z anq; >
va. Most megmutatjuk, hogy a masodik elemt6l kezdve a sorozat moenoton

cstkkend:
1{a2,  +a la2,, +a?
Gnys = = ( n41 ) <= %1 ntl Gny1.
2 ap 4] 2 Ant1
Tehat a sorozat konvergens. Hatérértéke: -
. .1 a 1 a
e Jm o = Jim g (ot ) =5 (54 2)

mivel z > 0, ebbél z = /a adédik.

191.Felhasznélva a szémtani és mértani kozép kozstti azt az Osszefiiggést, hogy
ha a1,a2,...,a; € RY, akkor

gy tag+ - +a;

7 < Yaay - a,
el8szér megmutatjuk, hogy minden n-re Gny1 2> Y

(k—1)as + ;I:ITT
Qni1 = ‘_'E“—"—

a

< K aﬁ“] = ¥a.

ak-t
A sorozat a mésodik elemt6] kezdve monoton cstkkens, mert
. k ., k
1(k-Dapy +a _1(k—1ab,, +ab,

Gut2 = F-1 = k-1 = Gnt1-
k Cntl k Gyl

A sorozat konvergens. Mivel

. 1 o
z = 131_1.10100;&1 = T ((k— L)z + ;i;j) ’

ezért @ = ¥a.
192.Hatdrérték csak olyan z szam lehet, amelyre teljesiil az

= him any) = nli_{gg(%i +a.) =222+

egyeulet, azaz ¥ = 0. A sorozat monoton novekvd, ezért akkor és csak akkor
konvergens, ha felillrsl korlétos, s ebben az esetben a hatarérték a sorozat
legkisebb fels§ korlitja. Ha tehat a sorozat konvergens, akkor minden n-re
tn < 0. Mivel apyy = @n(2a, +1) és ayp, any1 <0, ezért a 2a, +1 > 0 feliétel-
nek teljesiilni kell, s igy a, > —3- Kaptuk, hogy konvergencia esetén minden
n-re —% < an < 0, ezért sziikségképpen —% < ¢ £ 0. Most megmutatjuk, ha
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—% < a £ 0, akkor a sorozat kayvergens (és természetesen a hatéarérték 0).
Teljes indukciéval megmutatjuk, hogy akkor minden n-re: —% <a, <0. Az
n = I-re a feltétel miatt teljesiil az Allitds. Tegyiik fel, hogy valamely n-re
—-12- < ap < 0. Akkor —a,, > 202 > 0, azaz 0 > 2a? +an 2 an (> ——%), tehat
02 aprr 2 -—%. Mivel a sorozat monoton nsvekvs, ezért valdban konvergens.
Tehat az [ay] sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha ——%— < a <0,sebben
az esethen lm, . a, = 0. Haa < —% vagy a > 0, akkor limy,_. a, = oo,
mivel a sorozat monoton névekvd, de feliilr6l nem korlitos.

. 1 .
193. A sorozat divergens, mert az @ = z + Y egyenletnek nincs megoldésa.
i
- Mivel a sorozat szigoriian monoton novekvd, ezért imy, .o, ¢ = co.

194, Teljes indukciéval megmutatjuk, hogy a sorozat szigorian monoton novekvs.
a1 = e < yJa+/a = ay nyilvan igaz és kiunyen belathats, hogy az a, <
Guyy feltevéshdl kisvetkezik a ay41 < anyz egyenlStlenség. A sorozat feliilrsl
korldtos. Igazoljuk ezt is teljes indukcival. Ekkor olyan & szdmot kell keresni,
amelyre ¢, < k-b6l ayqy < k kisvetkezik. Ehhez az apy1 = Va + a, < Va+ k
egyenlStlenség miatt elegendd, ha va + % < k vagyis @« < k% — k igaz. Ha
E=a+1, akkor az el6z6 egyenlSilenség biztosan teljesiil, tovabhd a3 < k is
igaz lesz. A sorozat tehit barmely pozitiv a-val konvergens. Az z hatdrérték
a kovetkezd egyenletnek tesz eleget: ¢ = Ja+ z, ahonnan 2 > 0 miatt:

1++v/144a
5 .

&

1 — 1 n—1ln—2 n—1In—2 21 1
— ==y = —.

95.a, = ———Qp_g = .
! @n n n-—1 n n-—1 32 n

196.1 az 1.56 feladatot!

197. apy1buy1 = anby, ezért minden n-re a, b, = ab.

ty — by ay — by < @z by,
2 ay+b, T 2

a—b

i98.0 S Up41 — bu-|—} =

199. Az eldbbi feladat alapjan 0 < a, ~ b, < ST %% Hing ooty — b)) = 0,
tehat im, oo ay = limng oo by Jeloljik a kozos hatarértéket r-szel, akkor
z? = lim a, lim b, = Lim anb, = ab,
n—oo n—00 P O

igy = = vab. (1. 197. feladatot!)

. 2
200.Az n = 1,2 esetekre kozvetleniil ellendrizhetd az allitds. Mivel (]—"':2"5) =
1%5 + 1, ezért

(1 iz\/g)"” _ (1 i2\/5)"+1 . (1 ﬂ;\/ﬁ)"_

Ezekbd] pedig azonnal kévetkezik, hogy ha valamely n-re és {n + 1)-re igaz
az allitas, akkor {n + 2)-re is igaz.
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— 2
201. Mivel 1-V5 < 1, ezért
1+v5
2 2 1-/5\" :
Ym n = lim 14+vE i+\/5(1+\/5) — 2 = \/5—1
fI ) U1 A—00 1— (]_ 25)11—1—1 1+ \/g 2
145

202. Az 4ltaldnossdg megszoritdsa nélkiil az AB szakasz hossza valaszthaté I-nek.
Legyen AC=1~2és CB =uz. Igy 1—;—‘5 = 1, azaz 24z -1=0, amelynek

V5 -1

egyetlen pozitiv megoldésa: 7

203.Legyen r olyan szam, hogy |lim, o @] < r < 1. Van olyan ng kiiszébszdm,
hogy ha n > ng, akkor la,| < r, ezért 0 < lan|® < v, amibél a rendér-elv
segitségével adddik az allitas.

204.Legyen limy oo @, = ¢ > 1, akkor van olyan r, hogy 1 < 7 < q. Ehhez az
r-hez van olyan ng kiiszobszdm, hogy ha n > ng, akkor 1 < r < a,, s igy
™ < aff, amib8l mir adédik az sllitas.

205.El8sz6r teljes indukeiéval mutassuk meg, hogy

m+1 m m ™m m41
_ 1 e 1 .
m+1n < +2" 4o n <m+1(n+ )
Ebbél a rendér-elv alkalmazasaval adédik az allitas.
206.1. 186. feladatot! 207.1.

1 n 1 ﬂ-k ]ln I/’l
208, (I - —1-1—) = ( .. ((1 — —L) ) - felhaszn4ldsaval.
7 71 .

209.A 203. feladatot alkalmazhatjuk a, = /b,-nel.
210.Ha a, > 0, akkor 1 < #T+a, <1+ a, =1+ lag].
Ha -1<a, <0,akkor 12> T+ ap >1+an=1- |@n]-
lgy minden a, > —l-re: 1 —a,| € T+ an <1+ laa].
Mivel limy o0 a, = 0, ezért lim,_.o, |anl =0, s igy a renddr-elv miatt
By oo 1+ an = 1.
211.A Cauchy-féle konvergenciakritériumot (T 7.18) alkalmazzuk (p € N*):

cos(n + 1) cos(n + p)

oty = aul = | ==+ Tt | S
1 11 1-% 1
ot T g = g -1 <3

. . 1 n .
Legyen e tetsz6leges pozitiv szdm, Mivel nh_’nclo (5) = 0, ezért van olyan ng

kiiszobszam, hogy ha n > ng, akkor T < & 8 igy lanyp — an| <&
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7. Sorozatok

212. A sorozat szigoriian monoton né. Tovibb4:

<1+1+ +1__1(1 1)<1
I a a2 a*  a-—1 a? a—1".

213.Jelsljiik az a1, as,...,0; szamok koziil a legnagyobbat A-val. Becsiiljitk a
sorozatot alulrdl és feliilrél is:

o< "a?+a’2‘+----i—a2_<_‘4\"/§c—.

Mivel rogzitett k-ra lim, .o, ¥k = 1, ezért a renddr-elv szerint
limyg oo {/a’{’—i—ag-i- st af = Al

w

n 8
214.3, = (ﬁ) , igy a beszinezett rész teriilete; 1 — (5) Lm0 s, =0,

215.Legyen [a,] tetsz8leges sorozat. l.eset: A sorozatnak nimecs legnagyobb ele-
me, akkor kénnyen lathat6, hogy a sorozathdl kivalaszthaté egy szigorfian
monoton novekvd részsorozat. 2.eset: A sorozatnak van legnagyobb cleme,
de véges sok elem elhagydsdval olyan sorozatot kapunk, amelynek mér nincs
legnagyobb eleme. Erre a maradék sorozatra alkalmazzuk az 1. esetbeli meg-
gondoldst. 3.eset: Akdrhogyan hagyunk is el véges sok elemet a sorozathdl, a
megmaradt elemek kizétt mindig van legnagyobb. Ekkor egy monoton cstk-
kend részsorozatot tudunk kivalasztani a kovetkezd médon. Legyen a sorozat
legnagyobb eleme ay,,. Az a1, az, ..., ay, elemek elhagyisaval kapott sorozat-
nak is van legnagyobb eleme, legyen ez @y, Nyilvavaléan ap, > an,. Ezt az
elidrdst folytatva — miutén kivdlasztottuk az @y, elemet — az ng-ndl nagyobb
index# elemek kézott is van legnagyobb, Y Guystlugye ey Guyy gy .. & SO-
rozat egy monoton cstkkend részsorozata.

1\® i n 7 —1 .
216.(1+—) <e< (1+——~) (n>1), ezértl< r
n n—1 - n—1

Az eredmény a rendér-elv alkalmazésaval kaphaté meg.

1\ 2 1 n-t+% 1
217.Tudjuk, hogy (1 + —) <e< (1 + -—) . Ebbdl egyrészt nin (1 + -—) <
n n n
F1 1
1, mésrészt 1 < (n+ 1)ln (1-}-5) =7 nin (1+—), sigy 5y <
n n n

nin (1 + ;ll-) < 1, amib8l a renddr-elv alkalmazasival adddik az eredmény.
Megjegyezziik, hogy a T 7.41 tétel alkalmazasival azonnal adédik az allitas:
In(141 Iy®
Lim “‘_(T—H')“_‘ lim h1(1+—) =lne=1,
n—00 i ”—00 n
n

218, Felhasznélva az In (1 - -’:—2) —In gi%gﬁﬂ = In(k—1)~2Ink+In(k+1)

1
azonossigot: ¢, = —In2+In (1 + —) . A T 7.4% tétel szerint:
n

1
lim (1 + ;) =0, ezért limy oo 2, = —In 2.

n—cd
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag (megoldasok)

1. 2,1,v3,% 4. 2. 4/2+1,Y2E 970 — 5.
3. A teriilletet a kivetkezs fiiggvény hatdrozza meg:
T(z) = z2, ha 0 < z < /2,
a:+4a:\/_ 4, ha\/—<zc<2\/_

T(Z) =1, T(2)=8(/3-1).

x 1 1 14z
4. fle+1)= lz——‘,hfa.x ?52|—2; f(;) = f{z}, ha z # —1,0; }.—(-m—)-z T2
2 z
5. fley=flz+2-2)= 3,&:%—3.

6. f(z):f(%):;li-i—l, 240,

x

7. z-et allitsuk els a; i {a # —1) alakban; ebbél ¢ = hd +1 {z #1). Ezért:
a —_
z—i—I -1 41

"1'4 +1 2 1 1 2 . 2 ” .
8. =t = (r + —) —~ 2, ezért az f(z) = 2° — 2 fiiggvény megfelel
€T T Z

a kovetelménynek.

3
9. 1—-|zPP=1- (v z?) miatt az f(z) =1 - 23 fiiggvény teljesiti a feltételt.

10. Dom f = (—1,1). Szamitsuk ki f(a) + F(b), illetve f (;jabb

) értékeket.
11. Az f(0) = 2 feltételbé] azonnal adédik, hogy d = 2. A

O0=f(~-1)=—-a+b—c+2
B3=fl)=a+b+ec+2
5=f{(2})=8a+4b+2c+2

egyenletrendszert megoldva: ¢ = %, b= % c=—22,

12, a=10,b=5,c = 2.

13, 2%+ ax® + 2 = (22 ~1)(bz? + ez + d) (z # %) = 2}t ot + 22 =
20z + (2 — b)a + (2d—c)z —d, azaz ha 2 =1,2¢— b= a,2d —c=2,d=10,

sigyb—% —2ésa:—%.

8.1



8. Fiiggvényhatarérték és folytonessig

Jz] > 2}.

14. a=b=—1. 15. {z€R; z#-1}. 16. (~co,f]
17. R. 18. §. 19. {0}.
20. {z€R;, z#+£10}. 21. {z€R z>2}. 22 {zcR;.
23. (4,00). 24. {z€eR, ©>2).
25. {z€R —J+kr<z<i+kmkez}
26. {z €R; =z < 2Zvagyz > 3}.
27. {z ¢ R;-;E+k7r5z< %—i—kar,kez}.
28. (%,3).
29, (2;3).
30. {zeR; -—1<az<Ovagyz>1,2+#2}
. 1
31, g DT L7 82. 2 <1~

33. Domf = Dom} =R.
34. Dom f = [-2;00); Dom
1
35. Dom f = E_E;OO); Dom
1 2
36. Dom f = R; Dom?={:t:E R; a:;é ln

37. Domf = Dom% = R.

1
38. Domf = {x € R; z # kr,k € Z};Dom~ =

. f
Z-F-kﬂ',kEZ}.

39. —1<c053x<14:>1>—c0333:2-1(:)322——0053:1:21{:)
<1, ezért Ran f = [:1;;2]; Dom f = R.

2——(:05 3z

= [5:0) U (0500).

—1n?2

=[-2; -1} U(-1;00).

1)

fz € R;

40. f(0) = 0. Legyen z # 0, akkor f(z) # 0. Oldjuk meg az f(z) =

144,/1 —4(f(2))?

2f(x)

letet z-te, azaz 2 =

v # kwz #£

1
;<

1+ 5 egyen-

. Mivel Dom f = R, ezéri az egyenlet-

nek minden z(# 0) esetén megoldhatonak kell lenni, tehdt 1 — 4(f(z))* > 0.
Az f(0) = 0 esctet is figyelembe véve: —1 < f(z) < 1.

T
41. Az 1 —2cosz > 0 feltétel miatt az értelmezési tartomany: '5 + 2%k <2 <

5w

-3—+2k7r, keZ —1<cosz<1&2> 2cosz > -2 3>
l1-2cosz > ~1,del~2cosz >0,igy 3>1—2cosz > 0, ezért fz) <lg3.

2
42. Domf = [-1;2]; f(z) = ,/-( — 3+ Mivel -1 <2 <2, enért -3 <

bd

<
f(m) 2 0.

w;w l
VAL
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8. Fiiggvényhatdrérték és folytonosség

43, 0<2~5<1,azaz b5 <z <8.

44, 0<z< i 45. -1<=z<0. 46, -1 <z <0
47.0§3w2§1,azaz—33£§$_<_33£. Yy

48. k'frs:r:gg-l—kvr, kez

49. Dom f = {(z,y) € R%; 22 4+4? < 1}; 2z
z% +y? < 1 kérlap pontjainak halmaza.
50, Egyrészt y > 0, masrészt z — Vi > 0.
Az utébbibdl adédik, hogy =z > 0 és

2 > y. Domf = {(2,y) € R 0 < y
z,0 <y < z?} (L. dbra) /

51. {(z,y)eRE z>0,y>0}U {(z,y) €R% =z <0,y <0}

52. Azon P(z,y) pontok halmaza, amelyek ordinitijira az z > 0 esetben 2kn <
¥ S {2k + 1)m, az = < 0 esetben pedig (2k + 1) < y < (2k + 27 teljesiil,
ahol k € Z.

53. In(sinzcosy) > 0 miatt sinzcosy > 1, azaz sinz = cosy = 1 vagy sinz =
cosy = —1. Igy az értelmezési tartoményt a P (L%—"z'l—)lﬂmﬂr) és a
Q (iLEIE; (25 + 1)1r) pontok halmaza dbrdzolja, ahol k,m,r,s € Z.
54. Domf = {(z,y,2) €R}; >0,y >0,z> 0}
55. Az origé kozépponti egységsugari gémbtartomdiny bels§ pontjainak halmaza.
56. Domf = {(z,y) € R%, |z| < 1,|y| > 1}.

Z

=

57. 1< 2? +4® < 4 kérgyfrd.
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8. PFiiggvényhatarériék és folytonossig

2
58. Az (1: - %) +y2 > }T korkiilss és az (z — 1) + y? < 1 kirlap kozos része.

Y

<
N e

1

NN
\\’\\\

M-
;

|
]

[
[
[N

1 .
59. —— akkor van értelmezve, ha zy > 0. Ez az els6 és harmadik siknegyedben

Ty
igaz (a tengelyeken 16vS pontok kivételével). A masodik tagban az x4yl <1
teljesiilése sziikséges, azaz —1 <z +y < 1. Ezazy= —1— 2 és az y=1-—ux

parhuzamos egyenesek kozotti nyilt savot jellemzi. Az értelmezési tartomany

képe a két alakzat kéubs része. (1. a fenti abran).

" 60. x =ky, y#0, ke Z Az origén dtmend egyenessercg (az origé nem
tartozik bele a tartoményba). Megjegyezziik, hogy Ran f = {0}.

61. A feltétel: sinmesinmy > 0. A kifejezés pontosan akkor 0, ha sin 7z = 0 vagy
sinwy =0, azaz 2 = k vagy y =1 (k,] € Z); az elgjelvaltasi pontok tehit
az egész koordindtaji helyeken vannak. Ha Q < r <« 165 0 < y < 1. akkor
mindkét tényezd pozitiv; ezért az értelmezési tartomany képe a kivetkezd
dbrén lathaté sakktiblaszerii nemkorlatos zart halmaz.

Y
ZRZRZRZ
ZRZ R Z Rz
ZZ B Z R Z
ZRZEZRZ)
7= 2 R
A 4 B4 2
ZRZRZRZ
72 B 7 W 77 W v

62. Domf = {(z,y,2) € R% 2%+ y? <2 <4—a? - y?}; két forgasi paraboloid
kbzos része.

63. Egyrészt y > z, masrészt = # 0, mégpedig
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8. Fliggvényhatarérték és folytonossig

T és In(y — z) egyezd elGjelii. Ha tehat = >
0, akkor y > 2 4+ 1; ha = < 0, akkor z <
Yy <z + 1. Az értelmezési tartoméany képe a 1
ktvetkezd dbran lathats.

\\\\\\‘\\; >

64. A két koordindta-tengely.
65. sinmr =sinmy =0 = z,y € Z. Az értelmezési tartomény Z2.

66. Ha c <1 akkor a szamldlét, illetve a nevez6t 0-val egyenléve téve a kovetkezd
kiregyenletekhez jutunk:

Bri(z+1P2 448 =1-¢
by (z -1 4+y2=1—¢

és igy az értelmezési tartomdny képe a két kor belsejének kozos részébél, a
két kor kiilsejének kozos részébsl és a kp kor pontjaibél all. (Ha0<e<1,
akkor a két kér belsejének kozos része tires.) Ha ¢ = 1, akkor az értelmezési
tartoméany az ry-koordindtasik, kivéve az (1,0) pontot. Ha ¢ > 1, akkor az
zy-koordinatasik.

67. r sugar z-tengelyli henger, kizdrva belsle az s sugari origd kézéppontil
gombtartomany pontjait.

68.

-2n -7 i 27 37 T
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B. Fuggvényhatdrériék és folytonossag

3
69. 2%7 =g:19 =10, 2> 0,2 £ 1.

70. y
¥
_y} :
Noo— " :
24—t
II T i : .
-n A 4 z
_..1... .
]
71. v 72.
Y A
1
ANEVAVATA
2n =z
\VAVA7ERR
1
24
T
2z, haz >0
7. f(”):{o, ha z < 0.
74.
y
2
b 4 1 Yoo + o 4 5;7
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8. Faggvényhatérérték és folytonossig

5. 76.

77. f(z +a) és f(x) + b: Eltolds [—a; 0] illetve [0; 5] vektorral.
flkz): Ha 0 < k, akkor az y-tengelyre vonatkoztatott % ardnyd nytjtas,

ha k& < 0, akkor az y-tengelyre vonatkoztatott IE ardnyd nydjtis és az y-
tengelyre vonatkozé titkrozés.

{f(z): Ha 0 < I, akkor az z-tengelyre vonatkoztatott ! ardnyt nydjtds, ha
1 < 0, akkor az z-tengelyre vonatkoztatott [I| aranyi nyajtas és az o-tengelyre
vonatkozé titkrézés.

[f{z)]: Ha f(z) 2 0, akkor |f(2)| = f(x), ha f(z) < 0, akkor | f(z)| = —f(z),
ez pedig az x-tengelyre vald tiikrézést jelent.

f(lz]): Ha = > 0, akkor f(|z]) = f(z), ha ¢ < 0, akkor f(|z]|) = f{—=z),
ez pedig az y-tengelyre valé tiikrdzést jelent. Eszerint f(|z|) grafikonja f(z)
grafikonjdnak azon részébsl 4ll amelyre z > 0 és ennek y-tengelyre vonatkozé
titkorképébsl

78. Egy lehetséges sorrend: f(kz),lf(kz), [f{k(z + a)), If(k(z + )} + b.

Y
% 2(x+2) %V—?.—I

g V-2(z+2) ~1
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8. Figgvényhatarérték és folytonossig

2245 2z +1)+3 3
z4+1 z+1 - z4+1

79.

3 1
80. 3cosz —vV3sinr = 23 (%cosm —_ ésinm) = 2v/3 cos (9.;'—|— %) .

81. |22 — 22— 4] =|(z - 1)* — 4] 82.

Y

83.

log, jz+2]

R -~ Tlog, |zl
- 2
. }%
kY ‘/ N }
W], 2 z
VS

W
Hi

i

B /

!

’
__.___,.-—-/--—--

84. Az z-nivévonalak a z = ¢’ +y*(a € R) egyenletil parabolék, az y-nivévonalak
az=az?+b (b R) egyenletii parabolék, a z-nivévonalak pedig az z” +
y? = ¢ (c > 0) egyenletii korsk. A figgvény grafikonja z-tengelyt forgdsi
paraboloid.

85. A z-nivévonalak ¢® = 2% +y? (c € R) egyenletil korsk. A feliletet messiik
el a z-tengelyre illeszkedd sikokkal. Ezen sikok egyenlete az + by = 0 (a.b €
R; a® + 0% # 0) alaki. A metszésvonalak egyenletrendszerét a

22 =22 gy
0=oax+by
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8. Fuggvényhatarérték és folytonossig

86.

87.

88.

egyenletrendszer megoldésa adja. Ha b2= 0, akkor 2 = 0 és z = £y. Ha
24k

b#ﬂ,akkory:—%:zészzzta +

esetben az origén dtmend, meréleges, z-tengelyre szimmetrikus egyenesparok.

A fiiggvény grafikonja z-tengelyd kettds korkap (forgasktp). Megjegyezziik,
hogy az z- illetve y-nivévonalak hiperbolik.

z. A metszésvonalak tehit minden

Az z- illetve y-nivévonalak
paraboldk. A z-nivévonalak
y?~a?=c (c€R)egyen-
letd hiperbolak. (Ha a felii-
letet az yz sikkal metsziik,

a metszésvonal a z = y? egyen-
letii parabola. Az zz sikkal
valé metszéskor a z = —z?
egyenletd parabolit kapjuk.

A feliiletet tgy képzelhetjiik

el szemléletesen, hogy a z =
y* egyenletii paraboldn "vé-
gigestiszik” a z = —z? egyen-
letii parabola.} A feliilet egy
ugynevezett nyeregfeliilet.

z

/1
N

Az 2- illetve y-nivévonalak parabolék. A z-nivévonalak y = —z+ ¢ (c>0)
egyenletd parhuzamos egyenesek. A feliilet parabola alapi, azaz parabolikus
henger.

Az z-nivévonalak a z = a® +y (a € R) egyenletii pairhuzamos egyenesek, aa
y-nivévonalak a z = 22 + b (b € R) egyenletfi parabolék, a z-nivévonalak az
y =c—z% (c € R)egyenletd parabolsk. {Az yz sikban a metszésvonala z = y
egyenletii egyenes, az zz sikban pedig a z = 2% egyenletii parabola. A feliiletet

a z = z° egyenlet paraboldnak a z = y egyenesen valé ”csiisztatéssval
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8. Figgvényhatarériék és folytonossig

szarmaztathatjuk.) A feliilet parabolikus henger.
89. Azy = 0 egyenletd sikkal (27 sik)

metszve a metszésvonal az z% —

2?2 = 1 egyenletii hiperbola. Az

yz sikkal metszve a feliiletet szin-

tén hiperbola adédik. A z-nivévonalak

az 22 +y? =2 +1 (c € R)

egyenleti korsk. A {eliilet egy igy-

nevezett egykopenyi forgashiper-

boloid, amely példéul az 22 —2% =

1 egyenletii hiperbola z-tengely ko-

rilli forgatdsaval adédik. X

w2

47

(7
©

90. Az zz sikkal metszve a metszés-
vonal az z? — 2? = 1 egyenletd
hiperbola. Az yz sikkal metszve,
metszésvonalként szintén hiperbo-
la adédik. A z-nivévonaluk az 22+
yP =2 -1 (|cf > 1) egyenleti

kirok. A felillet egy tigynevezett

kétkopenyd hiperboloid, amely pél-
daul az z* — z? = 1 egyenletd hi-
perbola z-tengely koriili forgata-
saval adédik.




8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag

Y

C

N N N\
N

PN

W/

91. y=2r— %, 92. y=z-2.

93. y=sin2f = 2sintcost = 2z/1 — z2.

04. H+f=1 95. V2 + Y2 = Vol
2igt 1—tg?s 22 +1—z2

96. sin2t B cospt=_ 2l LTI T
14tget 1+tg“t 142

97. y = {J(z — 1) : 98. z? 4+ 4% = qd%

3z +E
100. =
Az f(z) 5o 1 d
nyezetében, mivel Dom f = R — {~%}. Legyen {z,] tetsz6leges olyan sorozat,
amely benne van ebben a kérnyezethen és limy,_o zy = 2. Akkor
m 3zp,+1 3limpcoza +1 3241 l
i~ B, +4  Shmg.ezy +4 5244 2

fiiggvény értelmezve van 2 valamely {pl. 1 sugard) kor-

Tehét a Heine-féle definicié értelmében igaz az allitas.
Legyen ¢ tetszéleges pozitiv szdm. Azt kell megmutatni, hogy 2-nek van olyan

3 11
6 sugari kirnyezete, amelyre, ha 0 < |z —2| < §, akkor 52 ::__ 13| <eazaz
5(2—;%5‘ < €. Elég csak azokkal az z-ckkel foglalkozni, amelyekre = > —%;

ekkor az el6z8 egyenlStlenség a kivetkezdképpen irhats:

~2e(5z +4) <z — 2 < 2e(bz + 4).

Ezt az egyenlStlenségrendszert megoldva ¢ < % esetben, kapjuk a kovetkezd-
ket:

2—8¢ <z< 24 8¢
14106 1-10¢
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8. Figgvényhatdrériék és folytonossig

2 - 8¢ 28, 24 8¢ 9 28¢ 28¢

Mivel 2 —~ = - zért a § =
Mivel 2~ 790 = 138 © 1100 ezert a

18" 1+ 10e
vilasztassal teljesill az els§ egyenlGtlenség e < _!lﬁ esethben. (Ha ¢ > TIE’ akkor
_egy tetszdleges 0 < g9 < 1—1[—} szamra az el6z8 meggondolasok teljesiilnek, s igy
e-ta is.} Kaptuk, hogy a Cauchy-féle definicié értelmében is a hatarérték %

101.Heine: Mivel Dom [ = R— {0; 4}, ezért példaul hax, € (3;5)ész, #4 (n=

2
I . mn—lﬁ_ . T td
1,2,...), tovabbi lim, e zn = 4, akkor u]{l}go M = 111_1_’11.}0 o 2.
it LRI T T (R
Cauchy: Legyen £ > 0. Ha = # 4, akkor |— Fr 2 = , &s az eléz8
¢ — 4
feladatnal ldtott mddon adodik, hogy e < I-re é = ]4:5 megfeleld. De kevesebb

szédmoldssal is céthoz érhetiink. Ha most azt is feltessziik, hogy 2 € (2:5),

r—4 r—4
kapjuk a kovetkezd egyenlStlenséget: z < Iz > %

. Ha tehédt & = 2¢,

z 2

akkor minden z € (2;5) (z # 4} szam, amely teljesiti a 0 < Jo — 4] < &
z? ~ 16
TP 4
z% — 42

102.Heine: Legyen [z,] tetszleges olyan sorozat, amelyre iy oo 2, = oco. Igy

egyenliilenségrendszert, teljesiti az < £ egyenl8tlenséget is.

San+1 B4+ 5
m ——— = lim =
n-—o 33'11 -+ 9 a2 3 + In 3

103.Cauchy: Bebizonyitjuk, hogy barnely b pozitiv szdmhoz van olyan & > 0,
1
(1-—zp| (1-=2)?
1

1
elbbi egyenl6tlenséget: |1 — x| < —=, azaz § = —=.
/E VE

hogy ha 0 < |2 — 1| < &, akkor > k. Oldjuk weg az

k
104.Heine: oo Tp = 00 = Linny—.oq log, #p = —00.
Cauchy: Bebizonyitjuk, hogy tetszdleges k negativ valds szamhoz van olyan
M pozitiv valds szdm, hogy ha M < =z, akkor log, ¥ < k. Ez utdbbi egyenlét-
lenség akkor és esak akkor teljesiil, ha 7 > of, azaz M = of.

1
105.Heine: Valasszuk ki a kovetkezd két nullasorozatot: [ey,] = [~] L) =
n

2 2
[411 n 1] ;rNyilvé,nvalé, hogy 71—1', yreun €Domf {(n=1,2,...). Azonban

lim sin — = lLm sinnaT =0é lim sin — = lim sin — = 1.
10O Ty n—+o R—00 3;: 1n—e0 2

Cauchy: Tegyiik fel, hogy nlmgo sin — = a¢ > 0. Ez azt jelenti, hogy barmely
— z

pozitiv e-hoz van olyan pozitiv §, hogy ha lz| < 4, akkor < g,

.
SIIL — — @
&

azaz ¢ — € <sinlT <a+e legyen 0 < ¢ < 1. Ha most —1 < sinp < —¢ és

T . . .
z (n € NT), akkor sin — = sin  miatt birmely § > 0 esetén van
T

B w+ 2nm
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B. Fuggvényhatdrérték és folytonossig

106.

olyan n € N*, hogy |z| < 8, de sin £ < —¢ < a~e¢. Ellentmondas. Hasonléan,
a < 0 esethben is ellentmondésra jutunk,

A Heine-féle definicié alapjin hasonléan bizonyithats, mint a 7.89 feladat
allitdsa. .

107. Az €l6z6 feladathoz hasonléan bizonyithats.
108.0. 109. 1. 110.00
3 30
111.3. 112.(;) . 113.3.
923 4 52 — 42 — 2 g
114. & = -,
200 {22+ 1)1 — 2z2) 4
nin41
115.27 % (e nth), 116.1
. {z—1)}x+58) . z+5
1 7-1] = = J.
4503 11 1
118.1. 119.im 212 F1 1
£—0 zt +2 2
Cm a2
120. lim Zoz-e =1
=1 {1 —z}z2+z+1)
121.2, 122.-1. 123.10.
q
1+ 2
124. lim 2 -1 125.1.
Prands ¢

1286.

127.
128.

129,

130. 4

131. i

132.

133.hH

hml_+_[_+_£ f

I—00 f2 + __

1. .

x # 1 miatt (z — 1)%-nel egyszerifsithetiink. Ezutdn a keresett hatdrérték
2 ta42

lim Ttz =2.

z—] r41

3 3 _ 1 5 4
hm ,1:5,“}1-{———4——-'1:5,5/1-}- " \}1%‘;{ LA 1+;§

T e T e ’
z—2—4 . 1
Yoy (x—6)(Ve—2+2 m = .
m
(z + 1)(V6z2 +3 = lim *______."63:24-3_._1
ro 3 — 32 1 31 —2) '

i (6—a-D@E+Vi+z)
SO BWE D

et {‘/(1+a:)"+\/_+\/

H
Wl ha
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8. Fuggvényhatarérték és folytonossig

134.1. 135.3
x 1
136. lim —————— = .
200 g2k l4z 2
137.0. 138.0. 139.%.
b
140.1. 141. 227, 142.1.
143. lim (2sinx — 1)(sinz + 1) -3
s—% (2sine — 1)}(sinz — 1)
i
-1
144.lmlim 32— L o1
z—01 —cos?z sz—0cosz{l+cosz) 2

2% _ l+dcosz

145, Alkalmazzuk a cos 5= és a sinz = sin 2% = 25in —;—cosg— azonos-

2
sigokat:
. 2cos*Z —2sinZ 5CO8 5 2
hm = hm ctg — =1,
z—% 2sinZcos § — 2sin® ;7 =% 2
146.Végezzitk el a z = 2 — T helyetiesitést: hm Sz =
6 z—10 \/— 2 cos (z + )

sin z 2sin £ 2 cos £ 2

= lim
2—’0 V3 —3cosz fsinz  —02y/3sin?z 2 +2sinfcos i

-~ =L

cos /(1 + sin z)? J(1 +sinz)?
147. lim ( ) = lim ——(—_-——-—) =
Ty \%1 — sin® z)? Ty cosx
148.£m1—'cosmzﬁm - 1~—cos’z ~ lim sin & -0
-0  sinz z—0sinz{l +cosz} =014 cosz
148. tim (1 —;cos x)? cos’z - lim cos’ z - 1
z—0 sin® {1 — cos?z) z—0(l+cosx)? 4
150. km (1 B 511121: VZ2eosz + 1 — lim ﬁcos;:-i—l 4
T—% cos 2cos?z -1 =%  cos
151. tg? x(v/2+ T+ cosz) {f—i— V14 cosz){l + cosx) WY
T—D 1—cosz z—-o cos?z
in 3 in3 4 1
152.5im 03T _ g S23T g g g g SO O =4,
o, z—0 Jz z—0 4 sinzcosdx

154.Ha o = 0, akkor a hatarérték 0. Ha « #£ 0, akkor lim smar _fr_o o

—0 az smpzfB B
azt jelenti, hogy minden a-ra lim,_.q i—;ﬁ% = %

1 1
155. Az el5z8 feladat alapjan: lm% e T T 7
sin z sinzx

= —1.

156. Hasznaljuk fel az 1 — cos 2z = 2sin® x azonossagot! A hatarérték:
157, lim (1 —cosz)(1 + cosz) _ fp SRE_siuz
z—0 {1 + cosz) z—0 x 14 cosz

it
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8, Fuggvényhatarérték és folytonossag

158. Az €l6z8 feladathoz hasonlé médon oldhaté meg. A hatarérték: 1.

159. Végezziik el az u = sina helyettesitést! Felhasznalva az eldzg feladatot, a
hatdrérték: 1.

. tgz —sinz . 1 sinzl —cosz
1690.lim = = lim = 3
=023/ T+tgz + V1 +sinz) 20 IFtgz++1fsing =z zlcoss
_1 im 1—cos?z 1
"~ 2z2-0z%cosz(l +cosz) 4
161 Jim L~ _ 1

z=0sin’ zcosz 2

cos(g — £2) sinfz 7

162.Legyen =z = 1 — 2, Akkor; lir.% = ]in% =3
z— z Z— z
163.A z =z — 1 jelolést és a 154. feladat eredményét hasznalva:
sin(7m + Twz) im —sinTrz _ 7
~0sin(2m +2mwz)  z—0 sin27z 2
164. lim sin _ 1 i sin - 1 lim sin(z + x) _
=7 (n + z)(m — z) P 2w z—0 z
1 sin z 1
— lim = ——
2w =0 z 2r
165.7 lim Snz - .
=t

S
-
-3

I
1)
.-4
o=y
f=x]
N

N
®

1
166. L ((1 + -
L= T

3 z—1 _251'_;tl!_
168. lim ((1 + ) )
z—00 z—1
169./e. 170.€3,

I 1 N 25+1\ =T ik
171.1_’]:1__'1{.10(-?:) ((1-2x+1) ) =0{e™")* =0.

($2—33+7+8$—3)I‘

22 -3z 4+ 7
::2~3zi-1:7 fé%;—??
Hm_’c—b—-oo (1 + 8z—3 ) T —

223z 7

172. km

E—r =0

= 68.

173. A fiiggvényhatérériék Heine-féle definicidja alapjan és D 7.42 szerint:
Em f(I)y{::) = hm eg(;!:}ln Flz) elimr_.;og(z}]n H=) _ eb]na — a&‘
Z—1zg =Ty

174. lim f()*®) = Em (1+ (f(=) ~ 1)) =

T—Tn

{ \TE=T
Ilivm:i‘g 1 + i
=31

’ 1
1 + 2\ 17z 2
=4z 176.1.
(2+$) 3 6.3

= elime—zy 9(2){(F(z)~1) _ b

)y(z)(f(z)—l)

175.im

-1
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8. Fuggvényhatdrérték & folytonossag

3
177.Legyen f(z) = 222 1_5 és g(z) = 822 4+3. Emyno f2) =1, lim, .o g(2) =
coés
lims o g(2)}(f(x) — 1) = —8, ezért lim, oo f{z)908) = 8,
178.e" = 1. 179.¢e71
180.Lm sinz =1, Lm ftgz]=co, lim tga(sine—1)=
1:-—»7 z—»% 1:—»-;-
c? . .
lm siu o sn'n_x_l = — lim w = 0. A hatarériék: 1.
z—Fcose siny + 1 % 1l4sinz
181.e7 7. 182.\/c.
183. lim s —6+38

=2 (a3 + 8)( Yz ~ 6)2 — \/(7:—68—!—'\/—}
1

rli—"(a, —2:1:+4)(\/(a,~6)2 Nz —6)8+ ¥d) 144
184. lim A-=2)(1+ Vo + ¥z + ¥+ ¥a') 5
(1 —a)1+ Yo+ ¥«?) )

Vel + 14Vl 41 | Vel 41 -v22 -1

185. i 2cos sin =
T 00 2 2
: Vel +14 Va2 +1 1
lim 2cos $in —= =0
T=00 2 Vel + 14 Va2 -1
186. i (2:3}6 cos? 32% — 1 1 _ 1 Km sin? 32 g _ _i‘
z—0 sin® 22 (21) cos3z® + 1 2 z—0 (323)2 26 128
2sm 3 1
187.lim sin 3z + 4sin 5z = 4 (1. a 154. feladatot).
om0 sin 6z(y/1 + 2sin 3z + /1 —4smom) 6
188. im 1 —cos?zcos 2z 1 L i, 08 22(1 — cos 22)..1:) +sin’x _
0 tg 32(1 + cos T\/‘,os 2z) T 222 tg >
1. sin®z(2cos®x + 1) cosa? ]j sin & 3
— lim = — = -
2 z—0 sin 22 T2 22 sna? 2
189, .
CO5J.T—
t ERIUES
hm (1 + (cos3 z— 1)) =os ’“‘) =
z—0

{cosz— l)(ces2 r4cos et}
1 EEILE:

;ig%) (1 + (c053 T — 1))$r——l

i

[6052 -1 )(c052 Thcosedl}

1 zsin z(1+cos =) ;
hm (1 + (cos x— 1)) “’55“‘) =¢ %
} sinz
190. Az 174. feladat szerint: f(z) = ,g( )= vilasztdssal,

lim f(z) =1, Lim|g(z) = oo, Hm g(z)(f(#) - 1) =

Famnd i3 a4
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8. Fiiggvényhalarérték és folytonossag

) 1 sinx —sine z+a 1 sinizt
lim - = Hm cos - ——— = ciga,
T~y —q sin @ T—a 2 sine 52
és ezért lim fla)ote) = cotea
fle)y o,
e flw) . }T((;)lh("’) . R{z)
191. im = lim ———— = Hm .
o o) T+ gy T A k()
k()™
192.1lim; 1o f(z) =1, Hing_49 flz) = 2.
193.-2 és 2. 194.3 és 4.
195. /1 —cos 20 = /2| sin | azonossig segitségével: —/2 és /2.
1 2
196.Ha z, = 5 és ) = e (n € NT), akkor Emy—.co Ty = litiy—oo 2, =0

e 1 . . . s )
és nh_l’léo flay) = “]Lnéc cos2mn =1, ’;il_l’lgc flzh) = uh—l-lolc cos(2n + 1)5 =0, ezért
a fiiggvénynek nines jobb oldali hatarértéke a 0 helyen. Mivel & fiiggvény
paros, czért bal oldali hatdrérték sem létezik.

197.~00 &5 co. 198.3 és L.
{(r+3)z—1) a-—1 .

199, f(2) = = , @ —-3;~2. Minden z € R — {—3; -2
f) {z +3}x +32) x4+ 2 7 ) { '
helyen folytonos a fiiggvény. lim_f(z) = lim A 4, ezért az x = -3

T——3 £—-3 x - 2

helyen a fiiggvénynek hézagpontja van. Iinq} o fz) =0 és ﬁﬂ‘}+f) fz) =
r—— e L
—0o, azaz az @ = —2 helyen a fliggvénynek pélusa van.

200.Minden r € R — {-3;3} helyen folytonos; az © = —~3 és az = = 3 helyen
polusa vaun.

201. Mindeniitt folytonos,

202.A 0 és 3 helyeken polusa van, masutt folytonos.

203.Az v # -1 helyeken folytonos. lim,— 1 f(2) = 0, limg—_(49 fl&) = oo,
ezért az r = —1 helyen lényeges szingularitdsa van.

204.x = 0 kivételével mindeniitt folytonos. lim,_._g f{x) = 1, B, _qg flz) =
0. a fiiggvénynek az x = 0 helyen léuyeges szingularitdsa van.

205.z = -2 kivételével mindeniitt folytonuos. A fiiggvénynek a —2 helyen lényeges
szingularitdsa van, mert lim, .o f{z) = —3 és Barg_ayp fz) = —1.

206.Az & = 1 helyen lényeges szingnlaritdsa van, minden mis helyen folytonos.

207.Az v = 0 helyen hézagpontja van, a tobbi helyen folytonos.

208.Az & = 0 helyen hézagpontja van, a tsbbi helyen folytonos.

209.Ha © # &5 (k € Z), akkor a fiiggvény folytonos. limg_ . o f{z) = —o0,
limg—uzyo fla) = Oc'slinl;r,—-»(Zn-}»])%—(} flz) = Dot}-inlx—’(2rl+l)%+ﬂ fz) = —oo,
(n €Z),az 2 = kY (k € Z) helycken a filggvénynek polusa van.

210.Ha x 5 2kr  (k € 2), akkor f(x) =1+ cosz, s igy a fiiggvény folytonos. Az
z =2kr (k€ Z) helyeken a fiiggvénynek hézagpontja van.
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8. Fuggvényhataréridk és folytonossig

211. Az 2 = —;E {k € Z) helyek kivételével folytonos. hm flz) =k-1-k4+2=

r—nz—(]
1, .
hm fla)y=k-k+2=2,az 2= % (k& € Z} helyeken lényeges szingulari-
tdsa van.
212. A hatarérték minden z helyen 1. Mivel
{ 1, haz#90;
0, haz =0,

ezért x = 0 helyen a fiiggvénynek megsziintethets szakadésa van. ¢ # 0
helyeken a fiiggvény folytonos.

213. A hatérérték minden = helyen 1. Mivel
{ 1, haz# km
0, haz=rkn(kel),

ezért z = kr helyeken a fiiggvénynek megsziintethetd szakaddsa van. = # kv
helyeken a fiiggvény folytonos.
214.Mindeniitt folytonos.
cos? —1

215.lim f(z) = lin ﬂm

nos.

216.lim, g f(z) =4 = f(0), lim; f(z) = 0 = f(2), teh4t a fiiggvény folyto-
nos az z = 0 és az # = 2 helyeken. Legyen zy € R — {0;2}. Ha [z,] és [z}]
olyan sorozatok, amelyekre 2, €Q, 2z, €R—-Q (ne N )éslim;ozn =
lmg; .oz}, = g, akkor limy—co f(zn) = 4 — 23 és lim, oo f(z]) = 4 — 220.
Mivel zg € R — {0;2), ezért 4 — 23 # 4 — 2z, igy az & = 2o helyen a fiigg-
vénynek lényeges szingula.ritésa van.

V1—cos?z? 1+ cosz - 5 lim sinz? a?

I-*ﬁ V1+cosz? 1 —cos?z 0 22 sz
az = 0 (k = 0) helyen a fliggvénynek mepgsziintethets szakaddsa van.
Ha z # 2kn, akkor a fiiggvény folytonos. Ha z = 2knw (k # 0), akkor a
fiiggvénynek pélusa van.

218.a = lim z sin 1 = 0. 219%.a¢ = lim 1te E

z—D x ==t (l+z)(1—-x+2%) 3

220.limg g f(z) = 0, lim,_ 4o f(z) =1, tehdt az ¢ barmilyen vélasztasa esetén
az & = 0 helyen a figgvénynek lényeges szingularitdsa van.

221.lim, . ¢ f(z) =1, limy—4o fx) = —a, czért a = —1.

222.-1 =limz—.—q f(z) =limg—myo flz) =5, a—-1=lm, ;¢ flz)=
Emg 140 f(x) =1, azaz a = 2.

223.1 —a+b=lim,,_1_¢ f(z) =lim,._140 f{z) = ——1, 1=Hm, .1_¢ f(z) =
]im,;_,1+0f($)=1+a+b ezért a=1, b=—

224. lnn I_f(m)[ =

eseten az

= f(0), azaz a fiiggvény mindeniitt folyto-

217. hm f(:n) 2, azaz

- +1| = 0o, hm f(z) = 0. Az o barmely vélaszisa
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8. Fuggvényhatarériék és folylonossag

z = —1 helyen a fiiggvénynek pélusa van. (Megjegyezziik, hogy ha b = 0,
akkor z = —1 helyen kiviil a figgvény folytonos.)
. . . , z T
225.a = l]il}}f(a’:) =1, b= Lim f(z) = ll_q}r—z———l-_m—_s__: =3 .
226.5zakadési helyek lehetnek: —1és 1. lim,—._1-¢ f(z) = 0 # f-1)=1,
hmg i f(z) = 1= f(-1), Hmzof(z) =1= f(1), .
ime.140 f(z) = 0 # f(1), a fiiggvény az 2 = —1 helyen jobbrdl, az z = 1
helyen balrél folytonos.
227.5zakadési hely lehet: 1. Ha a # 0, akkor a fiiggvény az o = 1 helyen egyik
oldalrdl sem folytonos. Ha a = 0; akkor a fiiggvény mindeniitt folytonos.
228.5zakaddsi hely: 0, zhol a fiiggvény bal oldalrél folytonos, de jobb oldalrsl nem.
229.5zakaddsi helyek: £/n,n € N*. 2k — T és a \/2k helyeken a fiiggvény balrél,
a —V2k és v/2k —1 (k € N*) helyeken pedig jobbrdl folytonos.
230.A figgvény szakaddsi helyei: z =¢" (n € 2). lLimg_en_g f(z) =
Hmy en_glna — limg_,en_g Ent(in zy=n—{(n—-1)=1, Hmg.enyg f(z) =
n—n=0= f(c"), azaz az z = " helyeken a fiiggvény jobb oldalrél folytonos,
de bal oldalrdl nem. A fiiggvény grafikonjat a kovetkezd abra szemlélteti.

Y

231.Szakadasi helyek lehetnek: sp0, %, tovabba minden olyan pozitiv z, ahol
2 . o . 4-n .
a1 =" € Z. EbD3] az egyenletbs] x = o és a jobb oldal akkor
és csak akkor nempozitiv, han = 2,3,4. Hm,_._g flz)=-1= f(0),
lmg 4o f{x) = 0, azaz az = = 0 helyen a fiiggvény bal oldalrél folytonos,

1
de jobb oldalrél nem. Az z = 3 helyen egyik oldalrél sem folytonos. Minden

4—n
n € Z—{2;3;4} egész szdmraaz r = i " helyeken a fiiggvény jobb oldalréal

- 2n
folytonos, de bal oldalrél nem.
232.Dom f = (~1,1). Az értelmezési tartomény minden pontjiban folytonos a
fiiggvény. lim, 140 f(z) = —00, Himg—i1-p f(z) = 0o, ezért az z = —1 és
a2z » = 1 egyenesek a fiiggvény fliggdleges aszimptot4i.
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8. Fiiggvényhatarérték és folytonossag

233.Dom f = (0,1]. A fiiggvény folytonos az értelmezési tartomanyan.
Hm, .49 f{z) = oo, ezért az x = 0 egyenes fiigg&leges aszimptota;
B, g f(2) = f(1) = 0.

234.Dom f = (~o0,—1] U [1,00). A fiiggvény folytonos az értelmezési tartoms-

nyon.

iim f{r) =0 és hm f(’t:) = 0, ezért nincs fiiggtleges aszimptota.
r-—1

. ) . 1 . 1

lim M:—hm 2? — — = —oco és I f() = lim fe? — — = oo,
£——00 T r——00 fd T £~+00 T

ezért a fiiggvénynek ferde aszimptotaja sincs.

He) _

-—00 T

235.Dom f = R, folytonos az értelmezési tartomanyon. m =

Hmy e ﬁfl =0, c=hm, . {f(x)—mz) = Iimz_,oo(f(:n) —mz)=2, y=

2 vizszintes aszimptota.

236.Dom f = R — {0}, folytonos az értelmesési tartoméanyon, pdlusa van az
& = 0 helyen, ezért az y tengely fiiggGleges aszimptota. m = Hm @ =
E——00
lim fz) _ =0, = I.uu (f(a:) —mz) = ]jm Az)=—-1, ea=

L—D0
hm,;...x,(f(a,) —mz) = 1,igy az y = —1 és az y = 1 egyenleti egyenesek
vizszintes aszimptotak.

237.Dom f = R — {1}, folytonos az értelmezési tartoményon, = = 1 fiigg8leges
asziniptota, y = x — 1 ferde aszimptota.

238.Dom f = R — {0}, folytonos az értelmezési tartoményon, & = 0 figgSleges

aszimptota.
my = limg . fir) = linlz oo 3/%—? = — limg o f4+ 517( = -2,
iy = NNz ng —(;—) =2, ¢ =lm, _(f(z} —mz)=
lmg o (J‘/? + ?.a:) = iﬂnr_._ocz—zhrfﬁfa = iy e m =
[I){asonlc’)an e = lim, o {f2) — o) = 0. y= —2zésy = 2z ferde aszimp-
toték.

239.Dom f = {—o0;—2] U [2;00), folytonos az érielmezési tartomdnyon, nines
fiigpSleges aszimptota, y = —5* és y = ¢ ferde aszimptotik.

240.Dom f = R, folytonos az értelmezési tartominyon, y = 0 vizszintes aszimp-

tota.

241.Dom f = (v—oo; =3 _2\/:[3} U [—3 -l—‘)\/fii; oc) , Tolytonos az értelmezési tar-
tomanyon, nincs fiiggtleges aszimptota, y = —a — 5 ésy =+ 3 ferde
aszimptotak.

242. f(z) = EM Dow f = R — {0; b; 2b}, folytonos az értelmeszési

z(z — b)(z — 20)°

tarfominyon, y = = + 3b ferde aszimptota, z = 0 fliggSleges aszimptota. Ha
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8. Faggvényhatarérték és folytonossag

o # b, akkor ¥ = b fiiggsleges aszimptota. Ha o # +2b, akkor r = 2%
fiiggsleges aszimptota.

243.Dom f = R, az @ = 0 hely kivételével folytonos, nincs fiiggtleges aszimptota.

. sin x . o
m = Ti{]ﬁn (1 + 2 ) =1, e¢= x_}_sg:loo(f(m) —mz) =0, ezért y = z ferde

. aszimptota.
244.Dom f = (~o0;0) U [1;00).
lim f(z)= lim (—“’-—1) = "‘1—1= ! (nez-{1}),
n—

z—rn—0 r—n—0 \Ent z n— 1

imgnpo fz) =2 -1=0= f(n) (neZ-{0}). Ezekbsl kivetkezik, hogy
az n € Z — {0} helyeken a fiiggvény csak jobb oldalrél folytonos, és nincs
figgtleges aszimptota. Megmutathats, hogy y = 0 vizszintes aszimptota.

245.Dom f = R. A folytonossig csak a ¥ (n € Z) helyeken kérdéses. Mivel

n— n
lim z) = 5—=—, m flz) = 4=——— = f(n ne)a
i @) = gl f@) = g = i) (e )
fiiggvény ezeken a helyeken csak jobbrél folytonos. Nines fiiggtleges aszimp-
. -1 Ent z3 2t 41 , ..
tota. Mivel ezért m = 1. Hasonld médon

<
z(z2+1) ~ z{a? + 1) < z(22 + 1)
lathato, hogy ¢ = 0. Ezért y = = ferde aszimptota.

246.A T B.16 tétel alapjin kozvetlen szamitdssal igazolhaté.

247.Mivel a bal oldal y-ban harmadfoki, a Jim g— hatarérték meghatirozésa,. cél-
jabél osszuk el az egyenletet 1®-nal (z > 0), majd képezziik mindkét oldal
oo-beli hatarértékét: riggo % = Tlgrr}o (2 + —i{) (1 + %), gy Ilglgc (2 + %) =0

vagy lim (14+2) =0, azaz m = lim L = —2 vagy m = —1. Ham = -2
¥ z—oo T -

T—00 g i

akkor a ¢ = ]jl‘n,;_mo(y + 2z) hatédrértéket keressiik. Osszuk ¢l az eredeti

egyenletet z-szel: (2z + y)?' (1 + E_) =1, azaz 1 = I11'11010(23: +y)? (1 + _y_) =

x - z

- ,:]i_ﬁ}o@“' +y)?, ami lehetetlen. Ha m = —1, akkor a ¢ = limg.oo{y + ) ha-
Y2 1

tarériéket keressiik. Osszuk el az egyenletet z2-tel: (‘2 + E) (2 +y) = —,
T T

.1 . y\? 2 .

- — - ] = 4 3 Q —

igy 0 = :r]_—lilgoa = J'illnlolo (.,+I) (z + y) é limg.no (2—{- :) 1 miat

limz oo +y) = 0. Ez azt jelenti, hogy a fiiggvény aszimiptotdja a oo-ben

y = —x. Hasonléan lathat6, hogy a figevény aszimptotdja a —oo-ben szintén
y = —z.
248.A Iirjx:l y meghatdrozdsihios osszuk el az egyenletet z3-nal (z # 0). {Megje-
r—too

gyezzitk, hogy az egyszertiség kedvéért frunk a szamitdsokban +oo-t; ez azt
Jelenti, hogy mind oco-ben, mind —oco-ben ki kell szdmitani a hatarértéket.)
Atrendezés utdn:

3
. ANSE y 2N .oyl
LOm (z) = Jim (1 =T $2) =1= ki ~
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8. Fiiggvényhatarérték & folytonossig

limg e £ = oo lehetetlen, mert ebbél

<3 3 ] -
limx_,,ioo (1) = Foo adddna, de (2) &2 eltijele megegyezik. Ez azt jelenti,
z .
1 e (B
2 =0 g (7)) =1
azaz m = bm L =1 lim (y — ma:') = lim (y — z) kiszdmitdsdhoz
z—too 3 z—toa z—300
alakitsuk az egyenletet a kovetkezd médon: 3 —2® +y — 2 = z. Osszuk el az
1 Y 1
egyenletet z%-tel, fgy: 0 = zIun - = I_'im(y -z} ((—) + - +1+ ;2-) =

+o0 3

hogy korlatos amibdl adédik, hogy hm

3 111:11:1 (y — z), ezért ¢ = (. Ferde aszimptota a £oo-ben: y = .
ET—CO

2\ 2 2
249.Az egyenletet z'-nel osztva: (1 - (}_{) ) = 3 azmaz zil_’ngo % = 1 vagy
)

lim = = —1. Ha m =1, akkor a ¢ = lim;_.oo(y ~ 2) hatarértéket kell kisza-

I—oo

2
mitanunk; az egyenletbsl (z — 3)2 (1 + %) = %, amib8l ¢ = 0. Ha m = -1,

akkor az egyenlet (z + y)? (1 - E) = — alakjabdl ¢ = 0. A co-ben a ferde
z T
aszimptotdk: y = z é y = —z. (Mindkett§ valéban aszimptota, mert ha y

ielégiti az egyenletet, akkor —y is, igy a gérbe szimmetrikus az x tengelyre.)
i3 Y
250. 1+< ) =_m= Hm = = -1. Az egyenletbsl: {y-l—l)(( ) —%—{—I) =

z—too 1
3, amib6l ¢ = km;400{y + %) = 1. y = —z + 1 ferde aszimptota a oo-ben
és a —oo-ben.
2 3 1
251.1 - — = g 1—--—), m= km <=1 A ¢ = limy_.4o0(y — ) meg-
2 z-stoo g

hatarozdsshoz alakitsuk az egyenletet a kivetkezd médon:

4
z* -2z
—:c3=y3—-a:3,

3
z? —2x
— = -2} +ye +2?),

z
1- 2 2

1-1 z z

amibél ¢ = 1. (Megjegyezziik, hogy az = = 1 egyenletd egyenes fiigg6leges
aszimptota. )

¥ 2 ¥ 4 4 A
252. (;) + (—) =—, m= lim ==0 Alm; .toly —mz) =lim; 400y
3 T

r a:——-:l:co x

2
meghatarozdsihoz osszuk el az eredeti egyenletet x%-tel: 3 + y* (%) = 4,

amib8l: lim, 1oy = +2. A ferde aszimptotak egyenlete: y = £2. (Nyilvan-
valé, hogy mind a két érték j6, mert az eredeti egyenletet minden y-nal egyiitt
—y is kielégiti.)
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8. Fuggvényhatérérick és folylonossag

: ‘ 3 3
253.Legyen f(z) = sinz -z +1. Mivel f{0) =1, f(—;) = —~21, ezért a Bolzano-

tétel (T 8.22) szerint a fiiggvénynek van zérushelye.

254.f(~1) = 19, f(1) = —15, a Bolzano-tétel (T 8.22) szerint a fiiggvénynek
van zérushelye az intervallum belsejében. )

255.Az f(z) = qpz®™*! 4 g2 ... + 220, 4 tap4 filggvény folytonos a valés
szémok halmazan, tovibba lim, ,_ ., fla) = —co és lim, o f(z) = co. Ezek-
bél a Bolzano-tétel (T 8.22) segitségével adédik az 4llitas, hiszen van olyan
a < b, hogy f(a) < 04és f(b) > 0. ’

256. A fiiggvény folytonos a [—2, 2] intervalumban. f(=2) =1, Ff(2) = 5. Mivel
1< % < 5, ezért T 8.21 szerint van olyan z € [~2, 2], hogy flz) = %

257.Ha f(0) = 0 vagy f(1) = 1, akkor ¢ = 0 vagy ¢ = 1. Tegyiik fel, hogy
0 < f(0), f(1) < 1. Mivel f folytonos a [0,1] intervallumon, ezért a g(z) =
f(z) — z egyenlettel megadott fiiggvény is folytonos a [0,1] intervallumon.
g9(0) > 0 és g(1) < 0, igy a Bolzano-tétel (T 8.22) szerint van olyan c € {0,1),
hogy g{c) =0, azaz f(c) =c. _

258. Definialjuk az f fiiggvényt a [0; 1] intervallumon a kévetkezd médon: flzy=y
akkor és csak akkor, ha mozgatiskor a szalag z pontja y-ba kertil. Az f teljesiti
‘az eliz6 feladat feltételeit.

259. Legyen g(2) a (0;0) és az (z; f(z)) poutok tévolsaga, azaz g{(z) = Wz + f3(x)
(z €[0,1]). ¢ folytonos a [0,1] intervallumon, ¢(0) = 0, g(1) =1, ezért T

© 8.21 szerint minden d(€ [0, 1]) szdmhoz van olyan ¢ € [0, 1], hogy g(c} = d.

260.Vegyiik fel a koordinatarendszer origgiat a
k kor ( a vékony korgydrd) kozéppontjaban.
Jeldlje t azt a valos fiiggvényt, amely a kor
pontjaihoz a hémérsékletét rendeli, azaz t :
P t(P) (P €k). At nyilvinvaloan foly-
tonos az értelmezési tartomany minden pont- ¢
jdban. Legyen Py a k kornek az z-tengely po- LR
zitiv felére esé pontja. Jelslje v azt a szdget, P’
amellyel Py-t az origé koritl pozitiv forgasi-
rényba elforgatva, a k kor P pontjat kapjuk.
Legyen tovabba P' a P pont origéra vonat-
koztatott tiikorképe (1. az dbrat). Definisljuk
az f egyvaltozés valds fiiggvényt a f(p) = #{(P) — {P') (v € [0;27]) kép-
lettel. f folytonos az értelmezési tartomanyan. Ha F(0} = 0, akkor #{F) =
t(Fp), azaz a Py és P) pontok hémérséklete egyerrl8. Ha f(0) #£ 0, akkor
f(m) = — f(0) miatt f(rw) és f(0) ellenkezs elsjeliiek, és ezért a Bolzano-tétel
(T 8.22) szerint van olyan ¢y € (0;7), hogy fly1) = 0. Legyen Py € k,
amelyre f(1) = t(P1) — t(P}), akkor t{P;) = t{P)).

v
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10.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

. Differencidlhanyados, derivalt {megoldasck)

p SR = F2)

. —4 < ] —
lim 3 %225 — = 0, tehdt f'(2) =0.
241 2 4(2 + F —(4-2+2
fim f(_+M_>_ g 2R F2-(4-24 ):4,teh5,tf'(2):4,
b h k0 h
24. 4. 1. 5. -5
L fE@ER) - f2y L sin(24h) - sm‘)
m = ]1
h—)(] } h
sin2cos i 4 cos 2 sm h —sin2
hm = cos 2,
kh—D b1 h "
mivel E)—S——;; — 0 és Sl? . 1, ha h — 0.
) )
3 .3
Fl(z0) = z151$10 p— = zlgn (2 + 220 + z2) = 3z3.

f{zo) = lim VE - \/—Dz L

I—=I0 oz — g 2./Tq

sinx — sin 2g

2 sin{ 2550 ) cos( 2H20)

(JJU) = lm = hm = cos zg, Ugyanis
T~+T xr — o 2-=T xr — SUU
. sin{EEe)
lizn = =1.
T—Tp %ﬂ.
_a
—%;1:0 z 11. —sinay. 12, cos 2.
u n n—1 i1
™ —z ) 1) L CAR S L T CI _
m % = lim ( g = nzy L
I—Iy) p — g r—Ig T — '[;0
. 1 i 1 -1
Mivel 2 —2g = (23)™ — (o )" = (27 —ofF )& 27" 425 2f +- -+ (57 ),
| i
1 = 1 P
. rm —af .\ m — 1,
ezért Ihm - - I]_mxl , 0 - =
— J — “ —Iq - —_
¢ T T (3‘:1; —-I’“)(’E m -}-.L — ‘r(} _‘__’_(:Eﬁ:n )

— 6?1
1t

Af =3(zo+Az)?~2ag+Ax)+1 ~3.1'§+2.r0—1 = 6zgAz+3(Ar)’ -2A2 =
(6zo — 2)Az + (3Ax)Ax, tehdt f'(zg) = 6z — 2, &(x) = 3Az = 3(x — xg).
Fze) =323 + 1, &(x) = 3zg(x — 20) + (x — z0)%.

Af =sin(zg + Azx) — sinxp = sin zg cos Az + cos 29 sin Ax — sinzg =

cos 29 Az + (sm zof{cos Ax — 1) L cos Tg(sin Az — Am)) Az, tehat

SR

Az Az

cosﬁ::cc—l sin Ar—Ax = 0.

f'{(z0) = cosay, és e(z) — 0, ugyanis — 0, és FREL
cos ro(cos Az — 1) N sin zof{ Az — sin Az)

Az Ax
8.1

f(ze) = —sinzg, e(z) =



9. Differencislhanyados, derivalt

19.

20.

21.

22,

23.
24,
25.

26.

27.

28.
29.

30.

31.

32. f,

33.

x — zg)h(z) —
ff(;,;ﬂ) = hm (L_EMQ
£—zg z—x

tim o — aofh{z) -0

T—1g T — 2

Tegyiik fel, hogy f(z) = f(—x)} (Vz € R), ekkor

F—z) =limy_4 L(L‘H‘htﬂi) =limy_.g ﬂf——’?fﬂl (legyen k = —h)
= limy_ o ARG o iy,

A miésik Osszefiiggés hasonléan bizonyithatd.

o LD S0 _ (DS HOSlo=) _ g,
h—0) h k0 h h

= h{xp). Mdsrészt a

hatdrérték csak hi{zg) = 0 esetén létezik, és akkor 0.

mivel Tim fla) = fla—h) _ helyettesités _f( a4 Ic) fla) = fla).
B0 h E=—h k—-ﬂ
g folytonos a-ban, mert hm g(t = izg}l M {e) = g(a).
fHx)y=la—1].
Ilyen fiiggvény T 9.5 szerint nincs.
PL: f(z) = 0, vagy f(z) = 22.
8, hazx<0 s 0, 1t <0
fe) = {0 pe s S0 derivaliin fi(z) = {9 TS0 amely nem

differencidlhaté 0-ban. Két mdsik példa: f(a)
Hz) = 2% ahol 1 < o < 2 (ldsd 144. feladat).

flz + 2 v) fley) o (@+Ay—ay

xlz| (lasd 141, feladat);

fa:(l y) = }111..1(1] lim .
folw,y) = lim (”“L") flay) _y rly+h)—ay

h h—0 h ’
tehdt a denvaitak: i (zoy) =y, fy i (x.y) = x. Ezek értéke a P pontban:

fil2) =2, fi(1,2) =
£ Ceay) 22, 5 (o) o 29, 00,0 = £5(0,0) = 0.
Fuley) =4, fifey) =2, fi(1.1) =4, fi(1,1) =2

. He+hy.z) = flz, y,z) (z+Rh)yz —zyz
filr oy 2) = ]m —*ﬁ-f*m_y"'

Hasonlokeppen I{ap_]uk a mcuszk két parcilis delnaltat is, tehat:
fLoofe,y,2) = ys, fy swyaz) o o2z, fLoc{x,y,2) v 1y, Ezek értéke a P
ponthan: f1{1,2,3) =6, f;(1,2,3) = 3, fi(1,2,3)=2.
oz, 2) — 3, fy i (zy.2) = —4, fi0 (2,y,2) = 2, £1(0,0,0) = 3,
£1(0,0,0) = —4, £1(0,0,0) = 2
s (zvy,z) — 0, f;, sy, z) > 0, fl o0 (zoy,2) = 0, fI{1,1,1) =
A(LLD = £(1,1,1) = 0.
Mivel f(h,0) =0, ha h 5 0, ezért
f(h,0)—f{0,0) . 0O0-a

PYEITR oy

9.2

7 R
fz(osg) - l']l:l—%



9. Differencislhdnyados, derivilt

ami csak akkoi-létezik, ha a = 0, és ekkor £(0,0) = 0. Hasonléképpen
£(0,0)=0 '

n

34. Legyen ¢ = L, & alkalmazszuk az f(a:)- = g™ (m e Nt) fiiggvényre az
(f*Y =nfrif szabalyt
(27) = (e7) = ((@m)") =ns"" (& $;;~1) = Lom! = gzl

35. Hasonléan az el6z6 feladathoz, f/(z) = ——:vm ~1 Ha n > m, akkor e figgvény

értelmezési tartomdnya R, han < m, akkor nincs értelmezve az z = 0 helyen,
ezért kiszamitjuk f'({}) értékét a definicid alapjan:

f f(:.':) : a=m
(0= i S0 — o = 0
Tehdt n <m eseten f nem differencidlhaté a 0 pontban.
36. 22 — 2. 37. —1- 322, 38. z7% — 275
39. 37 + = 40. -5 + 323 41. (2 +3)/z.
42. sinxz + xcosz. 43. 3z%cosz — (¢* + 1}sinz.
zcosx —sing T feinzy! 1
44, T 45, tgrit = (ﬁ) = cosiz”
46, — ‘1 . 4. sma:—cos:n—i—li 48, 2~z
sin’ {cosz — 12 z3
4z% 4 32% - 8
49, —— " —— 50, 4(z +3)%. 51. —20(1 — z)"®
(1 + 2z)? (z+3) (1-2)
52. 8z(z% +1)% 53. —20z(1 — z?)°.
4 4 —4(z +1)
54. 6(7z% — - 4 6)%(14z + —). 55, oot oot
(757 ~ = 4+ 6)%(14 + =) e

5(z2 + 1)} (2% 422 - 1)

56. o1 57. 20{sinz + 1)!° cos z.

58. 400(sin”® z + 1)"*sin'® z cos z.

59. ntg" !/ cos’z. 60. —5cos? z/sin® 2. 61. —f'(—z).
62. 2z f'(z?). 63. af'(az). 64. —f'(1/z)/=".

65. f'(sin® z)sin 2. 66. \/i—-_——.m_i-f'(\/l —z?). 67, F'(z) = 6z%
—z :

68. F'(z)=0.

70. f(u) =, w(z) =sinz, f'(z) = f(u{z))u'(z) = 3sin® zcosz.

71. f(u) = sinu, u(z) =%, f(z2) = 32%cosa®.

72. f(u)= sin u, u(z) = tgz, f'(z) = cos(tgz)/cos®z.

73, flu) =v? ut) =sint, t(x) = tgz, f(z) =sn(2tgz)/ cos®z.

74. f(u) =sinu, u(t) = iz, t(z) = tgz, f'(z) = 2cos(tg? z)sinz/ cosd z.

75. (u) =sinu, u(t) = tgt, #(z) = 22, f'(m) =2z cos(tg 2%}/ cos? z*

—Z > -1 1
78. fl(z) = —g(:c . *<-lvagyz>1
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9. Differencidlhdnyados, derivalt

79. f'(v) = %(31, +180%)78(34 36v), v #£0,—1.

" ad — be b d
80. f( ) 3(aw+b)5/3(cw+d)1/3’ 3#—;:““;.

cost 3w .
g()—zJiﬁﬁf t%—§+2hnkel
82. filz,y)= 6z + Y, fy(xay) =z ﬁyz-
T —~1
83. 4:z,y) = e, gyl y) = ———
A g (3: ¥) \/m ﬂ’y(w ¥) 2\/:;2‘:
84. pulw,¥) = cospcostp, pylp,¥) = —Siutpsin P.
85. fi(v,y) =20z +by, fy(a,y) = bz + 2ey.
86' fI(m}yiz) =¥ —I—Z fy($,y;2} =z + Zy fz(m y,z) =T + Y.
87. folz,y,2) = sm(:ryz)+ zyz cos(zyz), fy(z,y, z)= 2?2z cos(zyz),
f(2,y,2) = z*y cos(zyz).
_ {ad —bc)y _ (bc — ad)z
88. g;;(-’l?, y) = (C:L‘ T dy)zv gy(x,_y)- = m
89. fo(z,y,2) = a(a® + 4% + zz)—sfz.
90. hg(z,y) =2f(2)f'(x)a(y)s hy(z,y) = F(z)d'(v).
91_' hx(ﬂ&', yaz) — 2f(7" y)f!:(‘n y)g3(y,z),
hy(z,y,2) = 2f(z, y)fy (2, Vo' (y, 2) + 3g*y, 2)gy (v, 2) (2, ),
ha(z,y, 2) = 3¢%(y, 2)g.(y, 2) Fi(2, y). :
92, ftl(‘fl,$2,-b3) = T9T3.

81.

93. folzn, 2, 3p) =220 . T4 1Ty . 2, (k=1,2,...,n).
94. fr.(x1,22,.. :c,L) = ay, (k =1, 2, e,
95. f2(0,0) = —3, f,(0,0) =

96. A diﬁ’exencm.lam szabalyok szerint = # 0, y # 0 esetén
folz,y) = VY y Fylz,y) = ~\/—; Ezek a {0,0) ponﬁban nincsenek értel-
3t 3y
mezve, igy a definicié alapjdn kell szamolnunk.

f=(8,0) = li w = 0, hasonléképpen f,{0,0) = 0.

x —
2 2
- o) — Y .
97' f:c(l‘;y) - {3:3 T y3)3/2, fy(a,y) = W EZC]{ a (B,O) pontban nin-

csenek értelmezve, igy a definici6 alapjén szdmolva: £,(0,0) = f£,(0,0) = 1.
98. f;(0,0) nines értehmezve, f,(0,0) = 0.

99. f'(z) = {Za:sin% —cosl haaz#0

0, haz =0’
ey f(h)—f(ﬂ)_. Rlsing -0 1_
ugyanis f(0) = 1.1 A = %1_’0 A = hm h sin 5 0.
Az § fuggveny nem folytonos 0-ban, mert a hmz_.g cos- hatérérték nem
létezik, igy a lim,_.o(2z sin i — cos 1) hatdrérték sem,

9.4



9. Differencialhanyados, derivélt

100. f nem differencidlthaté az z; = 1/(kn) helyeken. A 0 pontbeli differencialha-
tésdg a definicié alapjin, az el6z6 feladathoz hasonléan bizonyithatd.
101. A sorozat dsszegképletének mindkét olda.ia.t derivilva kapjuk, hogy
1—gntl n;c""'] {(n4+1)2" +1
1-=z N (1 —z) '
102. Az el628 feladat 6sszegképletének mindkét oldalat z-szel szorozva, majd mind-
két oldalt derivalva azt kapjuk, hogy
R IR
—(n+ 2" 4 :L) N

42
1+4z 4927+ .. 4 n%2" ! = (nx 12y

I+z—(n+1)%2" + (202 + 2n — 12! — plgnt?

- (1-2)3 ’
103.A Zsimucosv = sin{u + v) + sin{u — v) azonossagot felhasznalva:
2sinz(cosz + cos3x + ... + cos(2n — 1)x) =
2sinzcosz + 2sinzcos 3z + ... + 2sinz cos(2n — 1)z =
sin 2z + {sin 4 — sin 22) + ... + (sin 2nz — sin(2n — 2)z) = sin 2na,
ami bizonyitja a feladatbeli els§ formulat. Ennek mindkét oldalit derivilva
megkapjuk a kivant dsszegképletet:
: sin 2ney’

(cosa +cos3z + ... +cos(2n — 1)z) = ( ) azaz

2sinx

14 2¢ + 322 4" :(

i(‘)k — 1)sin(2k — 1)z = (2n+1)sin(2n — 1)a ~ (‘7n — 1}sin(2n + 1)1?
=1 B S N 4sin®
gl
104.3* sin(3x + 1). 105, —27 sin(4 — 2). 106, .
(L —a)
-3-5- 17

107.f“u)(:?,') = —W, (.T- > O)

108. fro{z.y) = 1227, fey(z,y) = fyelz,y) = 3y2, fyylz,y) = bzy.

109. frr(2,y) = 2a, fzy(T 'U) = fye(z,y) = 2B, Juple.y) = 2e.

110. foo(z,y) = —4z>y* sin 2%y +9y cosxly, fyulz, y) = —zt sin 2%y,
IEMERNESE MER ) = 223y sin 2y + 2z cos 22y,

2sinz? + 4z? cos 22 2 sin r 2cos 12

111, fop (e, y) = — y s feyla,y) = s Fyplm,y) =

112, foo(x,y,2) = 2, fyy(z,y, 2) = Ha+3y2+2%), fod :I.,'J,Z} = 62(2z4+2y° +523),
fxy(l,y,z) - fyi(*l' ya") = 4y,fm(1' yﬁ") fz:r(i'\ .?7‘13) = 632,
fy2(33 Y. z) fzy(x Y,z )— 12y=

86
113'3r3—83(1’y) = —06{cos  + cos y).
*f 2(:r+y) &rf 4y Pfoo A+ 2y)
B P Ak Al PR K T Bl e
n-i—mf .
115'W($ ,y) = nhml.




9. Differencidlhinyados, derivalt

gmtn f A-1)"(m +n — 1){{nz + my)
' Er—na_n( ’J) (3’ _ )m—{—u-H

tuk duekt médon kiszdmitani, akkor hizonyitsuk be kiilén n-re majd kiilon
m-re vonatkozo teljes mdukctoval’)
117.9' (2} = 2cx, igy y'(a)z — y(2) = 2ez? — 2c2? = 0 valéban fennall

116 . {Ha az eredményt nem tud-

af B f
120, — — Gz =0.
8w2+8y2 6r — 06z =0
Ff L f
2_ .2 .2 2 .2 2.2 2
122. 222 — y? x +2y z ° -yt 422 ~0

(2 4+ 92 + z2)5/2 (22 + 42 + 20)5/9 (22 + 42 + 22)5/2

123.(z™) = mz™1 (@™) =m(m — 1)(z™2),..
(™)) = m(m —1)...(m —n+ L™,
(A pontossig kedvéért megjegyezziik, hogy n = 0 esetén m < m —n 4 1 miatt
az m{m—1)}(m—2}... (m—n+1) szorzatot tgy kell tekinteniink, mint aminek
egyetlen tényezdje sincs, igy értéke 1. Mivel nem értelmesztik a 0° hatvinyt,
ezért m = 0 esetén az Osszefiiggés nincs értelmezve az = = 0 helyen.)

124. Az el6z8 feiddatbeh egyenlosegbol kisvetkezik,

125.((x —a) ') = -z - )%, ((z — &)™) = (~1)(~2)(z — a)3,...,
(& = @)™ = (=1)(=2)... (~n)(z —a)™ ! = (- 1)"?‘1'/33”“

126.(sinz) = cosz = sin{z+ ), (sinz)" = (sin{z +3)) = 5111(I+ T3, hasonléan
(sin(z + L’r)) =sin{z + H”"
(sin2)®) = sin(z + ).

127, Hasonlé az elz8hoz.

128, apnl.

128.sinzcosx = %sin 22, (sinzcosz)(® = 27~ Lsin(2 + 5.

) igy teljes indukei6val kapjuk, hogy

130.s1n 3z cos 2z = %(sin—S.’c + sin ),
(sin 3z cos 22)(?) = (5" sin(5z + ) +sin{x + 25)),

131.cosax cos bz = %(cos(u -0 + cos(d + b)), (cosax cos br)®) =
2 {(a ~ b)* cos((a— b)x + %5) + (a + b)" cos{(a + bz + nzy).

T (n} 7 _.1)_ {r} ( 1)1: i 1 1
132'(J;2~1) a (:p 1+3:+1) - 2 ((w_l)nﬂ +($+1)n+1)'

. in n n n
133.(221+1 ))Z( 1,1 )”: (=1t (-t
z?+x -2 r—-1 z+2 (z — 101 (x4 2)ntd
ax + 5y 21l be ~ ad)
134'(cx+d) =1 {cx + d)nt
lis. (Vegyiik észre, hogy a szamlaléban az a, b, ¢, d szamokbél 4llé determingns
éridke all.)
135. Teljes indukci6val bizonyitunk. n = 1 esetén: (fg) = Flg+ fq', tehat az allitss
igaz. Tegyiik fel, hogy az 4llitds n-re igaz, bizonyitjuk, hogy (n + 1)-re is:

| jeot—

yvhae#0ésn e Nt, A ¢ =0 eset trivisg-
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9. Differencidlhdnyados, derivalt

1
(FOHD = ()Y = (Shog () F2~H g®)
= S (041090 1 7 (1) 700840,
Felhasznalva, hogy (’0‘) = (“g’l) =1, (z) = (:i}) =1, tovabba hogy
(}:) + (kil) = ('klill) kapjuk, hogy
(2) f(n+1)g + ((:;) + (1;)) f{n)gl Feeet (:) fg(n-l—l) - 22—1—3 (:t-é—l)f(n+l—k)g(k)‘
136.(z?sinz)” = (2?)sinz + 2(z®Y(sinz) + z?(sinz) = 2sinz + 4zcosz —
z* sin z.
137.(zsin z)}(%) = zcosz + 25sin z, mert x minden tovibbi derivaltja 0.
138.2% cos z + 50z sin z — 300 cos z.
139.13sin 2z sin{z + 1) — 14 cos 2z cos(z + 1). '
140. f'(z} = 1228 — 42, F(0) = 0, f'(z) = 3622 — 4, f'(0) = —4, fMz) =
72z, fU(0) = 0, fW(=z) = 72, FO(0) = 72, f)(z) = 0, FM(0) =0, ha

n >4,

141. f(z) = {i’:ﬁ, ha o Z0=¢lsl, Domf=R
R
f@={%, 220, Domf =r\{0)

f™(z) =0, han>3é 2 #0, Domf® =R\{0}.
Tehat f(0) = f'(0) = 0, de f(*)(0) nincs értelmezve, ha n > 2.
142, fCn)(z) = (=1)*sinz, F2*)(0) =0,
FER(2) = (Z1) cos, FEIHI(0) = (~1)".
143. f@) () = (=1)" cosz, FE?(0) = (~1)*,
FEH(g) = (~1)"sinz, fE2+(0) = 0.
144.A 35. feladat szerint: (:c%)'h) = ;—:ciliig =g, (:c%)" = %w"%, tehdt e fiiggvény
differenciathaté 0-ban, de kétszer nem. (z3)|y = 0, (:cg)“h; = 0, (mg)’" =

%%-a:‘fzi, tehat e filggvény kétszer differencidlhaté 0-ban, de hiromszor nem.
Legyen k = n + e -1, ahol ¢ = 2, n.m € N¥, m paratlan, n < m (tehat

0 <e<l,pl e =1/3 az el826 figgvényeknél).
(@Y =(nte—1)n+e— 2)...{n+e—iz™ ({ < n),
(") = (n e —-1)(n+e—2)... (1 +e)ex"1,
és ez utébbi fiiggvény nincs értelmezve O-ban, mig az el§z8 derivaltak értéke
3-ban (.

145. f(—1) = f(1) = 0, f folytonos [—1,1]-en, de f nem differencialhaté O-ban,
vagyis nem differencidlhaté a (—1,1) intervallum minden pontjaban. Tehat
a tétel feltételei nem teljesiilnek, és olyan ¢ sincs, melyre a tétel konklizidja
igaz lenne.

146. f(—1) = f(1) = 0, f folytonos [—1,1]-en, de nem differencialhaté 0-ban (lasd
35. feladat). Egyébként nincs olyan ¢ € (—1,1), melyre f'(¢) = 0 lenne.
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9. Differencislhényados, derivalt

147. f(0) = f(x) = 0, f {folytonos a {0, 7]-n, és differencidlhaté a (0, 7) intervallu-
mon; f'{nf2) =0.

148.f(0) = f(2n) = 0, f folytonos a [0, 2x]-n, de nem differencidlhaté =-ben,
vagyis a tétel feltételei nem teljesiilnek. Etts1 fiiggetlentil van olyan pont a
(0,27) intervallumban, ahol a differencislhanyados 0, nevezetesen f'(r/2) =
F(3n/2) = 0.

149. f folytonos a [—2, 0] intervallumon, differencidlhaté a (—2,0) intervallumon,
igy van olyan c € (-2,0), hogy f'(¢) = (f(0) — f(~2))/(0 - (-2)) = —6.
f!(z) = 6z, ezért ¢ = —1.

150. f nem folytonos 0-ban, és olyan ¢ sincs melyre a tétel konkliizidja igaz lenne.

151.Béar f nem differencidlhatd 0-ban, és igy a tétel feltételei nem teljesiilnek, de
van olyan ¢, melyre a tétel konklaziéja igaz, nevezetesen ¢ = 1.

152. f nem differencidlhaté 0-ban, és olyan c sincs, melyre a tétel konklizidia igaz
lenne, :

153.f és ¢ folytonos és differencidlhaté mindeniitt, ¢'(z) = 32 — 14z + 20, és
ennek nincs valés zérushelye, tehdt a Cauchy-tétel feltételei fennsllnak, igy

J@ 1) o) 11-2  2c-2
gy = , BZa% = .
g{d) —g(1)  ¢'(c) 27T—9  3c2 —14c+ 20
Ennek megoldésai ¢; = 2 és ¢p = 4, de 4 ¢ (1,4), tehdt ¢ = 2 az egyetien
ilyen érték.

154. f nem differencidlhaté 0-ban, és olyan c sincs, melyre a tétel konklizidja igaz
lenne. (A feladat lényegében megegyezik a kettdvel ezelGttivel.)

155. A tétel feltételei mem teljesiilnek, mivel ¢'(0) = 0. Olyan ¢ sincs melyre a
tétel konklézidja igaz lenne, mert (f(1) — f(—1))}/(g(1) — g(-1)) = G, és
az_f'{c)/g'(c) = O egyenlet csak ¢ = 0 esetén teljesiilhetne, ahol ennek az
egyenletnek nines értelme.

1536.Az f(z) = 32° + 152 — 2 fiiggvény folytonos, és példaul £(0) < 0, f(1) > 0,
igy a Bolzano-tétel (T 8.22) szerint a feladatbeli egyenletnek a (0, 1) interval-
lumon van gyske. Tegyiik fel, hogy 21 < zg két kiilsnb6z8 valds gysk. Ekkor
F lielégiti a Rolle-tétel feltételeit az [z, 2a] intervallumon, igy van olyan
¢ € (z1,%2) szdm, hogy f'(c} = 0. Mésrészt f'(z) = 15(z* + 1) > 0, Vz € R.
Indirekt feltevésiinkbdl ellentmonddsra jutottunk, tehit az egyenletnek nines
két valds gybke.

1537. f(x) = 0, hasin I = 0, azaz ha x = 1/k, k € NT. Mivel f folytonos [0, 1]-en,
és differencidlhaté (0,1)-en, ezért a Rolle-tétel alkalmazhaté az
[%, 1, [%, ‘]—3], . {ﬂl_—l—, %], ... intervallumokra, azaz létezik olyan ¢, hogy klﬁ <
er < .{— és flcy) = 0.

158.Legyen f(z} = ciz + %wz + ot ) figgvény kielégiti a Rolle-tétel
7

feltételeit a [0, 1] intervallumon, hisz f(0) = f(1) = 0, igy van olyan c € (0,1),
melyre f'(c) =0.

van olyan ¢ € (1,4), ho

159. A Lagrange-tételt a sin fiiggvényre felirva kapjuk, hogy NI TENY  cos c,
z

valamely ¢ € (z,y) (ﬂl’c € (y,z)) sedmra. Vegyiik mindkét oldal abszolit
9.8



9. Differenciathanyados, derivalt

értékét, és hasznaljuk ki, hogy | cos ¢| < 1. Ekkor kapjuk, hogy {sinr—siny| <

[~ yl.
160.A Lagrange tétel szerint van olyan ¢ az z és a —y szémok kizttt, hogy
tgx — tg(— . ’
gz — ta(~y) = ———. Atrendezve és felhasznalva, hogy |cosc| < 1, kap-
x—{-y) cos? ¢ ;

juk, hogy [tgx +tgyl| = = +y.

161.Tegyiik fel, hogy 0 < z < y, és irjuk fel a Lagrange tételt az [2,y] interval-
lumra és a négyzetgysk-fiiggvényre, valamint hasznaljuk ki azt, hogy mivel
T <c ezért 1/ /e <1/ /z.

ﬁ:——ﬁ = 1 < =, amib6l dtszorzds utdn /Ty < M
y— 2c 2y 2

162. A Lagrange tételt felivva az f fiiggvényre és az [,z +1] intervallumra, kapjuk
hogy van olyan ¢ € (x,2+1) szam, hogy Hz+1)— f(z) = f'(c). Bz bizonyitja
allitdsunkat.

163. f'(z) = 3a2(z — 2), f szigortian monoton nd, ha z < 0, z > 2, szigordan
monoton cstkken, ha 0 < 2 < 2,

164. f'(z) = 3(x +2)? > 0, tovabb4 Az) <0, haz < —26s f(2) >0, hax > -2,
igy f mindeniitt szigordan monoton ndvekvé,

165. f'(x) = (2 — )2 + z)/(2* + 4)%, f szigorfian monoton nd, ha -2 < z < 2,
szigordan monoton csdkken, ha 2 < -2, 2 < x.

166. f'(z} = 2sindx, f szigorian monoton 6, ha 0 < r < /4, nf2 <2 < 3w /4,
szigordan monoton csdkken, ha n/4 < 2 < /2, 3nfd < 2 < 7.

167, f'(x) = .’;—(x + 2)_2/3 > 0, f szigortian monoton né, ha ¢ < —2, x > —2,

168. f/(z) = %w‘2/3(:1: +1), f szigoritan monoton ng, ha —1 < 2 < 0 vagy 0 < x,
szigorian monoton csékken, ha x < —1,

169. Tekintsiik az f{z) = « —sinx figgvényt. Ha 0 < & < 1 akkor fi{x)>0,igy f
szigoran monoton nd; ebbél, mivel £(0} = 0, kovetkezik, hogy f{x) > 0, ha
0 <z < Hapedig 2 > m, akkor f(z) > 7—1 > 0. Tehat f@)y>0hazx >0,
azaz & —sinz > 0. Ez bizonyitja az egyik egyenlStlenséget. A masik hasonléan
adédik, csak az el§z8 gondolatmenet kétszeri alkalmazésival: flx) =sma ~
£+ 73/3 > 0, ha z > 0, ugyanis f0) =06 f'(z) = cosz — 1+ 2% > 0,
ami azért igaz, mert f/(0) = 0 és f'(2) = —sinw + = > 0, amint azt mér
bizonyitottuk.

170. Az el6z8 feladathoz hasonléan oldhaté meg.

171.Legyen f(z) = 2% — 1 — a(x — 1). Mivel f(1) =0 és flz)=eaa"t -0 >0,
ha a >1és x> 1, ezért f(z) > 0, ami bizonyitja az egyenlétlenséget.

172.A p’ polinomnak legfeliebb n — 1 valés gybke van, ezek kozill jelslje o a
legkisebbiket, c a legnagyobbikat, és legyen b az |a} és fe} maximuma. Ekkor
p'-nek nines gyske a (—oco, —b) és a (b, c0) intervallumokban, tehdt egyikben
sem valt elSjelet, igy p mindkett§hen szigordan monoton.

oy _ 1= 2zy(z) — 3y°(x) 0. y*(z)
173.y(x) = 2+ Bogia) 174.y'(2) = 5
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175.Az is megtehetS, hogy az egyenletet nem rendezziik 0-ra, hanem mindkét
oldalat kiilon-kiilon differencialjuk @ szerint:

3.2 [0 4 2
3 + — ul
(Bay(@)) = (((=° + y*(@)Y, amibsl y'(e) = 2V T TV Zv(w)
' z — y(z)y/2d+ yi(z)
176. cos(2?y?(2)} 2oy (2) + 22%y(z)y' (z)) = 1, amibsl y'(z) kifejezhets.

177.2y(z) + 22y (2) — 2y{ax)y'(z) = 0, amibsl () = -——M Ebhsl

y(z}~z
oy = V@) =) @' (@) 1) _ g ~2aye) 3
(0(z) — o) W -2~ G @)
iy cosy(x) ey sin2y(x) + zcosy(z)(sin’ y(z) + 1)
178.y(z) = 1+ zsiny(z)’ yi(=)= (1 +zsiny{z))? ’
179.f~Y(z) = Vo — 1, Y4 f(z)=2%-6z+8,
180. Az inverz kiszamitdsghoz f(z) helyé- T .

be y-t irunk (y = 2% — 6z + 8), és az
igy kapott egyenleth8l kifejezziik z-et:
r =3+ /14 y. Mivel a feladat szerint

i z)=

r > 3, ezért & = 3+ /1 Ty, azaz az in- /‘ 3+Vl+a
verz fiiggvénykapesolat: f~1(z) = 3 + T
V1+z (itt @ helyébe f(z)-et, y he-
lyébe z-et irtunk). Dom f~! = [~1, o)
és Ran f~! = [3,00), mivel Dom f = —2 i e
k] — Vd 3
{3,00) és Ran f = [—1,00). (lasd dbra) 11“ ’/ s
—dx + b
181. Az y = ‘;Irij egyenlethd] kapjuk, hogy z = :c%_ﬁ:, azaz f1(z) = ;—E_j? Az

ad—bc = 0 pontosan akkor all fenn, ha az+b és ca +d egyike konstansszorosa
a masiknak, azaz f vagy nincs értelinezve egyetlen x pontban sem, vagy f
egy konstansfiiggvény és akkor nem invertalhaté. Kounyen ellendrizhetd, hogy
ad—be # 0 esetén a fenti egyenletbsl z egyértelmiten kifejezhetd, tehat f egész
értelinezési tartomanyan invertilhaio.

182.Egy fiiggvény inverzének grafikonja a fiiggvény grafikonjénak titkorképe az
y = x egyenlet®f egyenesre. Igy egy fuggvény pontosan akkor inverze énmagé-
nak, ha grafikonja szimmetrikus az y = @ egyenletii egyenesre. Meg kell tehat
mutatnunk, hogy f~z} = f(r). f inverzét megkapjuk a kovetkezss egyenlet-

bél: ]

af T {z)+0b . -1 ar + b
P = e L&l x) = .
T f T2 —a amib8l 7' (=) p—

183. Az el8z6 feladat specidlis esete.

184.f7 1 = f.

185.Ha f nem monoton, akkor van négy olysu z; < 22, 23 < x4 pont, hogy
f{z1) < f(x2), de f(zs) > f(x4). Kénnyen lathats, hogy e négy pont kozil
mindig kivalaszthats a feladat feltételeit kielégitd harom.

186. Az allitds az el6z& feladathd! és a T.8.21 tételbsl ksvetkezik.
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187.40 = f(1) = —1, f'(z) = 152%+1, f(1) = 16. Mivel f'(z) > 0, haz € R, ezért
[ szigortian monoton n6vé, s ezért invertalhats. Inverz fiiggvény grafikonja az
eredetinek az y = = egyenesre valé titkrozése altal kaphaté, a 16 iranytangen-
st egyenes titkorképének irdnytangense pedig 1/16, tehat f~1(—1) = 1/16,
mig 4ltaldban f~'(ye) = 1/(15z% + 1). Ugyanest kapjuk az inverzfliggvény
tételbdl is, hisz

(df“) o 1 1
dy ey (%)le (1522 4+ 1)p=1 167

Az inverz fiiggvényt leir6 implicit alak: y = 5(f~1(y))® + f~{y) — 7, vagy az
z = f~Yy) jelsléssel: y = 52° + z — 7. Mindkét oldal y szerinti differencidls-
saval kapjuk, hogy 1 = 152 % + 4£. Ebb61 £~ derivltja: (F1)(y) = %=
1/(152% + 1).

cos® 2z

s _ f
188.y0 = f(2) =1, (f W)= = 2 e

189.y0 = £(0) = 0, (f~(4)))—p = 1/(7 - 3cos3a)],_p = 1/4.
190.y0 = f(1) =4, (F 7 (u))y=s = 1/(102* + 32%)| _ =1/13.
191.Ha a € A, akkor b = g(a) € B és ¢ = f(b) = f(g(a)) € C. Mivel §
g invertdlhatck, ezért fl(c} = b, g b) = a és ezért (¢~ o )
g~ () = ¢ (b) = a. Masrészt {f o g)(a) = ¢, ezért (f o g) Y} =
tehat (fog) ! =g 1o f~L.
192.f'(a) > 0, ha z € (0,00), igy f a (0,3) intervallumon is szigoréian monoton
novs. Mivel f(1) = 3, ezért g{3) = 1, tovabbd (@) = :L
dy y=3 (z)
1 1 ! ' '
BTraaL_, = 7 Aol v = (@), F'2) = (f2e(e))) = F(20(e))20'(2),
tehat F'(3) = (4(2¢(3))* + 3(2¢(3))%) 24'(3) = 88/1.

193. f(n%) = 0, f/(r?) = =Y

[0
L]

2

=1

2T [ g? n
érinté: y = —3= + 5, normélis: y = 27z — 223,
194. f(r) =0, f'(m) = (—-—:—;) cos "?2 =1,
érint&: y = z — 7, normalis: y = i:acw—k .
195.(3) =3, f'(3) = 322 8| _ =19,
érintS: y = 19z — 54, normdlis: y = - & + ?—g—.

196.y-t = figgvényének tekintve és az implicit fiiggvény differencisldsi szabalyat
haszndlva: 322 + 3y*(z)y'(z) ~ 6y{z) — 62y/(z) = 0, igy az = = 3, y(3) =3
értékek behelyettesitésével kapjuk, hogy y'(3) = —1.

Ezint8: y = —z + 6, normalis: y = z. (A gyakorlatban a fenti derivdltat csak
3z% + 3y’y' — 6y — 6zy’ = 0 alakban frjuk fel.)

197,y = (1 + ¢/ )cos(z + y), ¥'(7) = ———;—

Erints: y = —~% + %, normalis: y = 2(z — 7).
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198, f(x) = f(2)sin az, ha sinar = 1, azaz ha ar = 7/2 + 2k,
Ekkor {f(z)sin am),§az=1/2+2k7r = (f'{z)sinazr 4+ af(z) cos a$)|az=,r/2+2h =
f'(z), tehdt a deriviltak megegyeznek a kbzss pontban, igy a gorbék érintik
egymast. .

199.2z — 4 + 2yy’ = 0, amibsl y = (2 — 2)/y. Az egyenes egyenlete y = mz. Az
{z0,y0) érintési pontra és az érint§ m irdnytangensére az aldbbi egyenletek
allnak fenn: z% — dzo +yZ +3 = 0, (2 — z0)/yo = m, yo = mao. Ezekbs]
m = :i:ﬁsﬁ, tehidt két ilyen egyenes van, és ezek egyenlete: y = 335:!2, Y= ——-“sérc‘

200,5% — 4ac = 0.

201.Vizszintes az érint8 ott, ahol y'(z) = 0, azaz 32% +p = 0, tehdt = = +,/—p/3.
Ha e pontokban y(z) = 0, akkor az érinté az z-tengely lesz. A behelyettesitést
elvégezve, rovid szdmolds utdn megkapjuk a kivint sszefiiggést.

202. f(0) = ¢(0) = 0, f'(0) = ¢'(0) = 1, f'(0) = ¢"(0) = 0, f"'{0) = ¢"(0) = -1,
F0) = gM0) =0, fB0) =1 # g®(0) = 0.

203. f(0) = g)(0), ha 0 < i <5, de FOND) = ~1 3 ¢(6)(0) = 0.

206.A T 9.26 tétel szerint legalabb mésodrendben, valéjaban harmadrendben.

207.A T 9.26 tétel szerint legalabl elsérendben, a deriviltakat kiszdmolva lathats,
hogy pontosan elsGrendben érintik egymast.

208.A metszéspontok Py(2,2) és Py(2,—2). Pj-ben a két irdnytangens 0 és —1,
tehdt a hajlasszog 7/4. Pa-ben a két iranytangens 0 és 1, a hajlasszog itt is

7 /4.
209.A metszéspontok Pi(2v/2,2), Py(—2/2, 2), Ps(24/2, -2), Py(—2v/2,-2). Az
ellipszis érintSjének irdnytangense m; = —2z/y, a hiperboldé ms = x/(4y).

Ha x és y helyébe barmelyik metszéspont koordinatait helyettesitjitk, mimy =
—1 adédik, tehat a két gorbe merslegesen metszi egymést mind a négy pont-

ban.
210. A metszéspontok P1(3,4), Pa{4,3), Ps(—3, —4), Ps(—4,—3). A hiperbola érin-
t6jének irdnytangense m) = iga; = —y/a, a koré ms = tgag = —z/y. Az

érintdk hajlasszdgének tangense:
tga; —tg o _my—mg 7
T +igatgos - 14+ mms  24°

tp(aoy — og) =

azaz a hajldsszog mind a négy pontban |a; — aof = arctg .

211. A sugédr 7(2) = 1/2, a kézéppont (2, —5/2).

212.Mivel a P(0,0) pontban az érint& filggsleges, ezért z és y szerepének fel-
cserélésével attériink az inverz figgvényre: 2py = 2%, ¢ = z/p, v = 1/p. A
képletbe valé behelyettesitéssel kapjuk, hogy a sugar p(1+22/p*)¥?, a kézép-
pont {—z%/p?, %3:2 /p+p). E képleteket a 2py = z? behelyettesitésével atirjuk
y fliggvényévé: a sugér p(l—l—%)‘g/z, a kizéppont (-(2y)3/2/\/}3, 3y+p). Vissza-
térve az inverz fiiggvényrdl az eredetire, azaz visszacserélve az z és y vélto-
zékat kapjuk, hogy a sugar p(1 + 2:”_1‘)3/2} a kozéppont (—(2:c)3/2/\/;7, 3z + p).

213.A sugar a®/b, a kizéppont (0, (b* — a?)/b).
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9. Differencialhanyados, derivalt

214.Térjiink &t z és'y szerepének feleserélésével az inverz fiiggvénykapesolatra,
2

és vizsgaljuk a —:;—2 + 22— = 1 egyenletd gdrbe simulokérét a (0,a) ponthan,
a .
majd csexéljitk vissza z-et és y-t. A sugar b%/a, a kozéppont ((¢* + b*)/a,0).
215.

A A\

i
I
L /
1 ~1 1

T EARE

216.Ha f differencisthat6 w¢-ban, akkor folytonos is ott, tehat bal oldali és jobb
oldali hatdrértékei megegyeznek.
B po40 flz) = axg + b, my.gy—g flz) = :1:(2], igy a;% = azg + b.
Ha f differencidlhaté, akkor a differenciahdnyados bal oldali és jobb oldali
hatarértékei ugyancsak megegyeznek.

b A@ TG0 LT )

z—zo+0 T —xg r—zg—0 Tz — 0
azaz 229 = a. A két egyenlethdl pedig kapjuk, hogy a = 2z és b= —2f.

217, lim 28 —9(ze) _ lim sz(mu)‘

0>

T—zg—0 T — 2z T-z9—0 r— g
o S Z0l) o) z0) 4 o) = fzo) _
r—zg+0 T — Ty z—zg40 T — Iy o)

a jobb oldali és bal oldali hatdrérték megegyezik, igy g differencidlhatsé az
zg pontban és ¢'(wg) = f'(z¢). ¢ grafikonja z > 2p esetén megegyezik az f
fiiggvény zo-beli érintéjével.
m? 3m?
218.(1 = -E”-’ b = ?
219.a = 1 f"(zq), b= f'(z0), c = Flze).
220.a) Igaz, b) nem igaz. 221.Egyik sem igaz. 222.Egyik sem igaz.
223.F"(x) = ¢"(2) ["(g{z)) + ¢"(z)f'(g(x)),
F"(2) = g%()f"(g(2)) + 3¢'(2)g" () f*(9(=)) + ¢"(2) F(9(x)).
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10.

13.

14.

15.

16.

Egyviltozés valds elemi fiiggvények (megoldasck)

A maradékos osztast az aldbbiak szerint végezziik: leirjuk egymias utdn az
osztanddt és a.z osztot; elosztjuk a legmagasabb kitevsii tagokat, azaz 2z3-6t
xi-tel (227 : 2% = 2z), és a 2z-et ielrguk az eredményhez; az osztét vissza-

szorozzuk 2z-szel és a szorzatot (22 + 622 + 2z) az osztandé ala frjuk, majd
kivonjuk az osztanddbdl; az igy kapott polinommal megismételjiik az elgbbi
eljarast, és ezt addig folytatjuk, mig az oszténsl kisebb foki maradékot nem
kapunk.

(22 +22? —dz —2) : (2® +3z +1) = 22 4

—22% 4627 42z

—422 6z -2
F4r? F12: F4

+62 +2
Tehat a hdnyados g{z) = 22 —4, a maradék 7‘(:1:} = 6z - 2. Eredményiinket az
[ = gg+r alakba irva: 22% + 22% — 42 — 2 = (22 + 32 + 1)(2z — 4) + {6z + 2).

g(z) =2 -1, r(z) = 0. 3. qz)=2%r(e)=2"+22+3.
q(z) = 2% + 2z, r(z) = —32% + 22 + 3.
glz) = 2% + iz + 4, 7(z) = 2. 6. q(z)=z—1i,r(z) =0.

glz) =234 230 4 12341, r(e) =0
qlo) = a2 _ p3k=3 4 o368 _ 86 4 a4 a, tao—1,r(z) =1
a) b) ¢) f(z) = (v + 1P ~ 3), d)f(m)—fﬂ + 32— 4.

. a)b)e) flz) ={zx - I}z +2)%(z + 1), d)f(;r:)~3: +4z® + 327 — 42 —4
ca)b)e) flz)={(z—a)z ~ b}z —¢c), A) f(z) =2} —(a+ b+ c)2” +{ab+

ac + be)r — abe.

- ) flz) = (& = )z = )z + ), b) ¢) flz) = (& — )(a? +1), d) f(z) =

224 —1.

a) flz) = (= —1)(5c — ¥z + )%, b) flz) = (a —1)('17 +1)%, ¢) flz) =
(z -1t +222 +1),d) f(z) =a® —2* + 223 — 2% + = — 1.

a) flz) ={z —~ 1)(1,——1 ——z) (z —1-{—1)2 b) f(z) = (2 — 1)}{«? — 2z + 2)%,

¢} flz) = (:L - l)(m ~ 423 4 82% — 8z + 4),

d) f{z) = 2% — 5z' + 122% — 162% + 120 — 4.

a) f(z) = (:r+1)($—a)('c+z)(a, 1—1)(3: 1+14),b) f(=) —(:t:-i-l)(r +1)(a' -
2x42), ¢} fz) = (2+1)(z"-223 4+ 32— 22+ 2}, d) f(z) = 2® —zt+ o3 +2% +2.
a) f(z) = (z — i)?(z +1), b) c) ilyen alakok nincsenek, mivel az egymésnak
konjugalt komplex zérushelyek nem ugyanannyiszoros zérushelyek (k1 # ks),
és ezért & T 10.4 miatt f egyiitthatéi nem lehetnek mind valésak,

d) flz)=z* —iz? + z — 1.
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10. Egyvéltozés valés elemi fuggvények

17.

18.

19.

20,

21.

22.
25.

26.
27.
28.
29,
30,
31.

a) f(z) = (2 —i)*(z+1)*, b) c) az eléz5 feladatban leirtak szerint ilyen alakok
nincsenek, d) f(z) = 2z° + izt 4+ 20% + 262 + 2 + 4.

a) f(z) = (2 — i)z — 2 — i)}z — 2 +4), b) ¢} ilyen alakok nincsenck, mivel
az egymasnak konjugdlt komplex zérushelyek nem ugyanannyiszoros zérus-
helyek, hisz ¢ egyszeres zérushely, —i nem zérushely, tehat a T 10.4 miatt f
egyitithatéi nem lehetuek mind valésak, d) f(z) = z3 —(d+i)a? - (5+4i)z—5i.

Legyen f(x} = (2® — 1)*. f-nek —1 és 1 is n-szeres zérushelye. Az f' fipg-
vénynek —1 és 1 is (n — 1}-szeres zérushelye, és a Rolle-féle kszépértéktétel
szerint van még egy zérushelye a (—1,1) intervallumban. Az f" figgvénynek
-1 és Lis (n — 2)-szeres zérushelye és megint csak a Rolle-féle kozépértéktétel
szerint van még két zérushelye a (~1,1) intervallumban, melyeket elvdlaszt
egymastol f' egy zérushelye. A gondolatmenetet hasonléképpen folytatva azt
kapjuk, hogy az f(#} figgvénynek a (—1,1) intervallumban n zérushelye van,
melyeket elvilaszt egymaéstél az F(n—1) fiiggvény (n ~ 1) zérushelye, azaz e
zérushelyek kiilsnbozdek.

Irjuk f egyiitthatoit az els§ sorba. Vigyazzunk, 2° és z? egyiitthatdja 0.
|1]0|-1)2 0] 1 |-1]

—2!1|—2| 3 |—4|8[—15] 29

Tehdt, f{—2) = 29.

A Horner-séma komplex szdamokkal is ugyanigy mitkédik:
3] —4 |13+8i|1—2i| 0 |4|Ol

2Z[3[—4+6i[ 1 | 1 |%[0]0]
Tehat, £(2) = 0.
F(—4) = —5079. 23. f(1,39) = 10,80418. 24. f(cos1) = 0,808.

frjuk fel a Horner-sémat a ¢ = 1 értékkel.
’1 1 ’1 , 1 ’1 ’

11142]|31415]

tehdt a hanyados z* + 222 4 3z + 4, a maradék 5, azaz i(—_zll =3+ 227432 +
44 2.

fle)glz) =2 —a" +2* — 2% +1-1/(z + 1).

f(z}/g(z) = 3,112" +4,202® + 13,9627 + 24,282 4 32, 78 + 34, 27/(z — 1, 35).
f(z)/g(x) = 0,452% + 1,022 + 0,56 — 0,20/(2 — tg0,5).

flx)/g(z) = a* +i2® — 2% + (2 — )z + 27, mivel 2 maradék 0.

f@ gy =a" +(~1+)2* + (B —i)a® ~z + 2+ i+ /(@ +2+1).

f@) =alz+1Y + oz +1 +c(e+1)2 +d(z +1) + ¢ alaka el6allitast kersiimk.
e éppen maradéka az f(z) polinom (z + 1)-gyel valé6 maradékos osztdsinak, a
hanyados (z+1)-gyel valé osztésdnak maradéka pedig d. Hasonlan folytatva
kapjuk a ¢, b, a értékeket. A maradékos osztasokat egyetlen tablazatban
dbrazoltuk, a keresett egyiitthatékat vastag szamokkal jelsltiik.

10.2




10. Egyvéltozés valds elemi fuggvények

32.

33.

34.

35.

36.
37.

38.
39.

40.
41.

[T 2 -3 41
I[T 1T 4 0 1
~1]1 0 —4 4
~1|1 -1 -3
~1{1 -2
~1|1

tehat f(z)=(z+ 1) -2z + 1P -3z + 12 + 4z + 1)+ 1.

Hz) = (z +1)* - 3(z + 1)%

Az)=(z -1 +5(x — 1) + 10(z — 1)* +10(z — 1)2 + 5(z — 1)} + 1. Ezt az
eredményt a Horner-médszernédl sokkal gyorsabbau megkapjuk a binomidlis
tételbsl, ha kifejtjiik az aldbbi kifejezést: z° = [(z — 1) + 1}°.

A T 10.3 szerint a maradék f(a), azaz (p — 3)a*. Ez pontosan akkor 0, ha
p =3 (és a tetsz8leges), vagy a = 0 (és p tetsz8leges).

Az egyenletet elGszor egész egyiitthatéssé alakitjuk: 2z% + 2% + 327 + 2z —
2 = 0. Ennek racionaﬁs nem egyszeriisithetd p/q alaki gyokei lehetnek azok,
amelyekre p| — tehat p = 1,42, és ¢|2, tehdt ¢ = £1,42. Ebbsl p/q
lehetséges eltekel :L-g,:l:l +2. A Horner-médszerrel azt ka,pjui( hogy 1 5 &
~1 az egyenlet gyokei. Osztva az (z — 5) és az (z + 1) polinomokkal kapjuk,

hogy
|2 1 3 2 -2
-1]2 -1 4 -2 0

1lz 040

2
tehat 21 + 2 +32% 4 22 - 2 = (z — $){(a + 1)(227 +4), azaz 2-vel vald osztas
utédn z* 4 323 + 322 —[—x—l— (z — 5)(.1:+1)(a: +2).
A racionalis gyokok 1, —— —3, a szorzatalak: (z — 1)(z + 2)(.1' + 3).

Az egyeunletnek nincs racmna.hs gydke. (Egyébként a valds szorzatalak:

gt - 202 32 -3 =(z"+ 2z + 1)(z? - 3))

A raciondlis gysksk: —1, -2, —3, —4, a szorzatalak: (z+1)}{z+2)z+3)(z+4).
A zérushelyek: 71 = 0, 22 = —1, 23 = ya3x _3)2

3. Az f(z) grafikonjit az z; = 0 he-
lyen legalabb misodrendben ermtl az
fil2) = %0 +1)(0 - 3 = a2 po- ! @)
linom grafikonja, az =3 = —-1 helyen :

legalabb elsSrendben érinti az fo{r) = i
1P+ 1)(-1 -3 = Hz +1) e
polinom grafikonja, és az r3 = 3 he- Q
lyen legalabb masodrendben érinti az oS ; ' '
fi(z) = H(3)HB+1)Nz~3)% = 3=+3)* % 1 1 2 3 4 g
polinom grafikonja. I

e
Ly ]

z=0: %, 2=-2: 6(z+27% z=1: (z-1)%
z=0: 8z, z=-3: 3z +3)% 2=2: 2(z-2)%
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Egyvaltozés valss elemi fuggvényel

42.
43.

44.

45,

46.

47,
50,
53.
56.
57,
58,
59,

60.
63.
66.
69,

70.
T1.
74.
7T,

r=0: J2% 2=2: 9z -2, 2= 1. S+ 12 2= -2, 4z +2).
pélus: z = 0, zérushely: z = 1, &z = —1, 2:_1-1’1:}:‘).00 r{z)=1.
polus: z = 0, zérushely: z = 1, hézagpont: z = —1,
zklinoo r{z) =9, Llinil] r{z) = -2,
Y Y

-1 1 T -1 1 T
pélus: z = 0, zérushely: 2 = 1, hézagpont: = = —1,
Ikgzzzoo r{z) =1, I]ﬁx_}l r{z) = 0.
polus: z =0, x = —~1, zérushely: x =1, 2 = -2, lin r{z} = doo.

I‘—;i!x)

Péros. 48. Pdratlan. 49, Piratlan.
Piros. 31. Paratlan. 52. Péros.
Paratlan. 54. Paros. 55. Paratlan.

Egyik sem, 22 — 2 = (z2) + (—z).

Egyik sem, (z + 1)sinz = 2sin 2 + sin z.

Egyik sem, |z — 1| = L (jz — 1] + e+ + 5z~ 1 - Jz + 1f).

fi és fo péros fiiggvények, igy hi=z) = fi(z) és fo(—2z) = folzyhaz € H,

tehdt (fi + fo)(~2) = fi(—2) + fo(~z) = fi(z) + falz) = (f1 + fa)(z), azaz
fi + fo paros.

Péaratlan. 61. Egyik sem. 62. Piros.
Péros. 64. Pdratlan. 65. Piros.
Piratlan. 67. Pératlan. 68. Paros,
Az Bsszetett fiiggvény differencislssi szabilya szerint [f{—z)]' = — fi{-z), és

mivel f(—z) = f(z), ezért f'(z) = ~f'(—z), tehat f' paratlan.

Pdros.

27 /3. 72. 2n/a. 73. 2m/a.

. 75. Nem periodikus. 76. 6.

Legyen f és g periodikus p szerint. Ekkor flz+p) = f(z) és g(x +p) = g{x),

tehdt (f+g} e +p)=flz +p)+g(z +p) = Hz) +9(z) = (F + g)(z), azaz
10.4
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- Egyvaltozés valss elemi fiiggvények

78.

79.
80.
81.
82.

83.

84.

86.

f+ g is periodikus p szerint, ha nem konstans. A tobbi miiveletre a bizonyitss
hasonld.

Figgvénytranszformécickkal az aldbbi 1épéseken at: sinz, sin2z, 3sin2z,
3sin 2z + 1. :

Az aldbbi lépéseken at: sin 7, sin 2z, 3sin 2z, 3sin2(z — I), 3sin 2z — ) - 2.
A cos fiiggvény grafikonjét k-szoroséra zsugoritjuk az z-tengely mentén.

A sin fiiggvény grafikonjat k-szorosdra nyijtjuk az z-tengely mentén.

ctgz, ctg(z+n/2), -2 ctg{z+n/2), vagy fethasznalva, hogy —2ctg(z+7/2) =
2tg x.

asin(br + ¢) = asinb(z + ¢/b): b-szeres zsugoritds az a-tengely irdnysban,
a-520r0s nytljtds az y-tengely irdnydban, —c/b-vel vald eltolds az z-tengely
irdnydban.

85,
I Y ) i
1 1 1
t 1 1
L 1 1
1 1 1
1 ] 1
r 1 1
t ] 1
1 1" 1 1
; . 1 |
-m -t 3w 27z
3 b !
1 5 E
1 S 3
] H 1]
] E 1
1 ¥ 1
1 E ]
H i 3
87.
Va
\\ Yy .
N
» 1
- —_ -3 L e - -
A
.
\\
\{»@,
-1 T
I, ~
. N
. .
. “
, .
, N
, N
. N
’ hY
Vs ~

91. coszsinz(l — 2sin’z) = %sin?m cos 2z = Lsindz.

92. sinz +cosz = /2 (sinz cos(n/4) + cos zsin(r/4)) = V2sin(z + 7/4).

0.5



10. Egyvaltozés valés elemi fiiggvények

VT
V3/VT és sing = 2/4/7.

94. asinz + bcosz = Va? + b2 (-—;E\/%sinx + \/?.b:_i_lﬂcosm) =
ya® + b sin(z + ), ahol cosp = a/va® + b és singp = b/\/aZ T 12,

Eszerint asinz + bcosz grafikonjit a sinz grafikonjsbél egy y-tengely irs-
oyt va? -+ b2-szeres nagyitssal, és egy z-tengely irdnyd w-vel valé eltoldssal =
kaphatjuk meg.

93. V3sinz+2cosz = \/’?(ﬁsmm + %cosz) = \/'?sin(a:-f—.tp), ahol cos =

95. sin ( — g) + sin (a: + g) = 2sin $-cos% = sin z.
l+tgx tg{m/4) +tgz (7r )

96, = =tg | — .
I—tgz tg(n/4) - tg(n/4)tgz & \ 4 te

98. tgatigf+tgy = tg attg f+tg(nr—(at+f)) = tgattg f—tg(a+pf) = tgat

tgo+tgf —tgatgp tga +tg
tgf— 2" BP _ tg )22 = gt g Bt
& l1-tgatgp (tgor + gﬁ)l—tgatgﬂ E g'gl-tgatgﬂ
—tgatgftgla + 8) = tgactg ftgy.
—2sin L ;
O — 100 5% V2
3z% cos? ;L : 2/
.2 . . )
101. 3sin® z(cos 27 cos = + 2sin 2z sin ’L) 102.—2z sin 22 cos{cos 22),
cost 2z .
 103.z cos 2% //sin 22, 104. - ctg? £/ sin® =N
105.1,82348. 106.0,005.
107.arcctgz = 7 —arctgz, igy arcctg 10 = 0, 09967,
108.7/4, 109.7/6. 110.7/6. 111.37/4.
112.27 <7 < 2w+ /2, igy arccoscosT = 7 — 2r. :
113.1,6 — 7. 114.3x - 10. 115.13 — 4. 116.47 —13.
1 2
[y — ——
11 == T €(0,1), 1182_2$2+I4,x63,
1 1
119.——2, mivel ctgarctgr = — - .
T tgarctgr =
2(1 - 22) 2/(1+2%), halz)<1 s
120.%2—) = _2/(1 +&,"2), ha ]LCI >1° Az ILEI =1 helyeken a fugg_

vény nem differencislhats.
_sinz (3 ha 2kr < = < (2k + 1), (keZ) 1 1
e el {1, ha (2k+ 1)1 <z < (2 + 2, (kcz) AzT=4hm, (ke
Z) helyeken a fiiggvény nem differencidlhaté, bar folytonos.

—&
122.m, T € (*I,O) U (0,1)

123.A fiiggvények értelmeszési tartoményinak kbzos része (0,1}, és itt minde-
gyikiik differencialhats. Mivel mindegyikiik derivaltja 1/v/z — z?, ezért a T
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10. Egyvaltozds valds elemi fiiggvények

9.18 tétel szerint a fliggvények csak egy konstansban kiilsnboznek. A kons-
tansok meghatdrozhatdk, ha egyetlen xo értéket behelyettesitiink mindegyik
ftiggvénybe. Példaul az 29 = 0 értéket behelyettesitve, illetve amelyik figg-
vény nincs értelmezve 0-ban, ott-a filggvény O-beli hatarértékét tekinive azt
kapjuk, hogy: arcsin(2z — 1) + § = 2arcsiny/z = —2arcsiny/T—z + 7 =
2arccos/1 — z = 2arctg, /% = ~2arclg I'Tz +7 = 4arctg5‘/1—~4_£; - =
—4 arctg 1—'{-'3\;-::—: + 2m. '

124.(1. megoldas) A tgarcsinz = (sin arcsin z)/(cos aresinz) = z/+/1 — 2, és az
~arcsinz + arccosz = 7/2 ~ 1, 5707963 képletekbsl adsdik helyességiik .
(2. megoldds) Az els§ képlet esetében mindkét oldal derivdltja 1/v/1— z2,
ezért a T 9.18 {étel szerint a két oldal kiilsnbsége konstans, tehit arcsinz =
arctg{z/v1 — z?) + ¢, de arcsin 0 = arctg(0/v/1 - 0), igy c = 0.

125.A mdésodik dbran jelblje o az z-szel szemkszti szoget. Ekkor sina = T, az-
az arcsinz = «, mdsrészt cosa = /1 — 22, azaz cosarcsinz = /1 — zZ.
Felhaszndlva a cos®y = 1 — sin’y #sszefiggést kapjuk, hogy cosarcsinz =
:i:\/l — sin’(arcsin ) = /1 — 27. Itt azonban mindig a pozitiv eldjel érvé-
nyes, mivel a cos fiiggvény az arcsin értékkészletén mindig pozitiv. A sin arccos
fiiggvényre vonatkozd sszefiiggés hasonléan bizonyithats.

H
126.tgarcctgx = —————— = —. Az els& dbrirdl leolvashats,
z

ctgarccigz

sinarecosz /1 — 2 . ;
127.tgarccosz = = =, A harmadik &brérél leolvashats.

COS Arccos ¢ z

128.Az el§z26 feladat megoldésshoz hasonléan. Lasd még a 124. feladatot.

131.Ha arcsinsinz = y, akkor sinz = siny, ahol y € [=%,%]- Ennek megoldésai:
¥ =z + 2kx, ha valamely egész k-ra 2kx — 5 <z <2%k7 + I, vagy
y =7 —z + 2k, ha valamely egész k-ra (2k + 1)r — § <2 < (2k+ 1) + .
135.sinaresin : [-1,1] — [~1,1];z — 2,
cosarccos : {—1,1} — [~1,1};z — 2,
tgarcig : R — Rz +—» z,
ctg arcetg : R — Rz — 2,

Y

arcsinsin : R — [-%, 7], arccoscos : R — [-F, 7],
Y Y
z 11
2
AN ' t t Lo
n g 3n z
T Xz 2 TG/ T
-3 l ' i
2 —TF ™ 2m
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10. Egyvaltoz6s valds elemi figgvények

arctgtg: R\ {3 +kmkeZ} - (-3, %),

VA
T _?/l %/.ﬁ g/ﬂ”

kil
2
arcctgetg : R\ {km k€ Z} — (0, ). y
Y. n
L
o T T on &
136.cos 2z = 1 - 2sin® 2 felhasznaldsaval: 1 -2 sinz(a.rcsin(——%)) =1-2(~ %)2 = i
137.3/4. 138.56/65.
139.(cos arccos £ ){cos arcsin 12) ~ (sin arccos z;—)(sin_a,rcsin 1) = —33/65.

140, Vegyiik mindkét oldal szinuszét: z = +/1 — z2, amibgl =z = 1/\/§
141, Vegyitk mindkét oldal tangensét: 1 — z2/z = z, amib8l z = \/(v/5 — 1)/2.

142. Vegyitk mindkét oldal koszinuszat: cos2a = 1 — 2sin® @ miatt kapjuk, hogy
1—2sin® arcsin & = cos arccos 2z, azaz 1 —2x? = 2z, amib8l z = (-1%+/3)/2.
A negativ gybk hamis, mivel abszolat értéke 1-nél nagyobb, igy a megoldss:

z =(/3~-1)/2.

143. Vegyik mindkét oldal tangensét: g_—(zl% =1, amib8l &1 =1, 72 = 2.

144.Vegyiik mindkét oldal szinuszdt. A megoldds z = 1/2.

145.A t = arcsin az helyettesitéssel, amikor is z = %sint, kapjuk hogy
. arcsinaz . at
im ——~ =lim— =aq
z—0 z t—0 sin ¢

146.1. ( = arctg x helyettesitéssel, az el5z¢6 megolddshoz hasonléan.)

147, Bim a,rcs%n aT g arcsin a:r/a;rcsin b?: — /b
z—0 arcsinbz =0 = z
148, Az elz& feladatok gondolatmenetét és eredményeit felhasznalva: a/b.
149.sgnasgnd, b £ 0.
150. Nem létezik, mivel a jobboldali hatarérérték n/2, a baloldali —n/2.
151. A feladatbeli feltétel fennalldsa esetén az egyenléség pontosan akkor teljesiil,
ha a bal és a jobb oldalan 4ll6 kifejezés tangense is egyenls. Azek pedig

egyenl8ek:

tg arctgz 1 tgarcigy T4y - z+y
i H & = = =1 t .
glarctg @ + arctgy) 1 —tgarctgx -tgarcigy 1—zy ga.rcgl_a:y
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10. Egyviltozés valés elemi fuggvények

152.0 < arctg § +arctg i < T+ % < I, tehst az el6zs feladatbeli feltétel fennall,

igy az ottani képlet alkalmazhaté:
141

1 1 5
arctg 5+ arctg 5 = arctg 1—2-_——!-3—1 =aretgl = Z_

) 3
153.arctg I + arctg 1 = arctg %‘, arctg % + arctg ¥ = I

L
2

154.a1'ctg% + arctg ?]f = arctg %, arctg isg + arctg 41 = arctg g

155.4arctg § =arctg 1.
156. Az egyenlség ekvivalens a kivetkezdvel:-arcsin & 4- arcsin 18 = I — aresin 2.
By g 13 65 2 5

Ennek mindkét oldala 0 és 7/2 kbzé esik (a bal oldal példdul azért, mert
arcsina:' < Fz, ha z < 0, & igy Iarcsin% + arcsix,lég < HE+ %) < %
igy ekvivalens dtalakitds az, ha mindkét oldal koszinuszit vessziik, Egyrészt

cos(arcsin % + arcsin By = -g—, masrészt cos(7 — arcsin %) = sinarcsin § = %
vagyis a két oldal koszinusza egyenld, tehit a két oldal is.
1

157.Mindkét oldal derivélija m, ezért a két oldal legfeljebb egy additiv

konstansban térhet el egymastél. A két oldal ¢ = 0 helyen vett helyetsesitési
értéke megegyezik, igy e konstans 0, vagyis a két oldal valéban megegyezik.
158.1. megoldds. A 151. feladat eredményét felhasznslva kapjuk, hogy
1 1/z —1/(z + 1) 1
T4+1 = arctg 1+1/(z%+ ) :arctg$2+$+1.
2. megoldds. Az el§z8 feladat megoldisihoz hasonléan: mindkét oldal deri-
valtja —(2z + 1)/(2% + 22° + 327 + 22 + 2).
159. Az dbrardl leolvashatd, hogy az egy csiicsban dsszefutd harom sz0g nagysaga
) rendre arctg 1, arctg2, arctg3, osszegiik pedig .
160.2) 3,5; b) 5; ¢) 3; d) 2; e) 1/9% ) 3; g) 27.
161.a) ;1) 3:¢) 3;d) d1e) —2; 1) -2, ) 5; h) —%;0) L.
162.Dom f = {0,1)U (1,0}, Ran f = R.
163.Dom f = (0,1) U (1,00), Ran f = {1}.
164.Dom f = R\ {#}, Ran f =R.

1
arctg — — arctg
z

165.Dom f = Cj (2kn.(2k + 1)), Ranf = (—o0,0].

k=—00
> T 1
166.Dom f = L._.Q (-E + 2kn, 3 + 2k7r) » Ran f = (—00,0].
=- 1
167.Domf = | (kw,(m g)ﬁ) . Ranf =R
k=—co =

168.Dom f = (0,1], Ran f = (—oco,In §].

169.Dom f = [~1,1), Ran f = (—oc,In x|

170.Dom f = [%,e], Ran f = [-F, ]

171.Az z = log, b, y = log. b, z = log, a jeloléscket haszndlva, a logaritmus
definiciéja alapjan: a® = b, ¢¥ = b, ¢* = a. Az utébbi kettét az eldzébe
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10. Egyvsltozés valés elemi filggvények

helyettesitve kapjuk, hogy ¢%* = ¢¥, amibél z = L és ez z, y, z értékének
visszahelyettesitése utdn a feladatheli Gsszefliggést a.d_;a E formula egy masik
kénnyen megjegyezhetd alakja: log, a - log, b = log, b.
172.1. megoldds. Az el6z6 feladathél ¢ = b helyettesitéssel.

2. megoldés. Az ¢ = log, b jeloléssel, a logaritmus definiciéja alapjan a® = b.
Ebbél, mindkét oldal b alapi logaritmusat véve, a logaritmus ismert azonos-
sdgai alapjan zlogy a = 1. Ez » értékének visszahelyettesitése utén a feladat-
beli osszefuggest adja. E formula egy mdsik kénnyen megjegyezhets alakja:
Jog, b=

1ogb e’
173.10-es alapd logaritmusra 4ttérve: |
za;lg a2 lgan
! -1 S -
0, @2 - 20, 43 logan lg a ig a3 Eg a
) lgb  Igb 1
174.1. megoldas. log.e b = iz = nlga ;L—ioga b.
2. megoldds, Az 2 =log,. b jelolessei a = b, amibél log, b = nz.

= 1.

o_ lgh®  nlgh
175-10gan o = Ig e = ;;E—Q— = loga b.
lgb_ Igb
176.— = —————
]'Og]/a b ~—ig(1/G) lga loga
1
0]. = — = ==

177.loggy c log.ab log.a -E— log,b  1/log,c+1/logye

log, e _ dogge

1+log,c/logye 1+1log, b

178. Az elSz6hoz hasoniéan. . 1

179.103&1...&,10— log, a1... a = log.a; + --- + log, an - Eng]—E-i- cee Fgun_c‘
180.0,6931; 0,3010; 2,3026; 0,4343; 1,1447.
181.1,5850; 0,6309; 0,8736; 3,3219; 0,8097.
182.2,1, 1 (L. 177-179). 183.1/2, 2,1 (L. 173, 175).
184.1g8 = 1g2° = 31g2 ~ 0,903; Igh = 1g10/2 = 1 —1g2 ~ 0,699; 1g72/100 =
lg18/25 2lg3+1g2—2(1~1g2) =21g3+3lg2—2~ —0,1427; 1Ig /7,5 =
(1 +1g3 - 21g2) = 0,125,
185. Az els6 esetben az In§ grafikonjit, a mésodikban az Inz + ¢ grafikonjat
kapjuk. Azonban In§ =Inz —~Ink, igy ¢ = —Ink esetén a két fiiggvény, s igy
a két grafikon is egybeeszk
186.]logy z =Inz/In 2, tehdt y irdnyd 1/In 2-sz61r6s nytjtassal.
3/2 3

187.log, % =

és egy y irdnyi —2-vel vals eltoléssal.

188.In ¥ -z = %311(1 —x), tehét egy y tengelyre valé tiikrozéssel, egy = iranyban
’ 1-gyel valé eltoldssal és egy y irdnyd harmaddra valé zsugoritdssal.
189.(z +2)? = 32% 4 142 +13, igy 1 = 1, 3 = —5, ez ut6bbi hamis gysk.
190.2In jz| + 8In |z} = 10, amibd] |z| = e, azaz 21 = ¢, 73 = —

. 3 .
3 Inz — 2, tehdt egy y irdnyd zms-szeresre valé nyajtdssal
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10. Egyvaltozés valés elemi ftiggvények

191.log3y 22 = tlogy 22 = %(1 + logy z), loggdax = jlogoda = L2 + log, z)
behelyettesitése utan log, x = 4, azaz r = 16,

3 1 4 !
192,088 _log 6% logyd | L4 8 6 2 , gy
logyz  logy 4w log, 2z ' fogaz  24logar - l4logyx
logy # = 1ill. logy 2 = —6/5, azaz 71 = 2, z3 = 1/ V/64.
5 1 1 —4In(1 - 22)
193. . 194.—-1ge. 195, ——. 196, —n——,
br +1 z ¢ x 1—2z
197.ctg . 108.—tgz-lge. 199, Z)8ac 200. -;%;2%.
: 5

201.z* Y(nlnz + 1).
202.(Inz) = 271, (Inz)’ = -2, (Inzx)" = 2273, (ln2)® = (—1)» Y(n -

an,
o
cos & 1 1 cos” x
203,y =, ' = ———, ————+ 55— = -1
sinz sin® x sin“rz  sin“zx

204,y = L(¢jcoslna — cpsinluz), ¥ = H{(ez — er)sinlnz — (eg + ¢g) cosln z).
205. A Lagrange-féle kozépértéktételt hasznaljuk az In figgvényre: a‘% =
(lna)|pme = %, ahol ¢ < ¢ < b. Igy % < % < 3;, és ezt akartuk bizonyitani.
206.Az f(z) = 2(\/z — 1) — Ina fiiggvény deriviltja f'(z) = 1//x — 1/z, ami
z > 1 esetén pozitiv, igy f szigordan monoton ud, masrészt f(1} = 0, tehat
f(t) >0, haz>1.
207. A primszamtéiel szerint #{z) kozelitéleg % ha 2 ’elég nagy’. fgy 7r(107) =~
nr
H0 620421, (Valéjaban m(107) = 664579.)
208. A kisszekundnak megfelel§ hanyadost jelslje k. Egy oktdv 12 kisszekund, igy
1'% =2, azaz k = /2. n kisszekundnak a 27/12 hinyados felel meg. Mivel
Z = 9"/12 ezért az x és y kozti hangkoz n = 12log, % kisszekundbdl all.

(a® + 2)(z +9)'/2
x—1

!

) = (ln(;v2 +2) + %—hl(:ﬂ +9) —In(z — 1}) =

Y
209.(1’11
2z N 1 1
2242 2¢ 418 :5—1

((;r2 +2)(z + 9)1/2) _ (e 2) @ +9)2 ( 2z 1 1 )

Jigy az f' = f{ln f) képletet hasznilva;

-1 z—1 :173—|—2+2:v+18 x—1
A fenti megoldds csak » > 1 esetén érvényes, mivel csak ekkor vehetjiik
mindegyik tényezd logaritmusai. Elfjeleserével (az © — 1 helyébe 1 — z-et
irva) az = < 1 esetben is haszndlhaté a médszer, de a —(—f) = f dsszefiigeés
miatt ugyanezt az eredményt kapjuk.

210.(z + 1)z +2)(2 +3) (A1 + 755 + 755) = 3a? + 12z + 11,
211.2(2x + 1)(z? + 1)a?/5 (ﬁ + A 32;) = 2 =1/5(192% + 72 + 92 + 2).

212.133:(:1:—1}(1 1 2z )

3V 2242 \z  z-1 zf+1
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10. Egyviltozés valds elemi fiilggvények

213

14 2%z+1) (g | 2:1:)
B\ (-2 +2)\z 241 z-2 2242/
Ve +11 ( 1 1 1 )
(-2 +1\22+22 -7 6z+3/
215. (In(1 +2)'7) = (1 — 2)In(1 +2))' = —In(1 + ) + 122, igy
((1 -i-:t:)l"”)r = ((1 +m)1“1) [{—;—f—’_ —In(1+ a:)]
216.(1 — 32)" 2(In(1 - 3z)/z — 3In /(1 — 3z)).
A s e = |

z(3z2—6z+7}

214

218.2% = e 2 {eh4t e-tengely irdnyi In 2-szeres zsugoritéssal.

219.5°+! = e(z"””l“_‘r’, tehdt z-tengely irdnyd In 5-sz6rds zsugoritdssal, majd egy
z irénytt —1-gyel valé eltoldssal, vagy az 51 = 5e7In% sialakitas alapjan
egy z-tengely irdnyid ln 5-sz6ros zsugoritdssal, majd egy y irdnyn 5-szoros
nytjtissal.

220.(32/2-1y3 = exp %(3—2) In 3, tehat z-tengely iranyt %ln 3-szoros zsugoritéssal,
majd egy x irdnyd 2-vel valé eltolissal, vagy az (3%/ =3 = gl.fexp %:c In3
dtalakitds alapjan egy z-tengely irdnyd %Inl}-szoros gsugoritdssal, majd egy
y irdnyt 27-edére valé zsugoritdssal.

221. Azokra az x racionalis szémokra, melyek egyszeriisitett p/q alakjdban (azaz,
ahol p és ¢ relativ primek) g paratlan.

222. Azok, amelyekre
a) g(xo) = h(zo) és az f(z0)9%0) hatviny értelmezve van, vagy
b} flzo) =1 és g(xo), h{zo) értelmezve vannak, vagy
¢) f(zo) =0, g{z0) > 0, h(zq) > 0, vagy

d) f(zo) = —1, és a (—1)9(=0}, (~1)*(=0) hatvdnyok értelmezve vannak, és
egyenliek.
223.Vagy -3 = 5-3z,azaz v = 2, vagy 20+1 = 1, azaz z = 0, vagy 2z+1 = -1,
azaz r = —1. A 22 +1 = 0 eset nem vezet megoldishoz, mert a bal oldali
hatvanynak az z = —1/2 helyen nincs értelme.
224.Vagy 9/x = z, amib6l megolddsként z = 3 és z = —3 adédik, vagy 2 —3 = 1,
azaz v = 4, vagy * — 3 = 0, azaz 2 = 3. A  — 3 = —1 eset nem vezet

megolddshoz, mert a bal oldali hatvanynak az = = 2 helyen ninces értelme.
225.Az (z + 1) = ({2 + 1)2)=+1/? 4talakitss utén a megolddsok: z = —1/2 &
z=0.
226.m2" "}, 227.7% I n. 228.2°In2. 229.-27%In 2.
230.(2%8%1n2)/ cos? z. 231.(-51/%z=2 _5-%)In5.

232. %;1:“1/2 exp 7 + Hexpz) "2 expx = (exp /T + /T z3/(2/7).

d d cus QY dy dy

233. (% —y) = 2 sy, LY B ayy ey
g$(e za;)y =) 36 (@ +y) = = =0, —=(1—we™) =ye™,
Y ye _ y(3 + y) mivel e*¥ = 3 4 y.

dz  1—ze 1-z(3+y)
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' _yinz z .
234.eyi“r(y'ln;r + 4+ % =0, ¢ = e?’“etinz!gl/y = 77 y__:i‘nz!“y, mivel e?Inz —
—Iny.
235.((zIn2)7Y = (™M) = (clna)f(in(elnz) + 1+ 1/lnz).
236.25" (coszlnz + Lsinz). 237.:&%"2(1 —Inz).
238.22V5% [3(lnz 4 1), 239.(1 - 2)* (2eln(l — 2) — £2).

240. (sin z)'8*((In sin z) /(cos? ) + 1).

241 (fap?) = (@) = IS (g () In fl2) + g(2)F (2)/ £(2))
f@)0)g () In f(2) + g2) flo)PE)1 f(a),
242.Teljes indukciéval bizonyitunk. n = 0 esetén az allitas igaz. Ha n-re i az,
akkor a keplet mindkét oldalat differencidlva azt kapjuk, hogy (ze®)"+i) =
(z +n)e*] = (z +n + 1)e?, azaz az osszefiiggés igaz.
243.Teljes indukciéval bizonyitunk. Az éttekinthetbseg kedveert a tova.bbxakban
Hy(z) helyett csak Hy-et irunk. (e Iz)" —2ze™? (e_‘” ¥ = (42? ——2){‘1"z ,
azaz Hy =1, H| = —2.1: Hy = 4222, és ezek kreleg:t}k aHg-i—Za:H;-[—QHg =0
egyenlef,et Az (e )(n fiiggvényt chﬁ'erencad,lva kapjuk, hogy ({e™* )("))
e~z Hl —2ze~ IQH,“ masrészt (e¢~° )(“'H) =7 w1, amib8l HL = H,q 4
2z H,. Tegyiik fel, hogy valamely n értékre igaz a feladatbeli osszefugges
Differencidlva, majd behelyettesitve, Hy, | + 22 H!, + 2H, + 2n fop =
Hypo+22Hop 1 +(2n+2)H, +2'c(Hu+1 +2zH, +271H,, 1) =0, azaz Hppo +
2zHny1 +(2n + 2)H, = 0, vagyis az sszeftiggés (n + 1)-re is igaz.
244.Mivel az exp fiiggvény monoton n6vé, ezért ha ©, helyébe 0-t frunk, akkor
alsé, ha 1-et, akkor fels§ becslést kapunk n!-ra. Eszerint az R = /2mn (%)n
jelolést hasznidlva R < n! < Rexp ]én
245.A becslés: 475687486 < 12! < 479002369, a pontos érték: 12! = 479001600;

illetve a becslés: 8,3094383- 108" < 60! < 8,3209872- 108!, a pontos érték tiz
értékes jeggyel: 60! = 8, 320087112 - 1031,

246.1-3-5 (2n -1} = (2:?) \/’—(——)" —"é—;—;%, ahonnan

f(2")”ex1) T2 <1-3-5-...-99 < \/_(% exp%%.

n = 50 esetén: 2,72312 - 107 <1-3.5....-99 < 2,729938 - 1078,
247.emEH) = ¢mEemY miatt nyilvanvalé. Megmutathatd, hogy az egész szame-

gyenesen folytonos fiiggvények kozott més megoldasa e fiiggvényegyenletnek

nincs.

2
4 exp(2z) exp(2z) — 1
248. f(z) = — L _ - (ST 0
=) {exp(2z) + 1)2 (exp(?m) +1
249,y = cjae® + czbeb“ ¥ = cia 2e8T 4. cobPeb® behelyettesitésével adédik.

250.Ha f(z) = cet?, akkor F'(z) = cke*” és ezek Iaelégitik az egyenletet. Tegyiik
fel, hogy f(x) egy megoldasa az egyenletnek, éslegyen g(z) = f(z)e **. Ekkor
( ) = F(z)e ™ — kf(x)e™*. De, mivel f(x ) kielégiti az egyenletet, tehat
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10. Egyvaltozés val6s elemi fiiggvények

f{z) = kf(z), ezért minden z-re g"(a:z = 0. Emiatt minden z-re g(z) = ¢
(c konstans), igy f(z) = g{z)e*® = cet?.

251.2) 10000 - 1,15.= 11500; b) 10000 - (1 + %15)!2 11607, 55; -
c) 10000 - (1 + $32)%° ~ 11617, 98;
d) 10000 - (1 + 233" — 10000 ~ 11618, 34.

252.) A1+ {55)"; b) A(L+ 13755)"25; ©) A1+ 5l )% d) A1+ A55)7F —
AeKE/00 A folyamatos kamatozast leir6 utbbi képletet megérthetjiik abbal,

* hogy az f(E) = AefEN% figgveny kielégiti az f/(E) = fi5 f(E) egyenletet -

és az f(0) = A feltételt. Ez ugyanis azt jelenti, hogy ha f(E) jelsli a pénz
mennyiségét az E idépillanatban, akkor a novekmény pillanatnyi mértéke
mindig a pillanatnyi pénzdsszeg K %-aval egyenls, az f(0) = A feltétel pedig
azt jelenti, hogy a kezdd pénzosszeg A.

253.Ha csak kamatot szdmitunk, akkor persze s%-kal novekszik a pénzosszeg.
A pénz mennyisége ¢ id§ elteltével legyen f(t), induldskor f(0) = c. Mivel
a pénzmennyiség véltozdsinak sebessége a folyamatosan szamitott kamatok
miatt mindig arinyos a pénz pillanatnyi mennyiségével, azaz f'(t) = kf(t),
ezért f(1) = ce*; a k értéke o5+ hisz f'(t) azt jelenti, mennyivel névekedne a
pénzmennyiség egy év alatt, ha a névekedés sebessége megérizné pillanatnyi
értékeét, ebbsl pedig f'(tg) = ckefto = l—g—o-cc““, azaz 1i5. Egy év elteltével a
pénzmennyiség f(1), a névekedés szazalékban kifejezve
100(£(1) - £(0))/£(0) = 100(e*/"*" ~ 1),

254.Legyen m(t) a radioaktiv anyag tomege a t idGpillanatban. A témeg vélto-
zdsdnak sebessége did’t@, ami bomldskor negativ. Mivel a sebesség ardnyos a
tomeggel, ezért m(t) kielégiti az m'(t) = km(t) egyenletet. Ennek 8sszes meg-
olddsa m(t) = ce** alaki. Legyen m(0) = my az anyag kiinduldsi tbmege. Az
eléz8 egyenlethdl mp = ce*?| azaz ¢ = mg, m(t) = mge*t. Az az idé, amely
alatt m(t) a felére csokken, kielégiti az m(t) = moe® = mg/2 egyenletet.
Ebb&l t = ~1In2/k, ami valéban fiiggetlen mg-451.

255.A megfigyelés kezdetétdl szamitott ¢ év milva a szén tomege m(t) = ¥
gramm. Az eldz8 feladat alapjan: 3¢5™% = 3/2, azaz k = —In2/5730. Igy
1000 év elteltével a tomeg m(1000) = 310001 2/5730 ~ 9 658 Tehat 2,658
gramm marad a szénbgl.

256.k = —In2/5730, t id§ elteltével a szénizotép mennyisége mpe!’ = 0,4my,
amib&l t = —5730 - n0,4/In2 =~ 7574, 65, tehat kb, 7575 éve halt meg a haj
viselGje.

257.Legyen f() a lakosok szdma, ekkor f'(t) a lélekszam valtozdsdnak sebessége.
A feltételekb6l adédéan f'(2) = kf(t), amibdl f(t) = cet?, ahol ¢ = f(0) afalu
Iélekszdma a megfigyelés kezdetén, k pedig meghatarozhaté abbdl a feltétel-
bél, hogy egy év alatt a lakossiag 2%-kal novekszik, azaz f(1) = ce* = 1,02,
tehdt k =1In1,02 ~ 0,0198. Ha a lakosség a ¢y iddpillanatra megduplazédik,
akkor f(tp} = 2f(0), amib6l a megduplizédasi id8 tg = In2/In 1,02 =~ 35 év.
30 hémap, azaz 2,5 év eltelte utdn a lélekszam f(2,5) = 1000e®% =~ 1051.
(Az f figgvény értékét egész ¢ helyeken kénnyen meghatérozhatjuk, hisz ha
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10. Egyvaltozds valds elemi faggvények

egy év alatt a lélekszam 1,02-szoroséra né, akkor t év alatt 1, 02!-szeresére,
azaz f(t) = c1,02' = ce!™ 92 Nem magatél értetdds azonban a nem egész 1
esete,)

258.1,1752; -1,1752; sh1 + ch1 = e (miért?); 0,7616; 1,3130.
259.2;213 =3: 5.4, 65
264.ch’z —sh’z = HeP +em)? - Het —e?)2 =1

th’z +1/ch?z = sh’z/ch’z +1/ch?x = (sh’z4+1)/ch’z =1.
265.ch2z = ch’2 + sh®z = 1 + 2sh®z, amibsl shlz = 3(ch2z —1).
266.¢” =chzr +shz, e7* = chz + (-shz).
- 267.(shz + chz)’ = (e?)* = e** = shvz + chvz.
the - 1

— ch = e,
Vi—th?z V1—th’z _
E képletek megkaphaték a th®z = sh®z/ch?z = sh? z/(1 + sh? z), illetve a

th’s = (ch?z - 1)/ ch® z 8sszefiiggésekbsl egyszerd dtrendezéssel, vagy az
alabbi médon:

268.shx =

sho o BT _ she _ thsz
1 \/ch2z—sh2:c \/1-th2$
x z oz 2shich} 2shZch? 2th §
269.shx =sh2—2— =2sh§ch§ = T = chzg——sh?% = I_ch%.Hap
: th? z :
sonlsképpen chz = + 7 Z,
1~-th*%
270.(6z + 1) sh(3z2 — z + 1). 271.(y/1 + sh?4z) = (chdz) = 4shde.
272.3¢% ch{e?*). 273.¢%2,
274.— sin z ch(cos ). 275.5sh 3z sh5z + 3ch3z ch5z.

276.y'(x) = sh £, y"(2) = %chf. Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy ezek kie-
légitik az egyenletet. :

277.% = gch™%(,/gk/mt). Behelyettesitéssel ellendrizhets, hogy v kielégiti az
egyenletet. lim, . v(t) = \/mg/k.

278. Az inverz fiiggvény definiciéjabél (D 9.20) azonnal adédik.

279.charshz = /1 4 sh® arshz = /1 + 22, a t5bbi hasonléan bizonyithatd.

280.tharshz = sharshz/charshz = sharshz/\/1+sh’arshz = z/v1+ 22,
sharthz = tharthz/y1 - th®arthz = /+/1— z2. A tsbbi hasonléan bi-

zonyithatd.

281.(1. megoldas) Mivel az sh és ch fiiggvények grafikonjai nem metszik egymdst,
hisz chz = ${e® + e*) > e* — %) = shz, ezért inverzeik grafikonjai sem
fogjak: arshz > arche. '
(2. megold4s) Véve mindkét oldal sh-4t =z = sharchz, ebbsl z = 2% — 1,
ami lehetetlen.

10.15



10. Egyviltozés valss elemi fuggvények

282.Véve mindkét oldal sh-4t = sharthz, ebbél » = 2/+/1 — 22, aminek = = 0
az egyetlen gydke. Az = = 0 az eredeti egyenletet is kielégfti.

283.x = sh(arsha + arsh b} = sharshach arshb + charsh asharsh b =
av1+ b2 + b1+ al.

284.Ha a < 1 vagy b < 1, akkor az egyenlet jobb oldala nincs értelmezve Ha ¢ > 1
és b > 1, akkor # = ab + (/(a? — 1)}(8® — 1); ez gydke az egyenletnek, mert
ab>1,igy z > 1.

285.Ha |af,[b| < 1: z = (a + b)/(1 + ab), (z € Domarth).

286.Ha e[ < 1és b > 1: 2 = (ab+ V1 4+ b2)/v/1 — a2

287.3z% /1 + F, 288.(1 — %)L,

289.3 cos 3z/y/sin? 3z + 1. 290.6arth 3z/(1 - 92%).
291.A T 10.22 miatt exparchz =z + 1./9: 1, tehat
(exparchz) = (z + Vz? — 1)/Vz? —

292.chz/\/4 + sh® .

294. A midsodik egyenldségnél felhasznilva,
hogy arctgz+arctg L = 7/2, haz > 0,
kapjuk, hogy v
2arctge ™ — /2 = z
2arctg(l/e¥) —n/2 =
2(n/2 — arctge®) — x/2 =
~(2arctge* — w[2),
tehat a fiiggvény pératlan.

295.%—‘3 = 2e*/(1 + %) > 0, tehat a fiigg-
vény szigortan monoton né, igy inver-
talhatd is.

206.Mivel 0 < arctge® < m/2, ezért —7/2 < p = 2arctge—n/2 < /2, tehdt ¢ =
arctg(tg ), masrédszt tgo = tg(2 arctge” —7/2) = —ctg{2arctge®) = —(1 -
tgl(arctge®))/(2tg arctge”) = ~(e — e} = shu, azaz ¢ = arcigshu. Az
arctg x = arcsin(z//1 + z?) képlet (1. 129, feladat) felhaszndlasival kapjuk,

hogy ¢ = arctgshu = arcsin{sh u/y/1 + sh? u) = arcsin thu.

297. Az el626 feladathdl azonnal adédik, hogy shu = tgyp, és thu = siny. Ha
u # 0, v # 0, akkor e két =gyenlet elosztdasaval kapjuk, hogy chu = a]lq;;, ami
viszont u = ¢ = { esetén is igaz.

1 {1+ si 1+ sing
298, u:a,rthsmc,a~~1n———+smlp In —fs%rup:h} +sm\r‘
1 —singe 1 —sing cos @

299. Legyen a két végpont koordindtdja (—1,0) és (1,0), a rajtuk 4thalads gorbe
egyenlete y(z) = ach 2 4+ C. Az y(1) = 0 és az y'(1) = tg10° egyenlethsi
a = 1/arshtg10° =~ 5,7004; C = —ach{l/a) = —5,788. A kotél belégssa
—y(0) = 0,0879 m.
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. 11. Egyvéltozds valds fiiggvények meneiének
vizsgédlata (megold4sok)

L fi(z) = $o(Tz + 12)(z + 2)H3, f' zérushelyei: 21 = 0, 25 = —12/7, f nem
differencialhaté: z3 = —2.

(—00,—2) -2 |(=2,-12/7} | -12/7|(-12/7,0)] 0 |{0,c0)
Fal + n.ért. + 0 - 0 +
f /S nincs sz. / MAX N MIN{
2-3z, haz <-1/2 -3, haz< -1/2
2. f(m):{m+4, ha —1/2 <z < 3; f’(z)={l, ha —1/2 <2 <3;
3z -2, ha3<z 3, ha3<rc.
f'-nek nincs zérushelye, f nem differencisthaté: zy = —%, zg = 3.
(=00, =1/2) | -1/2](-1/2,3) 3 (3, 00)
F - n.ért. + n.ért. +
f N MIN e nincs sz. |

_ ]z +z-2, bhaze(—co,—2JU[1,00);

8. fla)= { —z?—2x+2, haze€[-21].

f'(:r)——{23:+1’ ha z € (—o0, —2) U (1, c0);

_ “l-2z~-1, haze(-21).

f' zérushelye: z; = —1/2, f nem differencislhaté: xp=—2 23 =1,

(—00,~2)| =2 [(=2,~1/2)|~1/2|(-1/2,1)| 1 |(1,00)
F — n.ért. + 0 - n.ért. | +
T~ | MIN 7 MAXIT N [MINT 7

4. A 2|z| = |1 + z| egyenlet megoldésai: 21 = 1, 29 = —1 1gy
-2z, haz < -1/3; -2, haz < -1/3;
- | |

z+1, ha-1/3<z<1; filz})={1, ha-1/3<z<1;
2z, hal <z 2, hal <z
f'-nek nincs zérushelye, f nem differencidlhaté az z és zg helyen.
(—o00,—-1/3) -1/3 (_1/3’1) 1 (1,00)
F — n.ért. + n.ért. +
f N MIN Vs nincs sz. |

5. f'(z) = cosz(2sinz —/3), f' zérushelyei: z; = /3, 23 = w/2, z3 = 2x/3.
O,7/3) | 7/3 [(x/3,n/2)| m/2 |(m/2,2n/3)|2n/3]| (2 /3, 7)
il - 0 + 0 - 0 +
1N [MIN Vs MAX N MIN s

6. A fiiggvény 2 szerint periodikus, igy elég a vizsgslatot csak a [0, 27) inter-
vallumon elvégezni. f'(2) = —2sinz cose(1 + 2cosz), f' zérushelyei: z1 = 0,
ey = 7/2, ¥3 = 203, 24 = w, x5 = 4dn/3, z5 = 3n/2. f elSjelénck meg-
allapitdsiban segithet a sin, a cos és az 1 + 2cos fiiggvények grafikonjinak
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11. Fuggvényvizsgilat

abrazolasa. (A kovetkezo tablazatban N ill. X jelentése MIN ill. MAX )

0105|116, D LG m | n L )| ¥ 1CE ) | 2 1 2m)
Ffio 0 0 — 0 + 0 — X "
7. f(g;)—a; ‘= gzlnz :1:>0 y
Flz)==*(nz+1), f(1)=0.
(0,1/e) | 1/e |(1/e, oo)
FA 0 ¥
! > MIN 4 1+2cosz
8. f(g;) .;.e—zzln:l:’ T >0 T ﬁﬁx
fl(z) =—z'" -2’ (2lnz + 1), f( \Lf)_g £ A =
7 {0,1//e) 1/6/— (1/\/—, ) 7 Wﬂx
T+
i 7 [MAX| N

0. J0=1l =1 FO) =kl =1 FO)=31,=2
71y = -1 = -6, Ff@(z) = % A Taylor-polinom 1 — (2 — 1) +(z -

_ 1y
1)? — (z — 1)%. A maradéktag Rs3(z) = (2 651) , ahol £ az 1 és = kizé esik.

;1 - 1)
Igy;:-=1ﬁ(£~1)+(x—1)2—($—1)3+u.
2 3 et

€5
z¢  z* e .

10. €° =1+m-i—~2~+€—|——2——, ahol £ az 1 és ¢ kozé esik.

ef

11. e =e+e(z -1} + (m—1)2+ ('s-—l)3 (12—1)4 ahol £ az 1 és x kozé
esik.

12, sinz =1+ (e -5 - Lo -T2 - V(e - 5P 4 WE(x - I),

13. az® +bx? +ecx 4 d. )

14. (a+b+c+d)+ (3a+2b+ )z — 1) + (3a + b)(z — 1)* + a(z — 1),

a maradéktag 0.

15. frjuk fel a P polinom zp = 1 ponthoz tartozé 6tsdfokd Taylor-formuldjat.
Mivel P hatodik deriviltja 0, ezért a maradéktag is 0. P derwélt_]amak értéke
az 2o = 1 pontban: P(1) = 0, P'(1) =0, P"(1) =0, P"(1) = —6, P"(1) =
24, P)(1) = 120; a Taylor-polinom: :3-?(:c —-1P¥+ 2f(x 1)+ 120(:{: -1,
azaz P(z) = —(z — 1)* + (= - 1}* + (z - 1)°.

16. P(z)=1—-2z+ 1)+ 4(z +1)° -3z +1)* + (= + 1)*.

2 4l " epntl

r
17, P =14 g2 2y I
¢ +1!+2!+3§+ n!+(n+1)i’

11.2
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11. Piggvényvizsgilat

18, sinz =& — — + — 4 (-1

19.

20.

1:3 .’E5 2m—1 . 2m+1
@m-1 " (-1) Cosg(z m+ 1)1*

2 g5 p2m1
n=2m,éssing =z— =+ ——.. . F(-1)"H______ p— +(— I)m sm{

3T s
han=2m -1, esah010<£<mvagyt<£<[}
22 ot z2m +1 p2mt+2
. _ m i _
tosr=1—— o —i—4 N ) i )] +(~-1) smf(2 +2)I,ha.n_
22 gt £2m 221
2m+1, éscos.’c=1——+——“ A (=-1)" @m)! +{- 1)m+1cos§m,

ha 7 = 2m, esahoIO<E<a:vagy:c<£<0

fz) =1 +2)", f)=md+2)""Y, f'@)=mlm—-1)(1+z)"2,...,
N2y =mim—1)...(m~n+ 1)1+ )" ", igy

(I+z)"=14Fz+ _{_lmz_}_ 4 mlm= 1)('” 2) {m=ntl) pn 4 Ro(2), ahol
R.(z) = mim— ])g;"_l_-i?, (m n) eI 4" s 0<t<avagyz <€ <0
Lathatd, hogy nemmegativ egész m ertekekre és n > m esetén e formula

TR he

(2m)!’

megegyezik a binomidlis tétel szerintivel.

21.

$ 22,

23.

24.

25.

26.

27.
30,

32.

3 " :Bn-i—l

C=ldrt =g T
. (n+ 1)

2 6 n!

ik. |R N o N e . e
esik [Ru(o)l = ooy < e+ " (1)
6

e, ahol |z| < 1, £ a 0 és = kozé

< 0,005, han > 5.

Tg{z)=1- % + % - %I- Mivel a cos z fliggvény 7-edik Maclaurin-polinomja
is B-odfokd, hisz a'heteéfoku tag egyiitthatGja 0, ezért szémolhatunk Ry-tel:
iRy(z)] = E‘if 8| < B, és [2[*/8! < 0,0001, ha |z} < 1,19. (Rg-tal szamolva
azt kapjuk, hogy lz| < 0 9).

[Re(z)] = | — (cos&)(z ~ 1)/ < |z — 1|7/7! és ez kischb mint 0,0001, ha
[z — 1] < 0,9067, azaz ha z € (—0,0933;1, 9067).

Kénnyen lithats, hogy k < n esetén ¢*¥)(0) = p*H0), igy ¢ és p n-edik
Maclaurin-polinomjai megegyeznek,

Mindegyik fiiggvény Maclaurin-polinomja z + z*.

., cosz—1 . 1——£+R2$—1 1 . Ryz 1 .. zsinf
g 255 = gy L i ) Dy 6

1 .

2 mivel z — 0 esetén £ — 0 (és igy siné — 0), hisz € az ¢ és 0 kozé esik.
1 1 . 1

720 ) #

A harmadik Macla,urm formula.t felirva azonnal kapjuk, hogy:

shz =2 + % + shf >z + %, mivel 0 < £ < z. Ennek egyszeril ksvetkez-

ménye: shz>:z: ha.a:>0
)5 (@) + R 5+ ) ~

62° = Z + g5 radisn. cos(;+55) %— 23(
0,4694654 + Z2€ (£)*, ahol [fint (90)31 < 1{&)" ~0,0000071. Teht

B




11. Fuggvényvizsgilat

cos 62° = {0, 4694654, ahol a hiba legfeljebb (¢, 0000071.

33. sin43° ~ (,68199832, a hiba legfeljebb 0, 0000000438.

34. Mivel ¥/29 = /2712 = 3(1 + £)!/%, ezért haszndlhatjuk az alébbi Taylor-
formulat: '

m m(m—1)$2+' m(m—1)...(m—-n+1) n

(1+3)m=1+F$+ 51 o+ oy z® + Rp(x),

ahol Ry(z) = m(m—l)gz__}zﬁ“'(m"“)$"+1(1 +Em 1 Es 0 < € < x vagy a <
£ <0 Haz =%, m=1, akkor ¥29 »~ 3(1+—§%—§’I‘—2-+...+R,,(:c}).
A maradéktagot megbecsiilve 3|Ri(z)| < 3-2-2/81% < 0,002, 3|Rs(z)] <
©3-2.2-2.5/81% < 0,0003. Ez utébbi mar megfelels pontossdgot biztosit, igy
V29 = 3(1 + & — &) =~ 3,072
35. f'(z) = —sinz ~ 4z, f"(z) = —cosz — 4, tehdt f(0) = 0, f(0) = —5 < 0.
Mivel az els§ nemmulla értékd derivilt masodrendd és negativ értéki, ezért a
fiiggvénynek 0-ban maximuma van.

36. minimum 37. minimum

38. Mivel az els6 nemnulla értékd derivalt harmadrendii, ezért a fiiggvénynek
0-ban nincs szélsdértéke, inflexiés pontja van.

39. inflexiés pont

40. f'(0) = £"(0) = f(0) = 0, FU(0) = chO + cos0 = 2 > 0. Mivel az els§
nemnulla értékil derivalt negyedrendd és pozitiv értéki, ezért a fiiggvénynek
0-ban minimuma van.

41. Mivel az els6 nemnulla értékil derivalt negyedrenddi és negativ értékd, ezért
a fiiggvénynek 0-ban maximuma van.

42. Mivel az els6 nemnulla értékil derivalt 5tddrendii, ezért a fiiggvénynek 0-ban
nincs szélsGértcke, inflexiés pontja van.

43. f'(z) = 32% + 122 — 15, sérushelyei z; = —5, xy = 1. Teh4t szélsGériék lehet
az ©p = —06, #1 = -5, z2 = 1, 23 = 6 pontokban. f(—6) = 93, f(—5) = 103,
F(1) = =35, f(6) = 345, és f' negativ a{—5,1) intervallumon. Tehat maximum
az 1 = —5 és r3 = 6, minimwmn az 7y = —86, vy = 1 pontokban van, abszolit
maximuin van az z3 = §, abszolit minimum az z¢ = I pontban.

44. Az el8z6 feladat szerint f maximuma az = —5, mininmuna az = = 1 pontban
van (ez abszohit minimum is). Abszolit maximum nincs, hisz a fiiggvény
értékkeészletének szuprémuma 345, és ezt sehol sem veszi fel értékként.

45, f'(2) = E—gf—z, z #£0, f nem differencidlhaté: 21 = 0, f' sehol nem 0; végpon-
tok: x3 = —1, z3 = 8. f(—1) =1, f(0) = 0 MIN, f(8) = 4 MAX.

46. f'(z) = Jﬁ - 23—3, z # 0, f nem differencisthatsé: z; = 0, f' zérushelyei:

@z = —1; 73 = 1; végpontok: w4 = —1, 25 = V2. f(—1) = 2 MAX, f(0) =0
MIN, f(1) = 2 MAX, f(v2) = V2-2 <%,
47. fi(z) = ﬁ/—; — 23—’, z #-0; f nem differencidlhaté: 1 = 0; f' zérushelyei:

z2 = —1; 23 = 1; végpontok: 24 = —1,z5 = /8. f el§jelvaltasait is figyelembe
11.4
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48.

49.
51.

52,

53.

54.

55.

56.

57.
58.
59.

80.

véve: f(—1) = %, f(0) = 0 (lokalis) MIN, f(1) = 32; (abszolit) MAX, f(8) =
;:'-, tehat abszolit MIN nincs.

f'(2) = e7®(1—z). f' 2érushelye z = 1, ahol f' eljelet valt. im, o, f(z) =0,
£(0,5) > 0, tehdt maximuma van f-nek az ¢ = 1 pontban, minimuma nincs.
f(1) =0 MIN; f(e) = ¢ MAX. 50. f(0) =1 MAX, f(2) = 1/¢* MIN.
f(—2) =5 MAX, f(—1) = f(3) = 2 (abszolit) MIN, f(1) = 6 MAX, abszolit
maximum nincs, mert img_,g¢ f(z) = 7.

f(=1) = /e, f(1) = e, Limg,_g f(z) = 0, im, 4o f(z) = oo. f-nek se
minimuma, se maxitmuma nincs.

flz) = 2™ 11 — 2 Ym ~ (n 4+ m)z). f' zérushelyei: 7; = 0, 20 = 1,
w3 = T Az vz = I helyen maximum van, és f(z3) = m™n"™/(m+n)"tn,
71 = 0 minimumbhely, ha m péros, nem szélsGértékhely, ha pératlan. zo = 1
minimumhely, ha n paros, nem szélsdértékhely, ha piratlan,

Tegyiik fel, hogy g-nek z¢-ban minimuma van. Ekkor van zg-nak olyan K
kornyezete, hogy = € K esetén g(z) > g(2p). Ha f monoton né, akkor
F(g(2)) = f(9{=e)), vagyis z¢ minimuma az foyg fiiggvénynek is. Maximumra,
és monoton cstkkend fiiggvényre a bizonyitis hasonlé.

Az f fiiggvény helyett elég megvizsgdlni a g(z) = 32* + 82° — 1822 + 56
fiiggvényt, hisz g-nek ott van maximuma, ahol f-nek minimuma, és forditva,
hisz a reciprokfiiggvény monoton csékkend. Mivel ¢'(z) = 122(z? + 2z — 3),
g"(2) = 12(32% + 4z - 3), ¢ zérushelyei: —3, 0, 1, és e pontokban ¢"(—3) > 0,
9"(0) < 0, g"(1) > 0, ezért az x = ~3 és = = 1 pontokban (g-nek minimuma)
f-nek maximuma van, az ¢ = 0 pontban (g-nek maximuma) f-nek minimuma
van.

Az f fiiggvénynek ott van minimuma, ahol a g: 2 = 4 — /e — e*® fliggvény-
nek, hisz az arctg fiiggvény monoton névé. g-nek otf van minimuma, ahol
ah:z s e—et fuggvénynek maximuma, hisz az y — 4 — /7 fiiggvény
monoton csbkkend. h-nak maximuma van az z = 0 pontban, igy ott f-nek
minimuma van, mig az 2 = 1, = —1 pontokban h-nak minimuma, igy f-nek
mMaximuma van.

@ = 0 maximum. (az arctg értékkészletén a cos fiiggvény monoton cstkken.)
r = —% Inaxinum.

Az flz) =3z —2® (-2 < 2 < 2) fiiggvény szélsGértékhelyei: abszolit maxi-
mum van az z = —2, r = 1 pontokban, ahol f{z) = 2, mig abszoliit minimum
van az ¢ = —1, x = 2 pontokban, ahol f(z) = —2. Ebb&l kovetkezik, hogy
|f(=)] <2.

1. megoldds: Ahol az f(z) = |asinz + bcos z] fiiggvény nem differencidlha-
t6, ott értéke 0, azaz minimuma van. Ebb8] kévetkezik, hogy maximuma
csak ott lehet, ahol (asinz + beosz) = 0, azaz ahol tgz = afb. Mivel
sine = tgz//I+igz = afva® + 12, cosz = 1/ /TFtgz = b/Va? + B2,
ezért |asinz + beosz| < |a/vVa? + B2 + b2/ £ 5%} = Va2 + 2.

2. megoldas: Tekintsiik az {a, b) és a (sin z, cos x) vektorokat. Mivel az utébbi
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61.

62.

63.

64.

6.

67.

68.

69.

70.

71.

vektor egységvekior, ezért |(a; b)(sin z; cos)| = |asin z +b cos 2] nem mas, mint
az (a; b) vektornak a (sin z; cos 2} vektor egyenesére es6 mertileges vetiiletének
hossza, ami kisebb vagy egyenld az (a; b) vektor hosszandl, azaz va? + b2-nél.
3. megoldas: Lasd a 1.77 feladatot.

flz) =a™(1—2)", fll2) = 2™ {1 —z)*"" 1 (m~(n+m)z). f zérushelyei 0, 1,
it Az 75 helyen maximuma van f-nek, és f(;7) = m™n®/ (m+n)mte,
ami bizonyitja az egyenl§tlenséget.

A tortfuggvényt f-fel jeloive f'(z) = (22 — 1)/(2? + z + 1)%, amibé] lathats,
hogy f a (—oo;—1) és az (1;00) intervallumon 18, a {—1;1) intervallumnon
cstkken, z = —1-ben f-nek maximuma, z = 1-ben minimuma van, és f(—1} =
2, f(1) = . Mivel im; oo f(2) = limz_oo f(x) = 1, ezért e szélsértékek
egyitial abszolit szélsGértékek is.

Tekintsiik az f(z) = 2?/(23 + 100) figgvényt a [0; oc) intervallumon. f/(z) =
(200 — z%)/(z* + 100)%, amib4] kapjuk, hogy f monoton névekvs a (0, ¥/200
intervallumon és monoton csskkend a ({’/ﬁ)ﬁ, oo) intervallumon. Az

5 < Y200 < 6 egyenlstlenséghél azt kapjuk, hogy as vagy ag a legnagyobb.
as = 1/9, ag = 9/79, tehat ag a legnagyobb.

a14. 653. as7e.
(a) flz) = 3 +pz +q = 0, fi(z) = 32% + p. f-nek szélsGértéke lehet az
z1 = y/—p/3 és az x3 = —/—p/3 pontokban (ha p < 0). f-nek egy valos

gydke van, ha f monoton névé {—oo, coj)-en, {azaz, ha p > 0), vagy ha f nem
valt elGjelet a minimum- és maximumbhelyek kozott, azaz f(z1)f(x2} > 0.

3 2
Ebb&l f(z1)f(2s) = ¢* — ((, /=p/3) + p\/—p/3) miatt p*/27 + ¢2/4 > 0
adddik.
(b) Hasonléan szamolva: p®/27 + ¢*/4 < 0.

f lokélis maximumhelye: x = 1, é f(1) = 1, nn;rlﬂ flzy = f(0) = %
1
i Y = 0, tehdt s = r}= = -, inf r) = 0.
Jm  f(x) =0, tehat (zflog}f(r) %ggo}gf(r) =3, (éflo)f{r) 0

fl(z) = 42/(3 4+ 2% > 0, ha z € (0,0¢), tehat [ az adott intervallu-

mon szigordan monoton nd. Hm_ f(x) = f(0) = =, lm f(z) = 1, tehdt
z—+0 r—+oo

3!
= Ceoeoy o L
sup f{z) =1, ([1)11{)1(;1:) =

{0100) 200 3

|22 — 23] = 2% — 23, ha z € [0,1). Mivel az z — 2% — 2* fiiggvény folyto-

nos, ezért Welerstrass tétele miatt elég e fliggvény maximumit megkeresni.
A maximumhely z = £, ahol f — g értéke &, tehat p(f, g) = 7.

Hasonléan az el8z8 feladathoz: az a2 +— | sin z — cos z| fiiggvény maximumibelye
z = 3m/4, ahol f — g értéke /2, tehat p(f,g) = V2.

Legyen F(z) = |22 ~(2z+c)|. F/(z) = 22~2, ha 22 ~2z—c > 0, illetve F'(z) =
—2242, haz?-2z—2 <0, F'(z) = 0, ha = = 1. Ahol F nem differenciilhats,
ott F-nek minimuma van, mivel F értéke 0. F-nek maximuma lehet az x = 0,

11.¢
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T2.

73.

74.
75.
76.
7.
78.

79.

80.

81.

82.

83.

z = 1 vagy = = 2 helyeken. F(0) = F(2) = ||, F{1) = |jc + 1], és e harom
érték maximuma akkor a legkisebh, ha ¢ = —~1/2, és ekkor p(z?, 2z — %) = %
Az egyik szam =, a mésik b — x, a maximélandé fiiggvény f(z) = x(b — z),
melynek maximuma b/2-ben van, tehdt mindkét szdm b/2.

Az egyenl8szara derékszogi haromszdgnek. (Az atfogét c-vel, az egyik befogst
a-val, a vele szemkozti széget a-val, a haromszdg teritletét T-vel jelslve 2T =
av/c? — a? vagy 2T = c*sina cose.)

Melynek magasséga és az alaplapjénak atméréje megegyezik.

1; 3.

$=a/\/§,y=b/\/§,T=ab

Az 8sszeg feliilr8l nem korldtos, minimuma 4f.

& = af8.

dH i, & d*H 4,
—d—k- = 2k Z] $; -2 Z:ll'i’li W =2 E ] xl > 0, tehat H kOIlVBX, igy minimu-
L= 1= =

dH 4 o
ma van, ha —— = 0, azaz ha k = E'Zi—i'gz =

dk 2i=1
megtalalhaté a tankényvben.)

Vat + z? + b2 + (¢ — z)?

3,9. (Az dltaldnos esct leirdsa

A sziikséges 1d6: H{z) = , gy ez a fiiggvény mini-
vi vl . :
malizdlandé. #'(x) = = - A =20 AR
vve? + 22 oy 12 4+ (d - 2)? vy v3

A minimalizdlandé figgvény: t(z) = \/:r2 +(1/4) + k\/(l —z)? + (3/4)7,
ahol a) k =1, b} k = 3. A szélsGértékhelyek: a) z = 1/4, b) 2 = 3/4. A b)
esetben a gytk meghatdrozasa nehézségekkel jérhat,

. 2 .
Az I{a) = kﬂ?—?—??lr—, (k konstans) széls&értékhelye: o = arctg(1/v/2) vagy
o = arcsin(1/v/3), azaz o = 35,264°, ahonnan m = r//2.

Ha a gerenda alsé vége = tavolsigra van
az ajtéval szemkoztl faltsl, fels§ vég-
pontja y tévolsagra a foldisl, akkor a
gerenda L hossza nem lehet nagyobb
a/x? + y? értéknél, tehat L < (/22 + y2.
Mivel 2/y = (z — 4)/=, ezért

L <\/2? + (22 /(z — 4))%. Keressiik te-
hit a

() = /z? + (22/(z — 4))? fiiggvény
mintmumat, £ minhnum az x4 = 4 +
/16 pontban van, tehit a gerenda leg-
feljebb 0 2 4

g(ze) = 2¢/5 + 3Y4 + 62 m hosszi lehet.
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84.

85.

86.

87,

88.
89.

0.

91.
92,

93.

Elgszor tegyiik fel, hogy f'{zo) > 0. Ekkor #' > 0 az z¢ egy teljes kdrnyeze-
tének minden pontjaban, igy f invertalhats. Inverzét jelolje ¢, és legyen yy =
f(zo). Az inverz figgvény differencialdsi szabalya szerint ¢'(yo) = 1/ (ze).
Igy ha f konvex, azaz f' monoton névé, akkor 1/ monoton cstkkend, azaz
g konkév. A t6bbi eset hasonléan vizsgalhatd.
f(z)>0,haz >0, f'(z) <0, haz <0, igy
(z00,0)] 0 }(0,00)
f” _ 0 +

f ~ INFL| —
Mivel az f(z) = ¥x fiiggvény a g(z) = 2 fiiggvény inverze, és g-nek a (0,0)
pont inflexiés pontja, ezért az f figgvénynek is (0,0) lesz az inflexids pontja.
A kettdvel ezeltti feladat alapjan f konvex a {—o0,0) és konkiv a (0, co)
intervallumon. 10

flay=1+ 228, fl(z) =

3 05
("OO) 0) 0 (0,00)
7 - nért. | +
~ INFL| ~—

Az f" fiiggvénynek nincs zérushelye, de nincs értelmezve az xg = 0 ponthau.
Mivel zg-ban f differencidlhatd, azaz f grafikonjénak van érintdie, és ott f
konkavbst konvexbe valt, ezért f-nek 0-ban inflexiés pontja van.
Konkdv, ha = < 5, konvex, ha =z > 5, az z¢ = 5 pontban inflexids pontja van.
1 2
F'(z) = =(cos(lnz) —sin(lnz)) = —£sin(-§ ~Ma), f'(2) = 0, ha = =
z T

exp(% +kxn), k € Z. Az f fiiggvény e pontokban elSjelet valt, igy e pontok
mind inflexiés pontok. f konvex, ha x € (e:{p(—%?r + 21;7r),exp(%7r + ?Jm)),
és f konkdv, ha r € (exp(i-fr + Ekﬂ'),exp(;,s—?r + 2kfr)).

o [ =52, haz>1 " _{—-203:3, haz>1
F=)= {53,-4, har<1i 0 7{20s%  haz<1
Az z = 1 pontban a fiiggvény nem differencidlhats, mert Hmejqe f'(z) #
lim;_1—g f'(z), igy ott nincs inflexids pontia. {Azt mondjuk, hogy g térés-
pontja az f fiiggvénynek, ha zp folytonossigi hely, im,—i410 f'(2) és
lmg . g f'(z) létezik, de killsnbszék.)

7 - 0 + n.ért. —

f ~ INFL| — {toréspont|{ -~
F10y=40, f"(0)=6+0, az z =0 pont inflexiés pont.
10} = f7(0) = ... = f23)(0) = 0, de f@=+1(0) = (2n + 1)! # 0, vagyis az
elsé nem-nulla derivilt rendje paratlan, igy f-nek z = 0-ban inflexids pontja
van.
F10) = F70) = ... = F3~1(0) = 0, de FIZ"}(0) = (2n) # O, vagyis az els6
nem-nulla derivalt rendje péros, igy f-nek z = O-ban nincs inflexiés pontja,

minimuma, van,
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11. Fuggvényvizsgalat

94. f"(z)=0,baz=F + %k, k € Z. E pontok mindegyike inflexiés pont, mivel
f" e pontok egyikében sem 0.

95. f'(z) = shz —sinz = 0, ha ¢ = 0. Az f"-nek més zérushelye nines, mert
> 0 esetén shz > z, sinz < 2, mig z < 0 esetén shz < z, sinz > z.
70y = FM(0) = 0, F)(0) = 2 # 0, tehat az els§ nem-nulla derival rendje
pératlan, igy f-nek z = 0-ban inflexiés pontja van..

96. 1d. az el8z8 fe}}adaﬁog.

o7, fi(z) = 2(z® 4 3z° — 3z - 1)

(32 + 1)3
23 = —2 — /3.
(00,2 = V3| (-2 - V3, -2+ VB) | (=2 + 3,1} | (1, =)
Fil — + ~ +

f ~~ g ~—~~ ~r

Tehat f-nek mindharom helyen inflexiés pontja van. Az inflexiés pontok koor-

din4tai: (—2—v/3, ! \/5), (—2+ /3, 1+v3

hogy e pontok barmelyikébsl a mésik kettSbe mutaté vektorok egyezs allast-
ak, vagyis a pontok egy egyenesen vannak. Ennek az egyenesnck az egyenlete:
z—4y4+3=0.

98. Az f(z) = 6(22% + ca + 1) > 0 egyenlétlenség akkor 4ll fenn minden z valds
szémra, ha ¢? — 8 < 0, azaz ha |c| < 2/2.

99. f-nek inflexiés poutja van az ¢ pontban, ha f"(xg) = 0 és " ott eldjelet
valt. Ez akkor torténik meg, ha az f/(z) = 122? + 6az + 2b = 0 egyenletnek
van két kiilosnbsz8 valés gyoke, vagyis ha diszkriminansa pozitiv, tehét, ha
3a® — 80 > 0.

. l—~cosz . singz 1 . . sinz ; .
100. lim £ lim = =, mivel im = 1. (Valaki persze kiszémit-
0 z? z—0 2x 2 z—0
Sl

>+ hatarértéket a L'Hospital szaballyal is, azt azonban ne fe-
lejtsiik el, hogy a sin fiiggvény differencidldséhoz sziikségiink volt a im,_q 2L

hatarérték ismeretére.)

a

101.3. 102.1. 103.1.

104. Iim
z—0

. f" zérushelyei: z1 = 1, 29 = —2 + /3,

), {1,1). Konnyen ellenérizhets,

hatja a lim;. g

ef% _ ooz éﬁm e 4 qe— % o
In(I +2) =2—0 1/(1+2z)
165, lim ———————m+1 L tim ———————-2/(3 3‘ (1 + 20 = i

o=l 2% 4z —-11)(2V2+2)+1 9
106.-—%.
107. lim ze/? £ tim Mé lim _cff(l:—_x/ﬂ =

Ut .. 12
] 14z L. 1f2
g;h—.rgo =l -_z]:—ll?o sl
. Ing? 2/z .4
108, im —— = ———— = lm — =0
N SV O SR N
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11. Fuggvényvizsgilat

109.

110,

111.

112,

Lm eflnw L pim el +effa - m Inx%l{:r. - o
700 eF gy T—00 et +1 z—00 ] 4-e7
i T 1 — efe—% Pk
hm In(z —a} 1 lim et hm — € Loy B 1
c—at0 In(e® — e®)  z—at0 (v —a)e* s—ett (2 —a) r—atd 1
m Inz L b sinz 1 1
z—4+01 +Insine —+8 z cosx
t T
lim B8 L mn r(1 - 1) im ul = —00.

s=1-0ln(l —z) =—1-0 2 oszﬂ z—1-0 — 27 cos &F sin &F

113.Legyen f és g két olyan egy vltozds valés filg ggvény, hogy limg .o f(z) =

im0 g(2) = oo, Ba By fz}/g(2) = ¢ > 1, akkor a hatdrérték defi-
nicidja szerint van olyan wzg szdm, hogy x > g esetén f{z)/g(z) > 1, azaz
f(z) > g(z). Hasonloképpen, ha lim, .o, f{z)/g(z) = ¢ < 1, akkor van olyan
zg szdm, hogy 2 > g esetén f(x) < g(z). Szdmitsuk a mmegadott hdrom fiigg-
vény hanyadosainak hatdrériékés.

. log,x . log,c
Tlggo ¥ _11-111010 H =0
ok Lkl k!
m — £ fim £ L tim ——— =0
oo gF T gflna z—50 g¥(In a)
log, log, e
i —eet Loy, BeC g
r—oo g =0 raFlna
. at . af .
Igy a reciprokokra: lim = oo, lim — =oc, lim - = oo. Tehét,
r—oe ngl T Foee x T Ogﬂ, T
van olyan o, hogy z > xp esetén log, v < a* < o,
1 1 .
114. inn zlnz = hm BT Ly —/ = hm {—z) =0
—+0 T—4-0 1/ I~+ﬂ l/J“ r—4i
l .y

115. lim zlusine = lm — sin = £ fin (*l cos z~j~~) ={.

P z—+0 /:n 244 sinz
116.0. 117. hm% =0. 118.0. 119.1.

1
1208,

. .

. v LA Py
121. hm xln (1 + —-) = hm ln( + ~) [~ = hm = .

N Rl

122,

123.Hm

Ha g < 0, akkor a hatarm 6k n} ilvduvaléan 0. Egyébként pedig hasinsdijuk a

gxt!

z
L'Hospital szabalyt. lim — L hm . Ha £ — 1 <€ 0. akkor « hatarériék
z—0ca gl TG

e
0, ha nem, még egyszer alkaimaznik a L'Hospital szabalyi.
UMy oo ”:—;l élim,,__,m £ — 2 < 6, akkor ¢ hatdarériék 0, ha
nem, hasonléképpen foiytatjuk az E.ijzirést, mig végill £ — k < 0 nem teljesiil.
A hatdrérték 0
In(1 + sin® 2) Ly Zsinzcosx 2n{l +x)

m =
=0 tgln®(1 4+ ) 20 T4sin’s ' (14 z)cos?ln’(1+2)
i (14 ) cosmcaf)sjlug(i +a) Yim sinz Ly i S8
a— 1+tsin"z =0 ln{1 + 2) =0 1/(1 + =)

ele— IJ:
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124.5m, o p{zle™ = lim;_o e—’:—}% egy 2 tipusti hatdrérték, melynek értéke
0. Ezt a L'Hospital szabély n-szeri alkalmazasdval kapjuk meg, ahol n a P
polinom foka. Ha r(2) = p(z)/q(z), ahol p és ¢ két polinom, és z¢ egy olyan
szém, melyre x > zq esetén |g(z)| > 1 (bizonyitsuk be, hogy ilyen szam
mindig van), akkor [r(e)| = |p(2)|/la(2)] < Ip()], ha & > zo. lgy —|p(z)] <
r(2) < Ip(z)l, vagyis ~|p(z)le™® < r(x)e™* < |p{z)|e 7, és akkor a csendérely
alkalmazasaval kapjuk, hogy lim,_,c 7{z)e™% = 0.

125. lim (cos:c _ .1 ) — bim cosa:si.nm —ZL i 'cos2x -1 L
z— r . sInx z—0 Esinzr z—0smz + rcosz
) —2sin 2z
lim ———————— =9
z—0 2cosx —zsinz
126. lim (ztg,:_ )zhmﬁﬁ_ﬂgﬁmw:_l‘
z—m /2 2cosw =% 2cosz e—F —~2sinz
127.0. 128.7. 129.1.
130.Hap# qésp £ 1, ¢ #1, akkor:
. p(l—z) —g(1-2") 1 . (277! — 27 V)pg L
lim = lim =
s—1 (1 —z?)(1 ~ z7) z—1 —paP~! — gz9-1 4 (p + g)arte-!
(= 1)277% — (¢ - 1)a"2) pg p—gq

i =

=1 —p(p— 1)ar% — g(g ~ Dat2 + (p 4 g)(p + 4~ Dari-2 2
Ugyanez adédik (nyilvinvaléan) a p = ¢ esethen, valamint {(lényegileg ugyan-
igy)ap=1, ¢ =1 esethen.

sinz .
131.A hatérérték co® tipusd. (- = esmmé, ahol a kitevd 0 - oo tipusi.

1 In(1/s . .

A sinazln—~ = %——/—Q atalakitds utdn L'Hospital szabdllyal kapjuk, hogy
z sinz

1 sinz R 1
lim sinzlu — = 0, tehat lim (—) =z 20—
z—0 T =0 \z

132. A hatdrérték 00 tipusi. liu})(sin ) = Iin}) ePlnsing _ .
r— T

133.A hatérérték oo tipusa. (tgz)*8* = clerhnlez 4 lim ctgrlntgz =

z—x—0
) Intgx . In .1 .
Iim 87 _ yim 2Y L lim ~ =0, ezért lim (tgz)"8% = ¢ =1.
=50 tgx y=iET gy y—eoy e

134. A hatirérték 1% (pontosan 17°°) tipusd. ng(l +z)h% = ]ir_%ﬂ ghein(l+z)
T —
1.

135.e°. 136.0c.
137.A hatarérték létezik, és 0, ugyanis
2 i 1
xésm = 1
m —2 = Lim ,$ < lim zsin — = (.
z—0 sz r—0smz z—0 z

A deriviltak hinyadosinak azonban nem létezik hatdrértéke, mert
1

2zsind — cosd 1
im ——%F — % — lim (— cos —),
z—{ cosx z~10 T
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igy a L'Hospital szabaly nem alkalmazhaté. (Ez nem mond ellent a T 11.12
tételnek.)

. x—sin .1 dne .

138. lim ——:F- = lim ——% = 1, tehat a hatdrérték létezik. Mésrészt az
z—o0 g 4 sina Z-—'DOI.;.%
T —sinzx } . . . l—cosz
—————— tort szamliljat és nevezdjét is derivilva a kapott lim ———
rz+sinz ) 300 ] 4+ cosa
hatarérték nem létezik, hisz minden egész k-ra az z = (2k 4 1)m helyen .
nevezd 0, és igy e pont kérnyezetében a fiiggvény nem korlitos, az x = "kn

helyen pedig a fiiggvény értéke 0.

139. f-nek lokilis maximuma van az z = e helyen, és f{e) = %, 511131_9 flz. =
-

1
zégioo flz) = 0, tehdt ?12)) flz)= (1}1333 fley=f(1) = - ({flog) flz) =0
n
140. f'(2) = —%e_r < 0, ha = € {0,00), azaz [ szigortan monoton csdkkend

eZen az inter.vallumon.
Jim, f(@) =1, lm_f(z) =0, teht sup flz)=1, inf f(z) =0

141. A L’Hospital szabaly tobbszéri alkalmazassval:

" 2.,
a:ﬁm-f;(—z—’lzﬁmhl;~3=~3,és
T—r00 T T
b= lim (f(=) ) = i Inz:::__O}i ln2$_3_ _
=, (/) ~en) = g — =0 5 %) =

Aszinptotdk: y = —3x és z = 0.
142.a = ]jl:’*lzl zet = +oo, igy ferde aszimptota nincs. A L'Hospital szabaly tsbb-
T 00

1
2e7 = (. Teh4t az egyetlen
T——

. ‘s . 1 . .
szbri alkalmazéaséval: hmg z?ef = oo, és lim x
T}

aszimptota: = = 0.

143.(1) Dom f = R\ {0} ¥
(3) f folytonos az értelmezési tartomdé-
nyan.

(4) limz_o f(z) = oo, tehdt az 2 = 0
egyenlet{l egyenes fliggéleges aszimpto- Mo
ta. iy too f(z) = Loo.

a = limgtoo flz)/e =1, ’,' )
b= lim, o0 (f(z) — az) = 0, R
tehat a ferde aszimptota egyenlete y = N

z.

(8) f(-1)=0

6) () =1-2/2°, f'(z) = 6/at, f
zérushelye z = /2, tehat

F + n.ért, — 1] +
f 7 pélus] N, |MIN 7
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11. Fuggvényvizsgalat

(7) f"(x) >0, ha 2 € R\ {0}, igy f mindeniitt konvex, inflexiés pontja nincs.
(8) f(V2) = 3¥2.

144.(1) Dom f =R
(3) f mindeniitt folytonos.
{4) Fiiggsleges aszimptota nincs.
bmgyo f(z) = Foo.
a= —1, b =10, tehit a ferde aszimpto-
ta egyenlete y = —x,
(BY f(O)=1, f(1)=0
(6) f(z) = —2?/Y(1 - a), f'(z) =

~2z/(1 - 2%)5, f zérushelye z = 0, ’
winden z-re f'(z) < 0. f nem differen-
cidlbatd, ha z = 1, és lim,_, f'(z) =
o0,
(7) f"(x) =0, ha = = 0. f nincs ér-
telmezve az ¢ = 1 pontban, de itt inf:
lexiés pont van fiigg6leges érintével.
(zo0,0)] 0 [(0,1)] 1 }{1,00)
Fid ¥ ) — v ¥
Fil — 0 — oo —
F1 N~ [INFL|\, ~|INFL [ <
145.(1) Dom f =R
(2} f paros fiiggvény, igy elég csak a y
[0, o0) intervallumon vizsgalni.
(3) f mindeniitt folytonos.
(4) limg_ 4o f(z) = co.
Mivel lim; 4o f(z)/z = too, ezért
aszimptotak nincsenek.
(3) f(0) = —1, f zérushelyei —1 6s 1, ; -
mivel f(z) = (22 — 1)3. v?l: 1z

(6-7) fi(z) = 6x(z® - 1), f'(z) =
6(5z% — 1)(2® — 1). F' zérushelyei 0, 1,
=1, f" zérushelyei +1/5, +1. 2z > 0
esetén f'(z) > 0, z < 0 esetén
fi{z)<0. f'(z) > 0, ha

z € (—o0, =1) U (~1/V/5,0) U (0,1/v/53) U (1, 00).

0 |(0,1/v8)]1/VB|(1/v5,1)| 1 [(1,00)
U+ + 0 -~ 0 +
1o + + + ) +
F|MIN| 7~ < [INFL| 7~ ~ [INFL o

(8) f(1/V5) = f(-1/VB) = ~ & — 9,512,
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11. Faggvényvizsgalat

146.

147.

(1) Domf=R .
(3) f mindeniitt folytonos.
(4) Timy oo f(2) = 0. fgy 22 y = 0

Y
egyenletfi egyenes a fiiggvény egyetlen ’
aszimptotija. : '

(8) f(0) = —1. A figgvénynek zérus- -1 -4 £
helye nincs, mivel -ninden valés z-re : I
Yz < r+1, azaz f(z)} < 0. : '
Yz +1)2 - Va2 ' :
(6-7) f(x) = T
3z +1)° L
H 2 y(z+1)° - Vb :
f(z) = -3 . |
9 \3/ 25z +1)5 :
f(z) = 0, ha ¢ = —1. f' nincs ér-
telmezve az z = —1 ill. = 0 pon-
tokban, ahol f’ hatarértéke —oo ill. co.
E két helyen tehat inflexiés pontja van
a figgvénynek fiiggsleges érintGvel, f
érteke sehol sem zérus, és nincs érielmezve az ¢ = —1 és » = (} pontokban.
-1 ~1/2 0
1 - n.ért. + + + | nért. | —
Fl — im:—oo| - 0 + jlm:ccy ++
fIN—~| INFL |\, ~|MIN|/~ 1 INFL |/~ ~
(8) f(—1) = —1, f(-1/2) = —¥/4.
(1) Dom f = R, mivel |1 —z?|/|1+2?| <
1.
(3) f mindeniitt folytonqs. Y A
(4) limg—yo0 f(z) = F. lgyazy = 5 n
egyenletl egyenes a fiiggvény egyetlen 2
aszimptotija.
(8) Fl0) = —nf2. f(z) =0, haz= -1
vagy r = 1. 5
. —2z
1 4|=z|
f (m) - (1-|'~.’172)2‘
f cstkkend, ha z > 0, névekvs, ha ¢ <
0. f nincs értelmezve az ¢ = O pont- .. . - ______l__ ... __._.
ban, ahol bal oldali hatarértéke 2, jobb -3

oldali hatarériéke —2. E pontban f-nek
maximuma ven. f*(z2} > 0, ha z # 0,
igy f konvex az R\ {0} halmazon.
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11. Fuggvényvizsgalat

148.(1) Dom f = R\ {0}
(3) f folytonos az értelmezési tartoma-
nyaun.

1
z

(4) lim 2% = km — £ im &
z—40
y=1jz
- . "
y]}_.ngo 5 = o0 tehat az = = 0 egyenletd
egyenes fiigg6leges aszimptota.
Jim f(z) =0. lim f(z)= oo,
a = lim,; 4o f(x}/2 = Foo, igy mis
aszimptota nincs.
(5) f-nek nincs zérushelye.
(6) f'(2) = 2e!*(z ~ 1). fi(z) =0, ha
T = % f monoton né, ha = > %, mo-
noton csttkken, ha z < %, fnek z = —é—-
ben minimuma van.
(7) (2} = '/%(22% — 2z + 1)/z2.
f'(x) > 0, igy f konvex, és inflexiés pontja nincs.
149.(1) Dom f = R\ {~1}
(3) f folytonos az értelmezési tartoma-

nyan.

(4) ]inlxio f(z) = =1 & =, tehat fiig-
o

gGleges aszimptota az x = —1 ponthan

nines. imy 40, f(z) = too.

¢ =lm; .30 flz)/x =1,

b= lim;teo (f(z) — az) = —%/2, te-
hat a ferde aszimptota egyenlete y =
x— /2

(5) f(0) = 0, f tobbi zérushelye elemi
iton nem hatérozhaté meg (még egy
zérushely van, és arrél kénnyen ltha-
t6, hogy pozitiv, éspedig = 0,87).

(6-7) fi(z) =1 Py AL
fH(I) _ 4(2z + 1)

(222 + 2z + 1)’
f(z)=10,haz = (-1 /3)/2,
f'(z)=0,haz = —-1/2.

~1-3 ) 1 ~1++/3
2 2 2
71— - ~ [mért.] - 0 + + +
fl + 0 — |nért.] — — - 0 +
17~ MAX |\, ~|nét. |\, ~[INFL|~, —| MIN |/ <
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11. Fuggvényvizsgilat

150.

151.

152.

(1) Dom f = R\ {-1,1}
(2) f pératlan fiiggvény, igy elég csak
a [0, co) intervallumon vizsgélni.

(3) f folytonos az értelmezési tartomsa- Y
nyan. |
(4) img 40, f(z) = to0, : :
I—!Elll:l:(] f(.’L‘) = J:-]—J'I]X:}:U f(l‘) = oo, : : !
a = 0, b = Zoo, tehit ferde aszimp- ! o
tota nines, a két fiiggSleges aszimptota — L
egyenlete z = —1 és z = 1. V3 —1 1 Y3 z
{5) f(0) = 0. o [

(67) f(a) = 22 : :

3Y(z2 — 1)t 5 f
f"(:c) - 2z(9 — 32) .
9 (=x2 - 1)
f(z) =0, haz =+/3. f{z) =0, ha
=0,z =43
0 1 V3 3

Frl o + (nért.; + + 0 -

i - — |nért.] — 0 + +

FHINFL| N, — [nét. [N, — [MIN|[,~ < [INFL| * —~

(1) Dom f = RY

{3) f folytonos az értelmezési tartoma-

nyamn.

(4) I]_i_}_?ﬂ f(z) = ~oo, limg oo fz) =

0, tehat az ¢ = 0 egyenletdi egyenes
fiiggSleges aszimptota, az y = 0 egyen-
leti egyenes ferde aszimptota.

(5 f(z) =0, haz =1.

(6) 7/(z) = (1 ~Ina)/2. f(z) = 0, ha e S
z = e. f monoton n§, ha 0 < z < ¢, 1 ‘ .el Y T

monoton cstkken, ha 2 > e, f-nek z =
e-ben maximuma van.

(7) f'(z) = (2Inz - 3)/23. f'{(z) =0,
haz =32 f konksv, ha 0 < z < 3/2,
konvex, ha z > /2 fnek x = 3/2.
ben inflexiés pontja van.

Dom f = RY, minimum: z = 1/e, ha-
tarértéke +0-ban 1, konvex.
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11. Fuggvényvizsgalat

153. Y

~i i '3V§~4

1 22
-3¥3-4
22

155, Y4

2-V2 2 2442
157, A

159.A definici6 3. feltétele nem teljesiil a tg = 0 pountban, tehdt a gorbe sima

154,

156.

158.

gorbeiv lesz, ha 0 ¢ (t1,%3), azaz ha (41,#2) C R\ {0}.
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11. Fuggvényvizsgalat

160.A definicié 1. feltétele nem teljesiil a tp = 0 ponthan, tehit a gbrbe sima
gorbeiv lesz, ha 0 ¢ (f1,12), azaz ha (£;,%2) C R\ {0}
161. A definici6 2. feltétele nem teljestil, ha ¢} = 0, vagy &3 = 0. Az 1. feltétel nem
teljesiil, ha O € (f1,12). Tehat a gorbe sima gorbeiv lesz, ha 0 < t; < i3, vagy
ha t1 < #3 < 0. (Itt nem elég, hogy (21,22} C R\ {0}.)
. dy dy/dt 6i? dy dyffdt 1 ST
162.t?’-‘0 y ——&;—'dm%-— _é;_t E;:—g‘—— d:r/dt —--G—tAmamkkepletteIls

. . . d2 IS ';.?i
kiszamitva: ¥ = 6, i = 12¢, ay _yr—y _1_

, dz? z3 6t
dy t d%y i
63,2 =-, “ L .
163 0 =0 @ o 170
dy cost+sint dly 2

T
y e = —————— t# —+km, k€L
dz  cost—sint dr?  el{cost—sint)d 7 4 thm ke

T dy 5sint d’y Scos®t
5.t - — = it T e
18504 g Hbm = T e

dy 143t d%y  3(1+4¢%)°

166, -~ = = , t#0.
de 288 dz? 8o 7
d 2 4
167. ﬁ . = 3> Bz egyenes egyenlete: y = 37 3
d 3
168.(a) @ az egyenes egyenlete: y = —z.

dx Y 2

=0
(b) A gorbe nem sima a tg = 1 paraméterl pontban, mert (1) = 2(1) = 0,
de létezik a liny_.; /% = 3 hatarérték, igy az érint§ is. Egyenlete y = 32 — 1,

160, % _2t2—3l _ 1 dyl 248 32
. =] =-z, = ===
da|, 2t22-|-StU 2 dz? W (230, 32
L2 N _32v2\" _ 1000
3 YT T
2
0. % ~ 3 d—-’;’ = -4,
dzto d:;t
T V3 142
(‘”‘5"7) +u+g) =

171.Ha ¢ > 0, akkor z = 3¢, y = 91, azaz y = z%. Ha t <0, akkor 2 = ¢, y = ¢,
azaz ismét y = z°. E fliggvény pedig differencidlhaté az z(0) = 0 ponthan, és
¥
y'(0) =0
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- 12,

10.

12.

14.

186.

18.

19.

20.

22,

24.
25.

27.

28.

Hatarozatlan integral (megoldasok)

o5 4 C. | 2. [¥Edr=[aSde =35 4 C.
B3 -5t C. 4. B 43V 40
f:n%:r?lfzéd:r:fm%da:= %ml'si + 0.

2¢* +5In|z| +tgz + C.

9 2
/w___?_“”_iédzzf(m—,:ﬁé)=%—3$+41n|‘”]+c'

T
3

T 125 2 5,

—125In|z + 5} + C.

fi—zzdﬁ“f(_ 1_13;2) de =~z +3 hll“”C +C.
3
__—\/_$+C 11. %—azm-?agarctgg-[-c, (P 12.7)
128+ 1 Infe® — ¥l 4 C. 13, L _ g2 4oy
3 2
1
101
355 : 5, — 1 .o
202(2 37 +C 15 — s T O
1 e
ity T 17. {8 4274 C.
4
— 3
]3f1——3zd:c=_%.(i_§.@_+c=_%m+c-
b w1
%+Chab¢on¢ M FChab A0 n= 1,
a"z +¢,hab=0.

i 3
Z-{’/(i +ri) 4 C. 21. §13f(x4+1)2+c.
—1—-z4+C. 23. ésin‘z-}—c.

cos3mda:=f(l—smzw)cos:cda:——sma:—gsm z +C.
—cos:n'+%cos z+C. 26. —cosm-}-gcosax—;cos :2:+C
= 3 . 5
sin“z  sin’z
- +C.
5
/sm a: fcoszar—l (= ) = 1 1
—_ sinz — e
costz cos? z 3cos®z  cosz

-12.1



12,

Hatirozatlan integral

29.

30.

31.

32.

33.
35.

37.

38.
40,

42,

44.

45.

46.

47.

48.

50,

52.

53.

54.

55.

[

sind z / sinz(1 — cos? z) dz /’ sin z{1 — cos z)(1 + cos z) do —
1—(:051 h 1—cosz B 1 —cosz) h
22

j(sinz +sinzcosz)dr = —cosz + SHZ ‘i

N 2

c
\eosz +
2
$(sinz—ecosz)? +C = 3YT —sin2z + C.
d 1

]____L__ = /(tg :z:)'“% o — dz 4talakitdssal az eredmény: 2-\/tgz +C.

tgzcostz cos® &z
i’z +C. 4. Iz 4 C.
%sh5$+%s]13m+6’. 36. l sh®z +shz+ C.
[VEeTTdr =2 [ b du = 2\/§5h—9— +C.
Infdr —1|+C. 39. In{4z®> - Tz + 1)+ C.
In(z? + 3z — 10) + C. 41. -1n|2m2 ~3z +1|+C.
Inyz?+a2 +C. 43. In(c® +¥) +C.

1 1 i 1 sin®2 +cos’s  sina

A.Z _— 2 v gy - = " =

sinzcosz  tgx cos Sin  cos T sin  cos ¥ cosx
cos T
P azonossig alkalmazédsival az eredmény: In | tgzj + C.
Az el626 feladat ere(hnenyét felhasznélva:

z
dt= | ————dr=ljtg = .
/sula: v= f251112c052 . g‘l +C
dz
fmzlllfthl|+c
/—d:::—ln th— + C.
shex
1
lnv/1+ e 4 C. 49, l—in(a’:—}—l)+c.
n
1 3
%arctg\/;mﬁ-c. \/_arctg 3([-+1)+O.
%rthl(S:r—l)—kC ha—§<:c<1 1. 3x—1 ,
H : =—-lIn| +C
iarcth H3z-1)+C, baz< - 5,vag_y¢>1 4 1x—1
%arth (z—1)+C, ha-1<z<3 :—~—1-1n 3:+1.%C
-Z—arcth (z—1)+C, haz<~1,vagyx >3 4 lz—3
Earth ("c—-3)+C’ ha -2 <z <8 __Llnw+2‘ c
arct,h f(z—3)+C, haz<-2,vagyz>8 10 lz-8
:r:da: 1 1 =2\ 1 x?
= — ) dr = - . X
/4+:c4 4_/1+(32/2)2 (2) z 4a,rctg2+C'
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12. Hatdrozatlan integral

56. —17 / —-——1———2 « 2z dz dtalakitdssal az eredmény
2at ] 1= @2ah
1 1 @t + z?
52 arth s +C = yys — ozt C, hafz|<le
! arcth -{~C—-—1—1n$ —l-a -I—C ha [z] > |q}.
2a? 402 x?
-1 1 4z% " V2. |zt =2
57. Wi ( 4)2 . ﬁdw dtalakitassal az eredmény: —1—6—111 m + C,
111. i
~—=arth—— + C, ha |z| < ¥3, és
4f \f i
arcth 2= +C, ha |z| > V2.
4f V2 =

58. larsh(3z —1)+C.
59. A V922 — 6z +5 = 2¢/( 31:-1)2 + 1 é,ta.lakitassaz

Vv dre — Dx
60. f——é——‘;—dx—ﬁ~—3 ;arch e —E—C’——ini\f'gmz 6z —3+3z—-1]+C.
V92?2 — 6z —
1
3

f 3:1: -1
61. f———____._s Y aresin 2 + C.
1 3
62. (1/v/3)arch(v/3z) + C. 63. 7 arcsin \/;:c +C.

, 1 ,
64. fm(\/:;) -2dz = 2arctg /z + C.

65. zf\/“ = dz = 2e¥7 4 C.

(e Y dz = arcsine® + C.
g

66.

1
. —_— = ——arct
67 lnaf1+(az)2 a®lnadx g 2t ga” +C.
68. —coslnz+C.
shx shz 1 1 t
69. — | ==  (V2¢hz) dz =
\/(:112% otz —1 \/if (V2chz)? — 1
— arch(v2chz) + C.
\/§
70. lnjlnhel +C. 1. In|lhlez|+ C.
dr dz
T2. = =
/sin2$+2coszm f 2

2cos? z ((%) + 1)
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12. Hatarczatlan integral

_ ““[ 1 ' 1
V2) 1k (igala) VEoots

\jﬁ arctg ( ‘g/%?) +C.
73. A cl6z8 feladat megolddsihoz hasonléan az eredmény

{abarctg (b tg a:) + C, ha la| # b

a’z + C, ha |a| = [b].

74. zsinz +cosxz +C, 75. —%éc052$+%sin2£+c.
76. '1-’82511121'-!- $LOS2I——S]H2$+C 77, éa, sin 2z + }—‘0052:1: + C.
78. —%x cos 21 + iI sin 2z + 3 Lcos2z + C.
79. —z%cosz +3z%sinz + 6z cosz — Bsinz + C.
80. z3sinz + 3z2cosz — Bxsinz — Geosz + C.
81. %(2:62 + 2w sin 22 + cos 22) + C.

dr 4talakitdssal az eredmény

3 1
82. — — . 83, —{z+1)e"?* .
In3 (a: }113)+C (@ +D)e™ +C
S~
84, —%—e‘zr (:32 +z+ ;—) +C. 85, —E~2-(sina:.-|— cosx) + C.
e2T

886. ——5——(sin:1: + 2cosz)}+ C.

QT

87. a2e+ % (acosbr + bsinba) + C, (e, b # 0 konstans).
B8, 51—6661(3 cosda + 2sindx) + C. 89, 1%63(5 — cos 2z — 2sin 22) + C.

90. f'(x)-ként az 1 konstansfiggvényt valasztjuk. Az eredmény:
zarcsinz + 1 - 22 4 C.

91. z(arcsinz)® + 2y/1 — 22 arcsinz ~ 2z + C.
92. 2,/ — 2\/1 — z - aresin /T + C.

93. :zaﬂ'rm—warchx—}-c 94. zarct ———hl(l‘ + 9} 4+ C.
53

95. Legyen f"('n) =, g{z) = arctge és f(z) = z° /‘) Ekkur
z* dr = zt+1

/ W+~ 2

Megjegyzés: Az f(x) megvalasztdsanal dltaldban nem vagyunk tekmtettel az

integracids konstansra, iigyes megvé.lasztésa azonban néha egyszeriisitheti a

megoldast. Példaul az f(z) = (22 + 1)/ 2 vélasztéssal:

/:t:arctg:rd;r:%arctgm— amtgr~~+C’

241 1 241 a
/a:arctga:d:c: z arctgz — 2]I211d$= = ;_ a.rctg:r~é+€.
96. I= /mctg d x arct z=1 / ad 2 d
* = zarc - . ;
&1 1+(z 1)2 (z + 1)

z—1 zda 1
— { — — { ————l 2 1 C’.
zarcgw_i_l /$2+1 Tarctg ——— 2n(z+ )+
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12. Hatdrozatlan integral

f+(1+x)arctgf+0
A 98. /(1~— )a.rctga:da:~—:ca.rctg3:-——1n(1+x2)~—(arctg$)2+0
9. V1+z?arcigaz —arshz + C = /14 22arctgz —In (:1:+ I+:c2)+C',
100.[1-mmdm;m1um-m+c. 10L.z(ln’z — 2Inz + 2) + C.

102.2(In*z — 3w’z + 6lnz — 6}+C. 103.—%(1112:1: +2lnz+2)4C.

104.zIn(z? 4 1) — 22 + 2arctg z + C. 185.31118—3: —z—8-ln|z- 8+ C.

3
106.z1g iif +C.

3+ 22
i07. in(1+:r)——-—+—6———+C
g+l I 1 c.
- — ; . 9,
108.C 2:321”(‘“/5) | 109. % (lnz - v+1)+
110.tgz-Incosz +tgz —z + C. 11l.zchz —shz + C,
23 2z z? 2
112, (? + ?) sh 3z — (— 27) ch3z + C

113.(—2?4+22—2)ch 2 4+(2z—2)shz+C. 114. 75(sh 2 cos 5z + 5 chz sin 5z) + C.
115. A kiszdmitands integralt roviden I-vel jelslve
I= /cos“ Yecoszdr =

=cos® tzsinz -I-f(n —1)eos" 2 zsin’zdr =
=cos" tzsinz +(n — 1)/(:05"_2 z(1 — cos® z)dz =

=cos" ' zsinz 4 (n — 1)/cos"_2:cd:c —(n-1)I.

nl = cos® ' rsinz + (n — 1) / cos® 2z dz,

1 -1
I==cos™ lsing + = fcos"'zs:da:.
n n
116.Hasonlan az el§z6 feladat megolddsshoz.

1 1
117.z = sint helyettesitéssel 3 arcsinz + Em\/l —-zr+C.
2
118.%arcsin S Ew‘az -z 4 C. 119, %arsh + ——\/a? +z2 +C.

2

5
120, W arsh —\/\/_5 \/5 + 322+ ¢ 121.%—:11'(:5111 bl .2_1/(12 — 224+ C.

122.u = /e + z helyettesitéssel a megoldas: ——\/(c +z)3(3z - 2¢) 4 C.

\/c-i—z—c
\/c+:a+c

123.u = /¢ + z helyettesitéssel ———-2\/—_(; arth Y= te +C= ——— +C.
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12. Hatdrezatlan integral

1
124.g-archx + ‘]8;33\/.'122 —1{22% —1) - Em\/a,'z -14C.

125,z = sint helyettesitéssel & megoldas tgarcsinz + € = Wi + C.
-z

1
126.z = sht helyettesitéssel 3 (arshx +zy1+4 3:2) +C.
Ve 41

127.x = sht helyettesitéssel E— +arsha + C.
128.A \/z = cht helyettesitéssel a megoldds: arch /7 + /z(z — 1) + C.

‘)
-2
Vagy: */rm—l = u helyetiesitéssel f wdﬁ adodik, ezt u - '—{ 3 _ul)z

felbontassal parcialisan integrélva a végeredmény:

Va(z — 1)+ a,rf:h”;—l +C.
129, A /= =sint heiyettesitéssel arcsin & — f2{1 — @)+ C.

Vagy: 1;‘ = u helyettesitéssel —/z(1 — z) + arctg ‘J

130.A '
mzmﬂ]‘f@“ (:E—zu)z)

r+1
atalakitds utdn az et

= sint helyettesitéssel a megoldas:

1
2 arcsin — + aL+1\/3—2.‘£—:L'2+C’.
i3 arcsm [ \/o — 3z + C.
132, —azsh(m+1)+ \/m2+2$+’)+c

133.A /322 -3z +1 = ‘} 1:—-— +— —\/( Vi3r — 2} 1 Atalakitds

utén a 2v/3z — =shi helyef,t,f’sltessel a megoldas:

\/_[arsll(°\f1-\/—)+(2\/—1—\/—)1/3(9r—1)2+1]
r—1 -
134.2 arsh = 3 + 1:2 Vi—2z+ 224+ C.
135.8'a,rcsin$;1 +$—2—1\/15+237—$2+C.

T
=+ C,
a?+/a? + z?

1
137.u= = helyettesitéssel a megoldds: —— arsh £ + C.
z a z

1 — 1
138. /(1 + 22 PVttt 139.%\/(1 +2z%) — Z‘/l +222 4+ C.

12.6

136.Az = = shu helyettesitéssel
a



12. Hatdrozatlan integral

1 1 3
140.2 = ~ helyette‘;xﬁessel —In
23 4 341
141.A = = u* helyettesitéssel a megoldds: 24/r — 4¥7 + 41n (\"/:E)-{- 1) +C.
142.Az = = u® helyettesitéssel a megoldas: 6 (\6/5 — arctg {’/:E) +C.
143.z = u? helyettesitéssel a megoldds: 2arctg/z + C.

144.z = u* helyettesitéssel a megoldés: ;3—1 [\/'1 23 —In (\%?3 + I)] +C
te T _

V2 arth 83
145. . V2 )
VZarcth & \2/5 +C, z < 2aretg(l —V2), vagy « > 2arctg(1l + v2)
\/- (\/——1)COS’E+SIIIJZ—E~\/——1
- (VZ41)cosz —sinz + V2 + 1
146.A sinz = ¢ helyettesitéssel, vagy (6) alapjan, és felhasznalva, hogy

V1 — cos? 2 = sgu(sin z), az eredmény:
—sgn(sin x)arsh(sin z) + C = —sgn(sin z)In (cosz + /14 cos? x) +C.

2
147.———1‘—— + .
tg; +1

+C.

1
+C, 2arctg(l ~ V2) < < 2arctg(l + V2)

‘+C’.

148.t5~ + C. 149.In

r w , i 1 =z
tg(EJ’Z)IJFC‘ ISD.Earctg(Etg§)+C’.
Stgx +4

3 +C.

1
151.t = tg‘ a helyettesitéssel — arctg
(ki
152, [ =/ i
1~ 5111 z (1 —sin® 2)(1 +sin’z)

1
téssel — f:g,z, + Warctg (\/_tga:) + C.
153.tga = ¢ helyettesitéssel (1/2)tg®z — (1/2) ctg? z +2In | tg [ + C. A szamitss

révidebb, ha a sin® zcosd z = %sms 2z 4talakitdssal kezdjuk majd a sin 2z

dtalakitds utdn ¢ = tgx helyettesi-

helyébe (a tgx =t helyettesitésnek megfeleléen) a 1——-2- kifejezést irjuk.
gt —1 dt _
tg, t-[—l) cos?t
= / 35111 tcos’t — cos t) df =sintcosdt =

154.0 = tg — helyettesitéssel: [

tgt . T
(tgt+1)° (a2 +1)"
155.Az u = In x helyettesitéssel In L’(lnlu:r. -1)+C.
1586. / f Atalakitds utdn ¢ = tg z helyet-
y1—sinfz \/(1 sin? m)(l + sin® z)

tesitéssel % arsh (\/— tg :1:) +C.

12.7



12. Haldrozatlan integril

) 2
157.Az e —1 = u helyettesitéssel 2f ——2-13_——1— du =
U
=2 (\/ez — 1 — arctg ve* — 1) +C.
158.¢% —ln(e” 4+ 1) + C. 159.ln[th E| +C.

160.A t.g - =t helyett.a,ztessel a kiszdmitandé I integral: I = s ] i c—~bt2

Azc:besetbenI=1tg—2—-§-C.
c

2
c—b, e—b 2 fe—b =z
. = i = e arct MR e v
Hac>b c+bt (c—{-bt)’f cz*bzarcg( c+bg2 +C

. 2
c—b b—¢
b L
Az ¢ < b esetben . bt oy

————2 b b+c
b‘d‘—cza'rth(\/bJr tg2)+0 ha [z] < 2arctg /-—

t] , és ezéat

I =
2 b—c =z b+c
—_— (o — tg = ' tgy/f :
b2_clmrcth( b+ctg2)+6, ha jz| > 2arctg T
161, a:3%— 3= mil 5 }%:;; i e A kiszdmitandé hatdrozatlan mtegral:

13 12(3: + 4) il (z —2)? 1 ; +1 K
](a:-—Z Pt2w+4) TT U 2y 214 4\/'arcg v
162.—%111{3:4—1!4—%11113:—3!-}—6'. 163.lnjz - 2| +In|z + 5|+ C.

a? 1 1 jz-1
|l . .+ =1 .
164.1n || +C 165. 4 5ln [~ |+ C
166. -—llni:z:—l—1|+‘2hl]$+2{—-%hl[m+3|+c.
Az As Ay
dz =
o [ (22 )”{'—2)3*(1—2)4) -
=/ IR S [
x—2 (m—2)3 (w_20) =
i 1
—lnjz -2 - ‘
nle |+2(:c——2)2 o2 ¢
1 1 1 1 1
168'/(15+x_2+x_3_4(a:—2)+2(m—2)2) dz =
~ z | 1 1 1L ..
T4 z-2] z 22 2z-2) ’
1 1 1.,
169.§1n|$+1|—m—21n($ +1)*E-C
1 1 2 1 2z+1
170.§ln|x—1|—é-]n(a: +:1:+1)+-—\/§arctg 7 +C.

12.8



12, Hatdrozatlan integral

1 62" ’ » :
171.% / ——;P-————d:c dtalakitis és u = z% helyettesités utdn elemi tortekre
6/ 28(3 + 5af)
1 E
hontdssal az eredmény: — 13 —h— 513 + C,
8 3
172. f — 2 s stalakitds és u = 2t helyettesités utdn elemi tértekre bon-
(7 + 3a1)
4

T
tassal az eredmény: ) In Jﬁ +C.

173.21n |<

—i—C

174. Az z° =1 helyettemtessel zlnz = lnt mindkét oldalt t szerint differencidlva
dz .
(Inz + l)zi—t— = -. Emiatt

jh1m+1 Imz+1 dt _ dt _f( 1 -l) gt —
% —1 t—1 tnz+1) J#t-1) J\t—-1 ¢ B
=" e

175.2(y/7 — arctg /z) + C.

176. Parcialis integralassal: zf'(z) — f(z) + C.

177.1f(2x).

178.Az adott egyenletbs] kapjuk, hogy 2zf'(2?) = 2, aminek mindkét oldalat
integraljuk: f(z?) = 2z + C, azaz f(z) = 2yZ + C.

179.f(z) =z - a2+ C.

180. A formula igaz voltst mindkét oldal derivildsival igazolhatjuk.

181. Ha z > 0, akkor az integral értéke 1 3T 21C1, haz <0, akkor az integral éricke

w2 + Ca. A két konstanst figy kell megvalasztani, hogy a kapott fiiggvény

mmdenutt differencidlhaté legyen. Igy az integral értéke: ~3:1:c| + C.

182.12%z] + C. 183. H(1+ o)l 42| +(1~a)fl—z])+ C

184, -1+ C,haz <0;1 -+, haz>0.

185,z + C, ha |z| < 1; (2% + 2sgnz) 4+ C, ha ]zf > 1.

1
186. /——— arcsinz de = —— a.rcsma: +/ ———====dx. A méisodik tagban

I\/‘l—;rz
1
r== helyettemtessel a végeredmény: —— aresina — ‘
z
187["’“1“:) / d+f o~ +C
dx = arctgz — — .
z2(1 + z2) T+a2 ™ arcig z

188. ?ln(4+1:4)—z +2arctg—+0

2.9



12. Hatdrozatlan integrél

1
189, / L i 5 - 32% d stalakitéssal
5) 16 3.4 1 (3;3—5)
— (=52
3 _
— arthZ 5+C, hal<z<3v3
az eredmény: 12 1';;_ 5
—1—5 arcth - +C, hax<1,vagy 2 >3V3.
-1
180. —ln(a; 2244+ —= arctg +C.
.,\f \/—
2 5 1 3 o z+2
191.-9—111 (m — 5) 4o 57 § —_ 4. 192.5ln(a:“+4.-1;+8)—4arcf:g 5 +-C.

193.A nevezdt masodfoki tényezSkre bontjuk: 1+ 2 = 1 4+ 22% + 2% — 2% =

2 2
(1 + :1;2) - (\/51) =(1+2%+ \/53,)(1 + 2% — \/51:)
Tehat Az+ B Cet+ D azaz
) = 287
1+2t 2242241 22— 2241

i=(Az+ B)(;r:2 — V2 + 1) +{Cx + DY® + V22 + 1), amibsl
1= (A4+C) +(—V2A+ B+ V2C+ D)’ +(A— V2B+C+V2D)e+ B+D.
A megfelels egyiitthaték dsszehasonlitasabal:
A+C=0
—V24+B+V2C+D =0
A-V2B+C+ V2D =0
B+D=1.
1 1
Ly I R T
Ezekbsl B = D—2,(,_. 2\/?—,“4 ek

Al (i at A o
22 22422 +1 22 —Br+1 B

YRS e e
4\/_ Va4 V2241 22— V2241 -

1 22+ V2 +1 1 1 1
Rt e e e
B 2 ) ($+2) +3 (v F) 4
1 1:+\/_T—§—I _f( 1 N 1
Vet 2SI \(VEr 1P 1 (Vez -1y +1J

rIf—

dr =

4{
1 { 224+ V2241

- -y s +arcte{ v 22 — =
W) tin Y + arctg(V2x + 1) }—alcﬁg(fi i+ C
1 22+ /22 + 1 V2z

= — iIn,|—~———~—"— 4 arct C.
2\/2( 22— /2r 5 1 a.rcgl_m? +

N
194.2/7 arctg —:E—i + .

v
12.19



12. Hatérczatlan integral

1
195.—2\/§aﬂ;h \/_ -i-C‘ hayl—-v2 <z < V1426
1
2ﬁa1cth 73 +C haz < —\1— V2, vagy z > V1 + V2

196.Az —s— -
cos?*x cosz
tegralandé tag szamlaléjaban sinz = 1 — cos?z atalakitdst alkalmazva a

. } sinz dx
kiszamitando I hatdrozatlan integrélra az I = T~ I+ / egyenletet
cos?x T

felbontédssal parcialis integraldst végezve, majd a még in-

kapjuk, amibsl

_l(sinx 41 1t (m+1r)D+O
" 2 \cos?x R 2 4 '
197, - “5% 4 2 lnl

2?11 T

chz
198‘—2—}.}——51}1‘

1 (1 +tg? a:)

199/ =/ Urtg'z)

cost 2 cos? zcos? @ de = cos? z

3
dz::tgz+-t§53+(7.

=t a:+ft2 L

_g3 g < 608233

tg”
200.—ctg3:-—c~%—3+0.

201.tg3xdﬁs=ftg2$-tgmda:=j(

— 1) tgcdz = %tgzz-f—lnlcosm]—i—c.

cos? ;
I1+tge 1 tgr 1
202./ = [ ———det [ B gy =i Ztgz 4 C.
sin2z E sin 2z v 2sinxcoszx ‘ 2lnl g$§+2 g+

203.2tgx + Iz + C.
2 — cos?

204.tg2$da:=/5m;: da =f1____cos_:1:
€08

205.u = t%t helyettesitéssel

de =tgx —z +C,

cos?
tgt tg?

/1+u2du——j(u3—u+uzj_l) du = g4$ ——g—z——ﬂi—hllcosz§+c.

206. tgl——-—,r-]-snlzm-i-c.

207.1 (:12+2$]]12£C+%Si114$—ﬁlSiHSQI)-{—C

208.Az v’ =z és v = (arctg z)? vélasztissal /:c(arctg z)dr = —(arctg D
2
¢ +1

—~j it Farctgrdr =

a1l. 1[}3/3. és /b feladatokat.)
2

z 2z 2

20907 | — —~ —— 4+ —— C.
“ (Ina 1112a+1113a)+

1

2
2106.ch —_—
¢ $+chz 3ch’

arctgz — zarctgz + 5111(1 + 22) 4 C. (Lasd

+C

18.11



12. Hatdrozatlan integral

ath — b

2 arth
Va? + b2 v a2 +5
212.A kisza.untando integralt I-vel jelslve .
ch? z — sh? z ____j‘b i —~bchz d 1 b sh?z i
(a+bsha) 7 TS T G bsha) TR S (@ bshap o
—bchz

Parcidlisan integralva a ¢ = bchz és f = m vilasztdssal
5

211.i=th E helyettesitéssel az eredmény:

1 { behz B ] a de
"3 {a+bshz a+bshz b2
i bechzr a
T Ty [a-a]-bsha: _./a+bshmdx} +C.
Az utébbi integral kiszamitasdhoz lasd az eléz6 feladatot.
213.1 sr(sinlng — coslnz) + C.
214.arsh x —archz + C.

= |b| esetén az integral /

sinrcoszx

sin’z + C.
2| I

la] # |bf esetben viszont (a® sin® x -§- b2 cos m) = 2(a® — b?)sinz cos z.

\/02 sin? x + b2 cos? z
e +C.

216./3cosz = shu-t véve [ = — \/—[ cth arsh(v/3 cos 2 )+ arsli(\/gcos:c)} +C.

217.1 = fgsmr\fl-E-cos“a:d:v*f2sm$cmm\fl+cos4:cd:z:.
cos?

Legyen cos® z = shu, ekkor —2cos zsinzdz = chu du, €s

Ekkor az eredmény:

I= f chu ——[—l——t—sz—h—tfdu—-cthu—u-i-c—dﬂ-u C=
sh®u sh* u shu
_ V1+costz

—arsheos? z + (.

(.‘,OS2

218. Atalakitasokkal cos® z + sin®z = -—(1 + 3cos® 2z).

I= f —sin2z - é\/ 1+ 3cos? 2z dz. Legyen v/3cos 2z = shu, akkor

I= 16\/— [a.rsh(\/ﬁcos 2z) + /3 cos 21 + 3 cos? 2m].

sm $+cos z
219.7 = / dz =
1 (a+beosz)z

/‘ bsin g 0SRT bsinz dz + 1 B cos® x .
T (a + bcosx)? 2 J (e+bcos xz)?
Parcidlisan integrilva a g = bsinz és f = G::‘?—:’;m)z valasztdssal

1 bsinz 1 /‘ a

= Patbooss B ot .

a+ beosz b2

12.12



'13. Hatérozott integral (megold4sok)

5 1 1 1 573 1 9 3 91
! Z§+5(2 §)+§(2‘§)+5(I—z)—@-

: 1  — 1
2. A bal végpontokat valasztva: z; = i, Tip1— i = fl&) = :
n

I 2i—1 1 ) an—1) 1
fﬂmd’”—nli,“go' . ~n_.oonzZ(Z~1)*n_mT:§-

.

n n

i=1 :-1
A jobb Vegpontokat valasztva flé) =2
1. (n+ I)n _1
j.’cdm-—-hmz -nh_’rgo—2n—2—.--2.
3. 1 4. 4

6. f: (52° +1) do = [@—4 +x}: =324,
nT

2
7. A T 13.2 (6) tételt alkalmazzuk: a [2,4] intervallumon az ¢ és a sinT
fiiggvény is monoton csékkend, igy

2 T
0<e” sin —~ < e, tehdt 0< T <2e?

-1
8. Az integril-kozépértékiétel alapjsn / 3zt dr = 3% (-1 — {(-4)).
—4

. i ~
Mivel f . 32tde = {mg}_i = —1—(—64) = 63, ezért 63 = 9c?, azaz c = £/7.

A [—4,-1] intervallumba a ¢ = —/T7 érték esik.
2257 2
9., ¢= 288 =17,837. 10, c=a‘rccos‘/g, 11. c:a.rcsin;.
2
12. ¢) = arcsin —, ¢g = 7 — arcsin —.
T s

1 / dz = lhm {arcsin E]b
2 2 fl _ (2/2)2 b—2-0 210

. 1/5]% . 1510 _ 5
14. lim [5(z +2)/ 17, +, fm [5(z +2)V ], =501+ V2).

13. =

T
2.

2 1
15. V3 lim f 5 dz = 3. 16. j L da—s.
a—+0Jg 1 22/3
14
i7. 5 18. V3. 19. Nem konvergens.
20. Parcialis integralas utdn 2. 21. 2.

3.1



13. Hatirozott integrél

22. [~ e do= fim [~ = Jim (~e741) =1

b—oo 0 b—oo

1 2 7r

23. Nem komnvergens. 24, —— (a.rctg )
\/_ \/_
1

25. Nem konvergens. 26. —g

. z+4+1
27. 1, (mert lim =0.) 28. Nem konvergens.
T—CCO e,’l:
1
29, —.
n2

30. A sinz — cosz korldtossiga miatt lim e™*(sinz — cosz) = 0. Ezért az imp-

1
roprius integral értéke: 5

1
31. 2. 32, -.
4
b . b .
33. f Inzdz = lim [:z:lna:——z]a=b1nb—-b— im (alna — a).
a—+0 —s-4-{§
Mivel hm glne = lim l—n—t—l-— lim 1/a =0, ezért bln b — b = 0, amibél

a—+01/a  o—+0 —1/ 2
a kelesett b e b =e.

1 15 T T

34, — — ——. 35. —. 36. —.
4 32(1 1114)+1n24 35 5 76
37. Nem konvergens. 38. Nem konvergens. 39. 2

T
40. — . 41. 6.

4
42.

f4 dz :/2 dz +]3 dz .
1 \/3:—2”3:—— 1 \/(2——1:)(3—3:) 2 \/(.?:—2)(3—:1:)I

f =—In(3—2v2)+ 7 +1n(2v2+3) =In(12VZ+17) +7 =
Vi{z— 2)(m -3)
~ 6.667.

01 11

43. Divergens, mivel a ] —dz (és a f —2d$) integral divergens.
-1z 0T

44,

oo ] 1"? @ 1
T pR RN i
P> 1 zP a—oo [1 p] p—1

oo . IP
p<1l: f — = lim = 00
1 zP  e—oel-—pj,

o0 ] . a
p=1: fl ;dm:ah_l)]go{inx]]=oo

45, Az el8z8 feladathoz hasonléan.

13.2



13. Hatdrozott integral

46.

5 lin(2z + 4) —lnﬁ

A keresett T teriilet: T = f
59

23:-!—4

47, —

48.

49.

50,
54.

55.

56. —

60.

61.

62.

"
A fiiggvény grafikonja az [1, \3/5) intervallumon az z tengely alatt, a (\3/5’ 2]
mntervallumon az z tengely felett halad. Ezért a keresett T teriilet:

V3 2
1
— 3 .3 — 3
T=— /(q: ~3)de+ [ (2 ~3)de = ; (1895~ 19).
e/_
A fiiggvény a [0,1) intervallumon az z tengely alatt, az (1,2] intervallumon
az x tengely felett halad. Ezert a keresett T teriilet:

T:—fa sh(:t:~1)dz+/1 sh(z — 1)dz = 2(ch1 - 1).

1

163 51 2E2 g, T 53. 3

15 3 4 9

A figgvény grafikonja a [0,2) intervallumon az z tengely felett, a (2, 4] inter-
vallumon az z tengely alatt halad. Fzért a keresett T teriilet: T =

z— 2
/(1—3"'"2)&.3—]2 (1_31-—2) dm:[m—ina] —[x—-i—S—] :%.

A figgvény grafikonja az [1,2) intervallumon az z tengely alatt, a (2, e] in-
tervallumon az r tengely felett halad. A kereseit T teriilet:

T=— /m d:c—}—]ln dr=3—(e+1)In2.

52 8 1
. 57. —. 8. 20. 9, —,
3 3 58. 20 5 0
3 d.L' 9 .
Legyen 1 — 2 = cos® §; i dcos“tsint.
3
3
Haz=1- (%) ,akkorcost:-?,iz %
13 1
Haaz=1- (E) ,akkorcosi:a, i:g—.
/3 3/2 /3
T = j (l — [1 — cos® t} ) 3cos? tsint = /(1 — sin® t)3cosztsini =
/6 /6
3 ¢ sindty  sm*2]™ 21/35-8
—cosS t — — (t ) 4 = -
16 4 16 /6 64 32
4 4 6 6.
T=[1gtde~ [ W Edp =180
1 T 4z 47
1 (5e —1)?
2. 63. —sh6. ——
2" Se(1 +1In5)

13.8




13. Hatdrozott integril

65.

66.

67.

68.
69.

70.

T1.

72.

73.

74.
75.

76.

7.

78.

Az y = 22?2 —1 egyenletii parabola és az z-tengely metszéspontjai (—1—2, 0) .
1 7 o2 2v/2
—5:0),igy T=| [ (267 — 1)da| = 2L~
(55:0) 10 % st - vyiel = 2
1+v/2 1 2? 1
T=/ﬂ (m+§~5) d$-=6(5+4\/2—).

1 93
T:]V?(l—2m2)d$=——§—.

143 4
—fn( )d =75 ~ 3z

Szimmetria miatt (1 az 4brat)

V2
T=2-/1- (32 — 2 — 2Y)dz+

1 24 - 82
. 4 _ o2 il S
+2 fn(a: 3z° 4 2)dx PR

2 8 z° 2
T_2]0 ( +4‘I’) dw_z(“_ﬁ)‘

T= /(2:c—m2)d1:—4

r [ () [ (r-2) -
T=]0(\/5—§)dx=§.
szul(l—x——(l—2ﬁ+z))da;_—._

Az y? = 243 egyenletii parabola az z tengelyre szimmetrikus és azt a {-3,0)
pontban metszi. A feladatbeli két gérbe metszéspontjai: (~2,—1) és (6,3).

Ezért:
—2] \/:L’_+——d:c+/ ( :r:+3——)da:

Egyszer ibb a teriilet kiszdmitdsa, ha az z-t tekintjiik y fiiggvényének. Ekkor
32
7= [ (-t -9) dy =2

Egyszerubb az y tengely és a gorbek kozotti tertiletek kiilonbségét kiszémita-

ni: T = 2f (27 - f)dy_

Egyszeribb a sza.xmtas ha az y tengely és a gBrbék kbzotti teriiletek kitlonb-

ségét vessziik: T = f ( Sy?P1- ) dy = .3.
Az z-et tekintjitk y fuggvenyenek A /¥ =2—y egyenlethsl y = 1.

T= /(2 ) x/_)dy=1-
18.4




13. Hatdrozott integral

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

88.

89.
91.

a 2 2
T= 2\/&2—m2dx=4fa 1- (E) dz. Legyeu— = sint; ekkor #; = 0,
—a a
0

ta
és = 4/ a\/l——sm tacostdf = 4a? f cosztdt =
t

1

ts = arcsinl =

az'.rr.

¢ 22 z ®/2
T= j2b i- = dz. o= sint helyettesitéssel T = 4abf0 cos® dt = abr.
a

Az integralds kézben % = sint helyettesitést alkalmazva

r= [ (2 Eo) a2 [ (_2+4,/1- (;.)2) ds =
/ 2 o 16
—2$+Sa:csin:$1-+2-:r: 1—(%) L __3_71-_4\/—

A két kér metszéspontjainak koordindtdi: z; = —v/3, 3 = /3. Ezért a
keresett terulet z- tengely feletti része:

T1—2f (2 —y/4-22) da:+2/ Vi—zidz =
2

V3
_4 . T T 1 (m)z 4 L& + z 1 ($)2 _
= 4|z — arcsin 5 - 2 — ) . + arcsin 2 5 5 =

V3
=2v3-
A keresett T terulet‘. az a: tengely alatti félkor teriiletének és Ty-nek osszege:
T-27r~——+2\/_— —+2f

g
— 13 3,203 g = 2.
7 —jﬂ 3:1: 3z ) T %5

[

:{H‘/Z 7‘_2
+ cosz = — —1.
a 8

2

/2 . T
T=/; (z-—sm)dz:{?

xf2 5
T= / (cosz—(4:a:2——1r2)) dz=2+—?;7r3.

—x/2
3—e. 87, T = /xe”dx=364+1.

2 ; 1
T=/D(16$—:c 4)dm-32(1—m)+1n2 .
9 i)
— 0. = —
In4’ 9. T In4
A gorbék metszéspontja: r = 1, igy:
T = 1(51"%}2—32) da:=2——2—+——4—-

0 In3 I35
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13. Hatarozott integral

92. A gorbék metszéspontja z = 3 (1. dbra): ¥
8 z z—3 T
T= [ (nf-(1-27))d = _
" 1
= — In2-—1).
g H6(n2-1)
93. 2(e® +1).
94. 4(lnd —1).
=1 “(lnz—2m2 1
95. -/; na:d:n-}—fg( r—2 -S-)d:r=4, ml
96. 3 —e. (L. 12. 98.)

97. A metszéspontok az z; =1, 29 =2, 3 = 5 helyeknél vannak.
2 5 _
T=f hu;derL S - % dr = 4(lnd — 1).
1

Y4 Y

98. A metszéspontok az 2, =1, 22 =9 helyeknél vannak.
9
T = /} (In2 3 — In? %) dz =203 — 16. Lasd a fenti jobboldali 4brét.

27
99. i =a(l~cost), T= /u a®(1 — cost)? dt = 3a’n.

100. 1 101.a%n 102, 27
« . o T . T =
6 ’ 3V3
3ab
103. g;, 1 12.24. 104. —a?n(n? — 12)/48.
/3 213 - 8 — 27
105.% = 3cos’tsint, T :] (1 —sin’®t)3cos tsint dt = —I—-———J—
/6 64
2
106.02(15v/3/8 — 1 — 7). 107.7 — -E—. 108.2ar .
109T—£/%a2d =g’ 110 ail (r1 =r{p1))
. —20 @ =a . . % AT = TP) )
ala —r1) a’m
111,89 " o : iy
2 N (T] T((p] )) 112 16
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13. Hatdrozott integral

(12 T a2
— o=+ b
113 1 114 5 (2 + )
25 d
115.A 12.157. szerint T = %f = 11157)
(1+%cosqo)
27
1/2 isingp - % _ &
(1/2) T+1icosp 1/2 % 2 5 33
T 3
1 dip 1L ¢ 1 5917
R S, / =_[f,g_+ Log)t -
: J (1+cosp)? 8/ cost§ 4172 3° 2] 5
- %
1
—(5+4\/i).
4a - r?—g?
117. 5 118.-—126——, {r1 = r(ip1)).
T L [ 2b? o = 20 =2
118.¢ = tg(i)-re _4'5[0 a?sin® ¢ + b2 cos? y=a [arCtg(btg(’p)] -
abm,
1
120.3q%x . 121.T = 2. 122.d%r.

123.2 = a(l — cost), § = asint, zj — 2y = 2(tsn_lt —~ 2 + 2cost), amirsi
kimutathats, hogy mindeniitt nempozitiv. T = 3a’x.

2 V2

126. A vizsgdlt intervallumban z, £ és y pozitiv, § negativ.
zy — 2y = —3sin’tcost — Jcos’tsint + —8-(1 — cos 4t).

1 3 sindt\1™%|  21/3-8 - 2
7=l [sint theost e g (¢ HE)] - BRI
) 51 +cos” i+ g 4 ='r/*3| 61
127. -8 128.T = ¢ 129.7
.3\/5. <4 =11 .6.
130.21n a. 131.5.221 132.3 (a - 1) .
2 Va 2 a

133.Ebben az esetben a szektor megegyezik az ugyanehhez a fiiggvényhez és in-
tervaﬂumhoz tartozé gorbevona.lu trapézzal. Tertilete:

r= 5/0 (=1 (1==)" 4 (11_3:113) ) do vagy T = f.: (1-217)° ds;

t = 2!/% helyettesités utan: T = %"
e—2

4

134.1/12. 135. 136.% +In16— 4.

x/4
137.T=%f0 (4cos® p — cos® ) dp = 191’%+—:—
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13. Hatarozott integral

2
' wf4 1 5
38.7 = l/ o =2
138.T =5 A (4005{,0 oos&p) dy 3
/8 m/8 1 — cos? 1—cos®2¢ 17tg2e
39.T=lf tg? 20 d / d -[——-~
1 2jp B WWT3 cos'~’2<p =32

. w3 x/2
143.Szimmetria miatt 7 = 2- 1 Adp + Pdp) =43+ 85,
2\Jo  cos?yp S 3
5

144.A két kor metszespontjm a 2 = 4siny egyenlethsl: ) = g— Y2 =5

T= —f (1fism - 22)d<,o——3—+2\/-

145.Az7 1vhosszﬁsagot - sel jelblve: s = ] 1+a2de =2+ arshl =

=2+ In(1+3).
146.5s = arsh1 + v2 = In(1 + v2) + V2.

8 — P e a a?
147, —(10+/10 — 1}. 148.= -t =
27( 3V 0 - 1). 2a,rshp-!-2111-1-p2

149.A [0, a] intervallumon = > 0 és = — 3a < 0. fgy a [0, ¢} intervallumhoz tartozs,

-3 4
z tengely alatii gorbeiven y = 3 ad : ebbél s = A ;J_i —
a

150.Két ilyen iv van a gérbén; az aldbbi szamltas mind a kettdre érvényes. Implicit

2 2
fiiggvényként differencidlva: §:c‘3]i + gy‘?‘y' = (}, ebbdl

2 2/2 2/3
y"‘z = (g)g . Midsrészt az eredeti egyenletbsl: (_9_') = (2) — 1, tehat
z z z

() 0= [ ()" aem V] = WG] <

151.s = 1—arcth3+tarcth2 = 1—§1n —g—
L 2
zi42 1 1 1
152.3 = A i—-—m"’dm = —5 +2&I‘Cth§ = ——5 +In3.

2
153.1n /3. 154.1In /3. 155. —“(—“—;f—)
156.Polarkoordinitisan:

(1) 1‘2 .2 + $2 _ 2&32
=Y T 2a-g’



13. Hatérozott integral

amibsl = r cos p helyettesitéssel és az igy kapott egyenlet megold4ssval:
2asin’p
) p=2dne,
cos @

(1 + 3cos? p);

j\/rz +ridp = 20 (Pg/l +3cos?pdp. (Ez utébbi integral kiszdmi-

tasdhoz lisd a 12.213. feladatot) A hatérok polarkoordinitésan: Ha z =0,
akkor (1)-b6lr = 0, ésigy (2)-b8ly = 0; haz = §a akkor (1)-b6lr = f5a

5 2 1
- b8l 2a =4[5 : = ——. Eaeket felhasznl-
és Igy x Tj'COS(P 0 a 3 2 CO8 @, COS \/Q\/é Zekel elnaszn

3
va

= —2v3a [ cth arsh(v3 cos ) + arsh(v/3 cos )}mcas 77 =

143
2¢(1+v3In
a( -i—\/. \/5 )
157.s = arsh+/3 + 2./3 = In(ﬁ+ 2} + 2/3.
i 1 3
158. 2. 159.5( (4+9¢2) —8).

1
160.; (a,rsht1 +1y/1 4 t%) .

. . . 2
161.7 = —sint, y= -Z\CCOS%,

2
1—cos 2t + 1 cos® 1—1lcos2t
i2+?2=5iﬂzt+lcosz2t= cOs 2t + gcos” 2t (1-3 ) _

2
2% 1 sin 2¢1%7
= _ dt = — |t — = .
f/ ( cos2t) 7z [t 2 ]0 /2

162.8a. 163.2a7°.

164. :c = —5acos tsmt y= 5asm4tcost
&2 +¢% = 25a% sin®t cos? t(cos® t +sin® ¢). Kiszamitjuk a {z4rt) gorbe hossz4-.
nak negyedét, vagyis a [0, ;]-n integralunk, és azt négyszer vessziik.

x/2
s=4- 5a](; sint costy/cos® ¢ + sin®t dt. (1. 12.215.)
5= _2:8a [ rsh(v3cos 2t) + v3eos 261/1 + 3 221:]”/2
=— a co cos cos =
163 0

1
zf(arsh\fux/')_sa( +5—\/—§En(2+\/§)).

/2
165.2% + % = cos? H{1+16sin?¢). s= fﬂw costy/1+ 16sin® ¢ df. Legyen
dsint = shu, aklor 5=} [ V1 +shuchudu= Tin(4 + VIT) + LVAT

13.9




13. Hatéarozott integral

166.v/2 (e"/? —1). 167.aln ﬁ, ahol y; = y(ty).

168.5 = arsh1 = Iu{1 + \/i) 169.5 = Zarth — \/_ = In(2 + \/—}
170.2% + 4% = 25112 2tch2t; s = % [(ci12t1)3/2 — 1] _
o -1

{

2
17132+ = (14 }cht) . s=lna+

2
172. % [arch th a,rchig]; az integrilt helyettesitéssel szamithatjuk ki.
173.sh%¢;.
2w
1747 =0, 47t =¢% s= /0 Va2 dp = afp)i = 2an.

a ,
175.5 (591\/1 + ¥ +a.rsh(p]) .
N 1 y/ 1
176.&(\/2—~ oLt ?1+ U+ )
®1

1+v2
177.2a. 178.8+/3. 179.8.
a® sin z
4s f.
180.7% 42 coss—‘g Mivel fcos3 = Tooa —E— In tg a I+C’, (13sd a pl
2 dy sin £ v o7 /4
12.193. feladatot), :f - 2 1’ ( —) -
eladatot), s af s a[c 2Jl£+11 4+4 .
3
a (\/5—[— In tg -83) =a(v2 +In(1+ \/i))
181.p (V2 +In(1 + v2)). 182./2 + In(1 + /2).
3
183.8asin%. 184.%.
2
185. Atalakitasokkal +2 +72 = aQ(Zl-(i:—h_ch(ﬁp)z—; t= thg— helyettesitéssel
s = a(2x — thr).
8
186.a(p1 — 1), ahol ry = r(y1). 187. —33
N
188, Y1 1@ (e21 ~1).
1
189, —;jﬂ 196.12rx.
32 4 1;—
91.— .= . 93. —.
1917 192.7 (2 +sh2) 193.7
194.1?(311123—— 6lu3 +4).
3 3
195.2. 196,247 197,247
4 3 3
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13. Hatérozott integral

(1 - :::2/3)3 dz = 32r

1 16 1
198.V = 2 f 1-2de = n.  199.V = / .
7:0( z) dz .3 e 105

15 -1
dab?r
200, .

3
201.%(\/1_25~1),

T
202. A kiszémitandé felszint A-val jelolve 4 = 97 ./E; sinzy/ 1+ cos? zdz.
A cosz = shu helyettesitéssel

/sin:::\/l +cos?z dr = ——% [u + shju] + C; igy
T

A=—r [arshcosz + cosm\/lé-cT?;r} =x (2\/5-{- 2In{1 + \/5)) .
0

/4 1 R w/4
203.4 = 2#/ tgzyf1+ T dr = w.[—-}ig—%——m - arshcoszm} =
0 cost cos?z

0

2
(V5 - V24 1—1—%) (Az integral kiszamitdsdhoz lasd az 12.214. fela-
datot.)
204.a%7(2 + sh 2).
32 glf3
205.4/1 + ¢'% = (a2/3 - x2/3) ! ng's’ (az y' legegyszeriibben az eredeti egyenlet

mindkét oldalénak differencidlaséval szamithats ki). Legyen z = acos® 1.

/2 3.5 ?\'fz
A= vazj sin® u cosu du = Ba’r [%—EJ =
0

Gu’m
0 5

206.4a%x.

2 2—62
207.yv/1 + y’2 = b\/l _ (s-ji) , ahol 2= ¢ 5
a a
a & 2
A :2b-27r]0 \/1 - (f—) dr. Legyen E—{z-—sinu.
a a
5 u b uz
A= da ﬂ—/ 2coszualuz 2abr [u—f—sinu\/l —siuzul =
£ uy £ Hy
a
2ab 2
il [a.rcsing:— + b 1-— (EE) = 2br (E arcsin g 4 b) .
£ a a a o £
2
208.A:2%/2(ch2—chm)\fl+sh2:zdz=1rsh4—47r.

1
209.4 = 21_rj (=)W1 4+ (22)2 ds.

T

16

2z = shu helyettesitéssel A =
210.4¢%x.
211.4 = 27rjf asin®t - 3asintcostdf =
[i

(17 arsh2 4 14\/5) .

6alw
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13. Hatérozott integral

2 2
212.4 = 271'];' a®*(1 — cost)/2 — 2costdt = 643 Ly

213.y/4? + §% = 4v24%(1 - (:0515)3/2 sin t.
T 1284°
A=2W'4\/§a2-L (l—cost)sﬂsintdt: 8: i

22
e* costdt = Var

/2
214.5% + % = 2%, A= 2\/§7r/0

24/ % T
—5—(8 —2)

! . 2
[ezt(sin t+2cos t)] ;r/ =

1 1 1 4 2
. =—, M,=~ == —_ ==,
215 M*"’ 14? ¥ ] 5! T 47_ s 59 Ys 7
3 - 3 3
218. =~ My= = = — =2 18: — =097
Mm 8, . y 3, T ].Il4, Is ],114 5 6, Us 81ﬂ4 N
13 2 3n3 1
217 Mz =5, My=In3, T=2, z5= "> =165 ys=— =0,24
81 3 : 2 g
a3 a*r da
218.M_’; - , My = O, = ‘-—2—, Ts 0, ys = g
2al? abr 4b
219.M;g = T, My == 0., T = —2—~, Eg = (], ys = -3—7;-
24° a’r 4q
0. — — = - — = = —.
220, M, 7 My=0, T 5 zs =10, ¥ I
2ab? abr - 4b
221'M’C = 3 My = D, T = —5—, Tg = 0., Ys = g;r—
53 3_2 2 5a
222. Mz = 39 My =3a’°x®, T =3a°r, zs=am, ys= 5

(A T-re nézve l. a 99. feladatot.)

8a} 8a* 3ain 266a
My = — =— = Iy =Yg = .
- ?imT-rg 08 e 165 2335, filadati%.), TR S
224.M$=%i, My=i§-, Tzizi, ms=§, yszi'_;
225, My = 93—3{11'3 —67), My = a4 — ), T = azgrg, rs = %{4 —?),
Ys = ;gr%(wg ~ 7).
226. Mz = E, My =5a7, T =3d%n, zs= Sa Ys = 32

3’ O
(A T-re nézve l. a 120. feladatot.)
2927, M. a’3 3x _ a3 21
27. 3;:%(8 +1), My«—r(e -f-l), T=

(¢ +1).

a262w

4 ¥

2a ;4 !
T8 = gt (e "+ 1) " UST Tt
(A T-re nézvel. a 114. feladatot.)
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13. Hatsrozott integral

Téglalap- Trapéz- Parabola- Téglalap- Trapéz- Parabola-

médszer médszer mdbdszer mébdszer médszer mdbdszer
217, 1,23239; 1,22613; 1,23530. 218. 3,22023; 3,28326; 3,23961;
219. 36,6024; 34,7768; 35,6757. 220. 10,64646; 10,52355; 10,61165;
221. 44,5073; 44,2467, 44,4089. 222. 0,84459; 0,82999; 0,83682;
223. 1,08884; 1,19949; 1,08043. 224. 2,57979; 2,60902; 2,59083;
225.  0,94830; 0,94579; 0,94802. 226. 0,98560; 0,98517; 0,98546;
227. 0,91608; 0,91573; 0,91597. 228. 17,3843; 17,2277; 17,3222;
229. 5,40258; 5,40257; 5.40258. 230. 1 »22939;  1,22905; 1,22927;
231.  0,69266; 0,69412; 0,69315. 232. 1,46746; 1,46746; 1,46746;
233.  0,83587; 0,83521; 0,83565.
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Kedves Jegyzetfelhasznalo!

A j6 jegyzet nagyon hatékony segitség a tanuldsban. A legjobb jegyzeteket pedig még aktiv
mérndkként is haszndlni lehet. Egyetemi tanulményai alatt valdszindleg killonbozé szinvonal
jegyzetekkel taiikozott eddig, és fog taldlkozni ezutin. Kérjiik, hogy ennek a kérdGivnek a
kitoitésével segitse alabbi tirekvéseinket:

- ennek a jegyzetnek a kdvetkez6 kiadasaban kevesebb sajtéhiba legyen és indokolt

esetben késziljon el az dtdolgozott kiadasa,

- a jegyzeteket értékelni lenessen, amelynek eredményeként a legjobb jegyzetek szerz6i

nivadijat kaphatnak.

Kérjuk, hogy a kikilid6tt kérdéivet a Jegyzetbolt bejarata (V2 foldszint) mellett elhelyezett
gyiijtéladaba dobja be.

Faradozéséat koszoni az Egyetemi Jegyzetbizottség.

A jegyzet cime: MATEMATIKAI FELADATGYUJTEMENY 1.

A jegyzet szerz6i: Babhesanyi - Gyurméanczi - Szahd - Wettl
A jegyzet azonositja: 075001

Melyik targyhoz hasznalta a jegyzetet:

Kar:

Félév:

Térgy neve:

A jegyzet hany szézalékt tudta haszndini {pl. 75%):

A jegyzet a targy anyagénak hany szdzalékat fedte fe (pl. 50%):
A jegyzet minGsitése:

(0: haszndlhatatian, 1: nagyon rossz, 2: rossz, 3: tiirhetd, 4: j6, 5: nagyon j6)

Javaslat tdolgozasra:

A megtalalt sajtohibak:

(A tiloldalon folytathaté)
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