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Generatorfiiggvény

1. Egy banyasz a banya egy termében rekedt. A terembdl 6t ajté nyilik: az els6 ajté 3 éranyi at végén a
szabadba vezet. A masodik ajto egy alagutba nyilik, mely 5 6ranyi séta utan visszavezet ugyanebbe a
terembe a harmadik ajton keresztiil. A negyedik ajté szintén egy alagitba nyilik, mely 7 6ranyi séta utén
vezet vissza ugyanebbe a terembe az 6todik ajton keresztiil. A banyasz taldlomra valaszt egy ajtét, majd
minden alkalommal, amikor a terembe visszaér, elfelejti az addigi valasztdsait, és az 6t ajto koziil valaszt
egyet egyenld valészintiséggel, az el0z6 valasztdasoktdl fliggetleniil.

Hatarozzuk meg a szabadba érés idejének generdtorfiiggvényét.
2. Legyen X1, Xo,... fliggetlen azonos, N értékii valoszinliségi valtozok sorozata. Tovabba legyen N egy N

értékil valoszinliségi véaltozo, amely fiiggetlen az X-ektol. Legyen Y = Eﬁl X;. Tudjuk, hogy EY =
EN - EX;. Mutassuk meg, hogy a szérdsnégyzetre a kovetkezd egyenloség all fenn:

Var(Y) = Var(N)E(X1)? + E(N)Var(X,).

3. (a) Jelolje X egy szabdalyos kockdval az elsé 6-osig szitkséges dobdsok szdmdt. Hatdrozzuk meg az X
generatorfiiggvényét az elsé dobas szerinti feltételes felbontasbdél adédo rekurzio segitségével.

(b) Jeldlje Y az ahhoz sziikséges dobdsok szdmadt, hogy két 6-os jojjon egymds utdn. Mi lesz YV ge-
neratorfiiggvénye? (Irjunk fel rekurziét az elsé 6-os utdni dobds értéke szerint feltételesen.)

4. Van egy kék és egy piros dobdkockank, mindketté szabdlyos. Dobunk elészor a piros kockaval, majd
annyiszor dobunk a kékkel, amennyi a piroson kijott. Jeldlje Y a piroson kijott szamot, X pedig a kéken
kijott szamok Gsszegét.

Hatarozzuk meg X generatorfiiggvényét.

Eldgazo folyamat

5. Egy véllalkozo iizleteket nyit sorban. Idén nyitotta meg az elsét, és innentdl kezdve minden egyes iizlet
minden évben
e 0,2 valészintiséggel becsédol, és be kell zarni;

e 0,4 valésziniiséggel nullszaldés lesz, ekkor folytatja a miikodést a kovetkezd évben;

e 0,4 valészintliséggel akkora hasznot termel, amennyibol meg lehet nyitni még egy iizletet.

(Ijgy tekintjiik, hogy minden {izlet teljesitménye a tobbitdl és a sajat kordbbi teljesitményétdl is fliggetlen.)
Modellezziik a feladatot elagazd folyamattal. Irjuk fel az utdédeloszlas generatorfiiggvényét.
(a) Szamitsuk ki, mennyi az lizletek szdmédnak varhaté értéke 5 év mulva.

(b) Mekkora a valdsziniisége, hogy a vallalkozé legfeljebb 2 éven beliil becs6dol (azaz bezérja az Gsszes
tizletét)?

(¢) Mekkora a valdsziniisége, hogy sohasem cs6dol be teljesen a véallalkozd?

6. Tegyiik fel, hogy egy végtelennek tekinthetd szamitéogép populaciéban ha egy szamitégép megfert6zodik
egy bizonyos tipusu kartékony programmal, akkor a kovetkezd 1 nap sordn p valdszintiséggel kiirtjak,
igy nem fertéz meg mast. (1 — p)p valészintiséggel nem irtjdk ki, de nem is fertéz. Tovabba (1 — p)Fp
valészintiséggel k—1 addig nem fertézott gépet fertéz meg, és nem is irtjak ki, ahol k = 2, 3,4, ... értékeket
veheti fel. Tehat, ha X-szel jeloljiik, hogy hany fertézott géppel jarul hozza a kovetkezo napi fert6zott
gépek szamahoz egy fertézés, akkor X eloszlasa

PX =k =0-pFp, k=0,1,2,....

Tegyiik fel, hogy minden megfertézott szamitégép az osszes tobbi fertézott szamitégéptél fliggetlentil ,,sza-
porodik”. Legyen p értéke %. Modellezziik az egyes napokon a fertézott szamitégépek szamat eldagazo folya-
mattal. Tegytik fel, hogy az elsé napon egy fert6zott gép van. frjuk fel az utédeloszlas generatorfiiggvényét.
(Vegyiik észre, hogy az utédeloszlds ,,pesszimista”’ geometriai eloszlés.)



(a) Szamitsuk ki, mennyi a fertézott szamitégépek varhaté szdma 30 nap mulva.
(b) Mekkora a valésziniisége, hogy 3 nap mulva mér nincs fert6zott gép?
(¢) Szamitégép segitségével szdmoljuk ki a 71, e, ..., m50 valdsziniliségeket, és dbrézoljuk.
(m, = P(Z, =0))
(d) Mekkora a valésziniisége, hogy sohasem sikeriil kiirtani a kdrtevét?
7. Otté gyermekeinek szama 0, 1, 2 vagy 3, mindegyik 1/4 — 1/4 valészin(iséggel. Otté minden egyes
leszarmazottjanak gyermekeinek szama is ugyanilyen eloszlasu és a tobbiekétdl fiiggetlen.
(a) Jelolje X Ott6 tikunokdinak szamét. Adjuk meg X generdtorfiiggvényét. Szamitsuk ki EX értékét.
(b) Mi a valdsziniisége, hogy a 2. generdcidéra kihalnak a leszdrmazottak?
(¢) Szémitsuk ki annak az esélyét, hogy Otté leszdrmazottai el6bb-utébb kihalnak.

8. Jelolje O(p) annak a valdszin{iségét, hogy soha nem pusztul ki egy olyan eldgazé folyamat, amelyben az
utédok eloszldsa geometriai eloszldsti p paraméterrel. Rajzoljuk fel a p — 0(p) fliggvény grafikonjat.

1. Tétel (Hoeffding-egyenl6tlenség). Legyen X1, ..., X, figgetlen valdszindségi vdltozok. Tovdbbd létezik,
ag, by k=1,...,n dgy, hogy P(ar < Xy <bg) =1. Ekkor
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Hoeffding-egyenlétlenség, centralis hatareloszlds-tétel

9. Egy nagy kiterjedésli orszagban 400 A tipusu és 200 B tipusi szélerémiivet telepitettek. Az A tipust
termelése 0,5 MW és 1,6 MW kozott ingadozik 1 MW atlagos termeléssel. A B tipusu termelése 1,2 MW
és 2,8 MW kozott van, atlagosan 2 MW. Tegyiik fel, hogy az er6miivek termelése egymastol fiiggetlen.

(a) Szamitsuk ki, hogy mekkora az a kapacitds, amit legaldbb 1 — 10~ valészintiséggel nem 1ép til a 600
er6mi Ossztermelése.

(b) Tegyiik fel, hogy adott egy névleges kapacitds, C = 800 MW. Mekkora valdszinfiséggel 1épi til C-t
az aktudlis kapacitas?

(¢) Oldjuk meg az eléz6 feladatot, ha 360 A tipusd és 200 B tipust széler6miivet kapcsolnak be. C
ugyanaz.

(d) Tegyiik fel, hogy a B tipustiak mind be vannak kapcsolva. Ha C' = 800 MW-ot nem szeretnénk
tllépni legalabb 1 — 1078 valdszinfiséggel, akkor hdny A tipusi erémiivet kapcsoljunk be.

10. Egy védrosban 40000 csaldd él. Az egy csalad éltal egy nap alatt termelt szemét mennyisége semmiképpen
nem t6bb, mint 50 liter; a varhato értéke 20 liter, szorasa 10 liter.

(a) Mekkora napi kapacitdsu szemétégetd tizemet épitsen az dnkorményzat a haztartdsi szemétnek, ha
azt szeretnék, hogy annak az esélye, hogy az tizem nem tudja feldolgozni az egy nap alatt termel6dott
szemetet, legfeljebb 1% legyen? Adjunk becslést a CHT alapjén.

(b) Miért nem alkalmazhaté a CHT, ha az énkormdnyzat 1% helyett 10~8-0s biztonsigot szeretne?
Ebben az esetben adjunk becslést a Hoeffding-korlat segitségével.

11. Egy tirhajéban egy alkatrészre 200 kiilonb6z6 forrasbol érkezik terhelés. A varhaté terhelés Gsszesen 1000
Pa, a terhelés minden egyes forrasbdl legfeljebb 50 Pa. Mekkora legyen az alkatrész terhelhetésége, ha azt
szeretnénk, hogy a tulterhelés esélye legfeliebb 10710 legyen?

Hazi feladat: 6., 10.



