MATEMATIKAI STATISZTIKA
Dr. Bolla Marianna, Matematika Intézet, Sztochasztika Tanszék

Leiré statisztika

(Q, A, P) statisztikai mezd, ahol a P mértékesalad olyan IP eloszldsokbdl all, melyekkel
(2, A, P) valésziniliségi mez6t alkot. A probléma éppen a megfeleld eloszlds kivalasztasa.
Altaldban paraméteres a mezé: P = {Py : 6 € O}, ahol © C R* a paramétertér.

Vizsgalodéasaink kbzéppontjaban egy X valdsziniiségi valtozo all (pl. az egyetemista
fitk testmagassaga, a tanszékre délelott 10 és 10:30 kozt befutd telefonhivasok
szdma), melynek pontos P eloszldsét nem ismerjiik, csak annyit tudunk, hogy P € P.

Itt az els6 példaban P a normalis, a masodikban pedig a Poisson eloszlascsalad,
azaz problémank paraméteres. Célunk a paraméterek becslése, esetleg hipotézisek
vizsgalata (pl. igaz-e, hogy az egyetemista fiuk testmagassiganak varhaté értéke
mondjuk 175 cm, vagy szignifikdnsan kiilonbozik-e ez a 10 évvel ezel6tti egyetemistakétol).

Mindehhez megfigyeléseket végziink, azaz mintat vesziink. Statisztikai minta
alatt értjik fliggetlen, azonos eloszlasi valdszintiségi valtozok egy X, Xo,..., X,
véges sorozatat, ahol az X; valoszintiségi valtozok eloszlasa megegyezik az X hattérvaltozdéval.

Az Xy,..., X, mintat roviden jeldlje X, azaz X = (X1,...,X,,) n-dimenzios,
fiiggetlen komponensti véletlen vektor (vektor értékii valdsziniiségi valtozd), egy
konkrét kimenetelt pedig jeléljon x = (z1,...,2,), ezt a minta realizdcidjanak
nevezziik.

A mintaelemek egy T' = T'(X) = T'(X1, . .., X,,) mérhetd fliggvényét statisztikanak
hivjuk. Egy statisztikdban informaciét tomoritiink. Az lesz majd a “j6” statisztika,
mely nem veszit lényeges informaciot a tomorités altal. Bevezetjiikk a kovetkezo
alapstatisztikdkat.

Legyen X1,..., X, fliggetlen azonos eloszlasi n-elem{i minta.
Definicio. Az

X =

S|

>ox.
i=1

statisztikat mintadtlagnak nevezziik.

Ha hangstlyozni szeretnénk a mintaelemszdmot, akkor az X,, jelolést hasznaljuk,
ha pedig a konkrét realizaciokkal szamolunk, akkor z-t vagy Z,-t irunk.

Steiner-tétel. Az xq,...,x, € R rogzitett értékekkel és tetszdleges ¢ € R wvalos
szammal
1 1
_ _ 2 = = =)\2 AT
- Z(xl c) - Z(xl )+ (x—c)
=1 =1
teljestil.



Definicio. Az

=1

statisztikat empirikus (tapasztalati) szordsnégyzetnek nevezzik, az

n—1 n—104
=1

statisztikat pedig korrigdlt empirikus (tapasztalati) szordsnégyzetnek. A fenti men-
nyiségek gyoke az empirikus (tapasztalati) szordsilletve a korrigdlt empirikus (tapasz-

talati) szords, melyeket S illetve S* jelol.

Ha hangstlyozni szeretnénk a mintaelemszamot, akkor az S?2 illetve S*? jelolést
hasznaljuk, ha pedig a konkrét realizdcidkkal szdmolunk, akkor s2-t vagy 8;2—13
irunk.

Kovetkezmény. A Steiner tételbdl ¢ = 0 valasztassal kovetkezik, hogy az empirikus
szorasnégyzetet a kovetkezoképpen is szamolhatjuk:

1 o Y = o
SP=-) X?-X*=X?-X".
n
=1

Definicié. A X+/n/S* mennyiséget a mintadtlag standardizdlt hibdjdanak (standard
error of mean = S.E.M.) nevezziikk. Pozitiv minta esetén az S/X mennyiséget
szorasi egyutthatonak hivjak. Mérések esetében ez utobbi a relativ hibat jelenti.

Definicio. Legyen k rogzitett pozitiv egész. Az

My, = %zn:sz
=1

statisztikat k-adik empirikus (tapasztalati) momentumnak nevezzik, az

i=1
statisztika pedig a k-adik empirikus (tapasztalati) centrdlis momentum.
Nyilvéan S% = M§ = My — M}.

Definicio. Az M§/(Mg)3/? valészintiségi valtozé a ferdeség (skewness), az M§/(Ms)?—
3 valdszintiségi valtozd pedig a lapultsdg (curtosis).

El6bbi az eloszlas szimmetridjat fejezi ki (szimmetrikus eloszldsokndl elméleti
értéke 0), utébbi a stliriségfiiggvény lapossiagat méri (a standard normalis eloszlés
lapultsiga zérus).
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Definicié. Legyen (X,Y)T 2-dimenzids valdszintiségi valtozé, (X1, Y1), ..., (X, Yn)T
pedig vele azonos eloszlasu fiiggetlen azonos eloszlasu n-elemit minta. Jelolje Sy
illetve Sy a komponensek empirikus szorasat! A

n

1 _ _ 1 & _
C== X, - X)Y,-Y)=— XY, — XY
ng )( ) n;

statisztikat empirikus (tapasztalati) kovariancidnak, az
C Z?:l XZY; - TLX Y

R pu— pu—
Sx8v (S X2 - nX2) (S, Y2 - nY?)

statisztikat pedig empirikus (tapasztalati) korreldcionak nevezziik.

Definicio. Az X1,..., X, mintaelemek értékeit nem-csckkend sorrendben felvevd
X7 < X5 <o < X valoszinliségi valtozokat n-elemid rendezett mintdanak nevezzik,
igy a rendezett mintaelemek sem nem fiiggetlenek, sem nem azonos eloszlasuak.

Tehat minden kontrét xq, xo, ..., z, realizacidé esetén ezt az n valds szamot kell
nagysag szerint nem csokkend sorrendbe rendezni, és a nagysag szerint i-ediket
x;-gal jelolni. Természetesen a szorzattér kiilonbozd elemeire mas és mas lesz a
mintaelemek sorrendje, és igy a rendezés is.

Definicio. Az X — X7 statisztikat mintaterjedelemnek (range) nevezziik.

Definicio. Empirikus (tapasztalati) medidn alatt értjik paratlan n (n = 2k + 1)
esetén X -ot, paros n (n = 2k) esetén pedig (X + X} )/2-t.

Ez valéjaban a kozéps6 mintaelem, és amennyiben a realizaciobol szamolt értékét
m jeloli, ezzel teljesiil a Steiner-tétel Li- normaban vett megfelelGje:

Allitas.

n

! 1
mm—Z|azi—c|:—Z|xi—m|.
ceR N 4 nizl

=1

A fenti minimumot a minta dtlagos abszolut eltérésének is szoktak nevezni.

A kovetkezokben egy n-elemli minta alapjan kivanjuk kozeliteni a hattéreloszlast,
ezért megkonstrualjuk az in. empirikus eloszlasfiiggvényt, amirdl belatjuk, hogy
“elég nagy” n-re jol rekonstrualja az ismeretlen eloszlasfiiggvényt, akarmi is legyen
a véletlen minta. Ezt a tényt fogalmazza meg precizen a Glivenko—Cantelli-tétel,
melyet a statisztika egyik alaptételének is szoktak tekinteni.

Definicio. Empirikus (tapasztalati) eloszldsfiigguény alatt a kovetkezd véletlen fiiggvényt
értjik: tetszoleges x € R szadmra legyen

S I(x 0, ha z<Xjy,

A i <

Fi(r) := == Ez a:): E ha Xp<ao<Xp, (k=1,...,n-1)
1, ha z>X}.



Itt I(-) az argumentumban 4116 esemény indikatorvaltozéja. Kénnyt 1tni, hogy
az I(X; < x) indikatorvaltozok fiiggetlen azonos eloszlastiak (Bernoulli eloszldstak
F(x) paraméterrel, ahol F' az X hattérvaltozo eloszlasfiiggvénye).

Megjegyezziik, hogy F¥ az x4, .. ., x, realizdciéra olyan, mint egy Y ~ U(z1, ..., x,)

diszkrét egyenletes eloszlasu valoszintliségi valtozo eloszlasfiggvénye. Nyilvan E(Y) =
X és D*(Y) = S2.

Allitas. Legyen F(x) az elméleti eloszlasfiigguény és x € R rogzitett. Akkor

B(F; () = (), D2(Fy(a)) = D0 H@),

és lim,, o F(z) = F(x), 1 valdsziniiséggel.

A kovetkezo tétel ennél még erésebb allitast fogalmaz meg: n — oo estén az
empirikus eloszlasfiiggvények F)* sorozata nemcsak rogzitett z-re, hanem az egész
valds szamegyenesen egyenletesen is tart F-hez, 1 valdszintiséggel.

Glivenko—Cantelli tétel. n — oo esetén

sup | Fi(x) — F(z)| — 0, 1 valdszindiséggel.
z€R

A tétel a mintavételen alapuld eljarasok jogossagat tamasztja ala.

Amennyiben abszolit folytonos az eloszlasunk, az elméleti stirtiségfiiggvényt
is kozeliteni szeretnénk. A tapasztalati eloszlasfiiggvény barmilyen jol kozeliti
is a fenti tétel értelmében az elméletit, mégiscsak egy szakaszonként konstans
fliggvény, igy derivaltja nem adhat a problémara megoldast. Szoktak az em-
pirikus eloszlasfliiggvényt Un. magfiiggvény segitségével “simitani”, amely méar
folytonos, sot differencialhaté lesz és derivaltja “jol” kozeliti az elméleti stirtiséget
(magfiiggvényes becslok):

@)= [ ) -y dy

— 00

ahol az m magfiggvény egy kelléen sima valdsziniiségi stirtiségfiiggvény. A fenti
konvolicié tulajdonképpen azt jelenti, hogy az eredeti valdszintiségi valtozonkra
egy “zaj” rakodik ra.

Most csak egy egyszeriibb konstrukciét mutatunk be. n elemii mintankhoz
osszuk fel a szdmegyenest a h,, hosszisagi A; diszjunkt intervallumokra, és jelolje
vj a Aj-be es6é mintaelemek szamat!

Definicio. Az
fn(w’) =1

nh,’

Osszefiiggéssel definialt fliggvényt a minta siriséghisztogramjanak nevezzik.

ZL’EA]‘

Mivel a mintaelemek befoglalhatok egy véges intervallumba, nyilvan ezen kiviil

[ (z) = 0lesz, és ezen beliil véges sok kiilonbozo f () érték alakul ki. A stirliséghisztogram



is szakaszonként konstans fliggvény, és az alatta levd Osszteriilet 1. Belathatd, hogy
amennyiben x a valddi f stirliségfiiggvény folytonossagi pontja és n — oo olyan
modon, hogy még lim,, o h,, = 0 éslim,,_, o, nh, = 00 is teljesiil, akkor lim,, o fi(z) =
f(x), 1 valdszintiséggel. (Pl. ha mintank az [a,b] intervallumba foglalhaté be és

h, = (b—a)/n, akkor a feltétel nem teljesiil, viszont h, = (b—a)/n'=*, 0<a <1
esetén teljesiil.)

A Glivenko—Cantelli tétel arrdl szol, hogy az empirikus eloszlasfiiggvény 1 valdsziniiséggel
(majdnem minden realiziciéra) az egész szamegyenesen egyenletesen tart az elméleti
eloszlasfiiggvényhez. Tehat kell6 szamu mintat véve tetszoleges pontossaggal kozeliteni
tudjuk a valédi eloszlasfliiggvényt. De adott pontossdghoz vajon hany elemi mintat
kell venniink? A konvergencia sebességére vonatkozdan ujabb tételeket fogunk ki-
mondani. Ezek azt jelzik, hogy n kisérlet kb. 1/y/n nagysagrendii kozelitéshez
elegendo.

Legyen a hattéreloszlas F' eloszlasfiiggvénye folytonos, F) pedig jelolje az n-
elemli mintahoz tartozé empirikus eloszlasfliiggvényt. Akkor

Tétel (Szmirnov).

lim P <\/ﬁsup(F;(a:) — F(z)) < z) = S(2), Vz € R,

ahol

0, ha 2z <0,
S() = {

1 —6_222, ha z >0,

az un. Szmirnov-eloszldsfigguény

Tétel (Kolmogorov).

lim P(ﬁsup|F;(a:)—F(a:)| <z) = K(2), Vz € R,

0, ha 2z <0,
S (—1)iem % =1 23 (—1)ie 27 hg 2> 0,

1=—00
az un. Kolmogorov-eloszldsfiiggvény.

Legyen most az X illetve Y hattérvaltozo (nem feltétleniil ismert) eloszlasfiiggvénye
a folytonos F'illetve G fiiggvény, F illetve G}, pedig jelolje az n-elemit X, ..., X,
illetve az m-elemt Y7, ...,Y,,, egymastdl is fiiggetlen mintakhoz tartozé empirikus
eloszlasfliggvényeket. Tegyiik fel tovabbé, hogy F(z) = G(x), Vo € R. Akkor

Tétel (Szmirnov).

lim P < P ap(F*(2) — G* (z)) < z) =5(z), VzeR

n,m—oo n+m zer m
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Tétel (Szmirnov).

lim P < nm sup |F)(x) — G, (z)] < z) = K(z2), Vz e R.

nm—oc0 n+m ger

A Kolmogorov—Szmirnov tételeket hasznalni fogjuk a hipotézisvizsgdlatban an-
nak eldontésére, hogy mintank egy adott I eloszlasfiiggvényti eloszlasbdl szarmazik-
e, vagy pedig két minta szarmazhat-e ugyanabbdl az eloszlasbdl. Vegyiik észre, hogy
a hatareloszlasok fliggetlenek a valédi hattéreloszlastél, igy tin. nem-paraméteres
prébéak definialhatok segitségilikkel.

Most az un. “j0” statisztika fogalmat pontositjuk.

Definicio. Likelihood-fiiggvény alatt értjiik a mintaelemek egyiittes valészintliség il-
letve slirtiségfliggvényét. Legyen x = (x1,...,2,) € R™ rogzitett, és Lyp(x) a
likelihood-fiiggvény az x helyen. Ha a hattéreloszlas diszkrét pg valészintiségfiiggvényel,
akkor

n

Lo(x) = Po(X = x) = [ [ Po(Xi = 2:) = [ [ po(s),
=1 =1

ha pedig abszolut folytonos fy slirtiségfiiggvénynyel, akkor

n

Lo(x) = [ [ fo(x).

=1

Vagyis a likelihood-fliggvény az x helyen diszkrét esetben annak a val6szintiségét
adja, hogy a realizdcio éppen x, abszoltt folytonos esetben pedig annak a valdszintiségével
aranyos, hogy a realizacio x “kis” kornyezetébe esik.

Neyman—Fisher Faktorizaciés Tétel. Egy X minta T(X) statisztikdja pon-
tosan akkor elégséges, ha létezik olyan go(t) (0 € O, t € T (=T értékkészlete)) és
h(x) (x € X) mérhetd figgvény, hogy

Lo(x) = go(T'(x)) - h(x)
teljesul minden 6 € ©, x € X esetén.
Azaz a likelihood-fliggvény csak a T statisztikdn keresztiil fiigg a paramétertdl.

Keresstink elégséges statisztikakat a faktorizacios tétel alapjan!

1. Példa: Legyen Xy,..., X, ~ P(A) fliggetlen azonos eloszlasil!

Li(x) = H i' e = (Az?:lwie_”’\> : <H x%,) = @) h(x),

] =1

=1

fgy >0 | X; elégséges statisztika, és nyilvan X is az.
2. Példa: Legyen X1,..., X, ~ Exp(N) fiiggetlen azonos eloszlasi!

Ly(x) = H e i = \lem A im ri
i=1
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ami megfelel gy (T(x))-nek, és h(x) = 1. Ezért Y .| X; elégséges statisztika, és

X is az.

Nyilvan egy elégséges statisztika invertalhato fliggvénye is elégséges lesz. Nézziink
most példdkat tobbdimenzids paramétertér esetén elégséges statisztikdra (ilyenkor
persze a statisztika is t6bbdimenziés).

3. Példa: Legyen X1, ..., X, ~ N (u,o?) fiiggetlen azonos eloszlasu! Itt § = (u, 02).

1 1 < )
Lo(x) = Wexp (_W ;(l‘z — 1) ) =

=1

ami megfelel go(T'(x))-nek a T'(X) = (X, S?) elégséges statisztikaparral, h(x) =
1. Nyilvén az (X, S*?) statisztikapar, vagy a (3.1, Xi, S, X?) statisztikapar
is elégséges lesz.

4. Példa: Legyen Xq,..., X, ~ Ula,b] fliggetlen azonos eloszldsi! Itt 0 = (a,b).

ha z1,...,2, € [a,b]

n 1
L) =L ote = { T
paley 0, kiilénben.

Azaz Log(x) = (b—a) "I(z] > a, ) < b) = go(x},z}) és h(x) = 1 vélasztassal
a faktorizacié teljesiil. Ezért az (X7, X;') par elégséges statisztikat ad az (a,b)

paraméterparra.

Definicio. A T elégséges statisztikat minimdlis elégséges statisztikdnak nevezziik,
ha fliggvénye barmely mas elégséges statisztikanak.

Ez a legtomorebb, és ekvivalencia erejéig mar egyertelmii.
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BECSLESELMELET

Legyen (Q,.A,P) paraméteres statisztikai mezd, ahol P = {Py : 0 € ©}. A
0 paramétert vagy annak valamely 1 (6) fiiggvényét szeretnénk becsiilni az X =
(Xq,...,X,) figgetlen azonos eloszlasi minta alapjin konstrudlt 7'(X) statisztika

segitségével. Jelolje g ill. zﬁ az igy kapott becslést!
Egy becslés josagat kiilonbozo kritériumokkal mérjiik. Ezekrol, tovabba arrdl
lesz sz6, mikor talalhaté legjobb becslés, és n névekedésével hogyan javul a becslés.

Definicio. T(X) torzitatlan becslés 1(0)-ra, ha

Eo(T(X)) = ¥(f), V0ecO.

Allitas. X mindig torzitatlan becslés m(0) = Eg(X)-re, ha ez véges.

Bizonyitds. Vegyuk az Xi,..., X, fliggetlen azonos eloszlasii mintat! Feltettiik,
hogy a kozos varhaté érték létezik: Eo(X;) =m(0),i=1,...,n. Igy

E@(Xn> = %iEg(Xﬁ = m(9), Vo € ©.

O

Konnyt latni, hogy a mintaelemek barmely konvex linearis kombinaciéja is torzitatlan
becslés a fenti véges varhato értékre, tehat a torzitatlansag onmagaban még nem
teszi egyértelmiivé a becslést.

A fenti &llitdsbol kovetkezik, hogy a B, (p) binomidlis eloszlis p paraméterére
rogzitett n esetén a relativ gyakorisdg torzitatlan becslés, ugyanis Y ~ B, (p)
el6dll Y = Y | X; alakban, ahol X1,...,X,, ~ Z(p) fiiggetlen azonos eloszldsui
Bernoulli-véltozék p varhaté értékkel, X = Y/n pedig a relativ gyakorisig.

A torzitatlansagnal gyengébb kovetelmény a kovetkezo:

Definicio. A T'(X,,) statisztikasorozat aszimptotikusan torzitatlan becslés 1(0)-ra,
ha
lim Ey(T'(X,)) = (0), Vo € ©.

n—oo

Allitas. Legyen X1, ..., X, figgetlen azonos eloszldsi minta eqy tetszdleges olyan
eloszldsbol, melyre minden 0 € © esetén o(0) = DZ(X) < oco. Akkor S2 aszimp-
totikusan torzitatlan, S;:Q pedig torzitatlan becslése a szordsnégyzetnek.

Célunk az, hogy a torzitatlan becslések kozott minél kisebb szorastiakat talaljunk.

Definicio. Legyen a Ty és Ty statisztika torzitatlan becslés a 6 paraméterre, vagy
annak valamely ¢ (0) fliggvényére. Azt mondjuk, hogy T hatdsosabb (efficiensebb)
becslés, mint T5, ha

Dj(Th) < Dy(T), V0 €O,

és legalabb egy 0y € O esetén (2)-ben < teljesiil. Egy torzitatlan becslés hatdsos
(efficiens) becslés, ha barmely més torzitatlan becslésnél hatdsosabb.
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Hatasos becslés nem mindig 1étezik, de ha van hatasos becslés, az egyértelmii.
Tételek alapjan majd el tudjuk donteni egy torzitatlan becslésrol, hogy hatasos-e,
néhany esetben pedig garantalni tudjuk hatdsos becslés létezését.

A konzisztencia azt jelenti, hogy a megfigyelések szamanak novelésével javul a
becslés pontossaga.

Definicio. A T(X,,) statisztikasorozat (gyengén/erésen) konzisztens becslés 1(0)-
ra, ha minden 6 € ©-ra n — oo esetén T'(X,,) — 1(0) valésziniiségben/1 val.séggel.

Allitas. Ha Xi,. .. , Xn fiiggetlen azonos eloszldsi minta X-re és m(f) = Eg(X)
létezik, akkor akkor X, (gyengén és erdsen is) konzisztens becslés m(0)-ra.

Az allitdas nem mas, mint a nagy szamok gyenge és erds torvénye.

Legyen (2, A,P) paraméteres statisztikai mezd, ahol P = {Py : 0 € O}.
Célunk az, hogy a 6 paraméterre vagy annak valamely ¢ (0) fliggvényére konstrualt
torzitatlan becslések szérasnégyzetére alsé korlatot adjunk. Ha egy torzitatlan
becslésre ez a korlat eléretik, akkor biztosak lehetiink abban, hogy hatésos becslésiink
van, ami 1 val.séggel egyértelm.

Sziikséglink lesz a kovetkezo, R. A. Fishertdl szarmazé fogalomra.
Definicio. Legyen X = (X1, ..., X,,) figgetlen azonos eloszlasi minta az X hattérvélozé

eloszlasabol, amely a 0 paramétertdl fiigg (6 € ©), itt csak a dim(©) = 1, © konvex
esettel foglalkozunk. A fenti minta Fisher-féle informdcidja az

1,(0) = Ey (% lnLg(X))2 >0

mennyiséggel van definidlva.

Tétel (Cramér—Rao-egyenlétlenség). Legyen (£, A, P) paraméteres statiszti-
aki mezd, ahol P = {Pg : 6 € O}, dim(©) = 1. Legyen X = (X1,...,X5)
fiiggetlen azonos eloszldsu minta a Py eloszldsbol, amirdl most tegyiik fel, hogy ab-
szoliit folytonos. Tegyiik fel tovabbd, hogy a T'(X) statisztika valamely derivalhato
Y fligguénnyel képzett 1 (0) paraméterfiigguény torzitatlan becslése,

DZ(T) < +o0, VH € ©

tovabba teljestilnek az aldbbi bederivalhatosdgi feltételek:

%/.../L9<X)dxz/.../%Lg(}{)dx, Vo € ©
69// X) Lo (x dx_// x)dx, V€,

ahol [ -+ [ n-dimenzids integrdldst jelent a lzk:elzhood-fuggvenytartdjdn. Akkor

DZ(T) > %, Vo € ©.

A kovetkezo tétel arrdl szdl, hogyan lehet egy torzitatlan becslés hatasossagat
javitani egy elégséges statisztika segit ségével.



10

Rao—Blackwell-Kolmogorov Tétel. Legyen (2, A, P) paraméteres statisztikai
mezd, ahol P = {Py; 0 € ©}. Legyen X = (X1, ..., X,,) figgetlen azonos eloszldsi
minta valamely Py eloszldsbol. Legyen tovabbad
(a) T(X) elégséges statisztika,
(b) S(X) torzitatlan becslés a ¥ (0) paraméterfiggvényre.
Akkor T-nek van olyan U = g(T) figgvénye, amely
(1) szintén torzitatlan becslése a1 (0) paraméterfigguénynek: Eq(U) = 1(0), V0 € O,
(2) U legaldbb olyan hatdsos becslése 1(0)-nak, mint S: DZ(U) < DZ(S), V0 € O.

(8) U konstrukcidja a kévetkezd: U := Eo(S|T) = g(T(X)), VO € O (ezt nevezziik
“blackwellizdldsnak”).

A tétel iizenete: a hatasos becsléseket a minimalis elégséges statisztika fliggvényei
kozt kell keresni.

Becslési mdédszerek

Mazimum likelihood elv

Legyen (92, A, P) dominélt statisztikai mez6, ahol P = {Py ; 6 € O} (a paramétertér
lehet t6bbdimenzids és legyen konvex). Vegyiink egy X1, ..., X, fiiggetlen azonos
eloszlasu mintat a Py eloszldsbdl (6 ismeretlen). Az xq, ..., x, realizicié birtokdban
a paraméter becslésének azt a 6-ot fogadjuk el, amely mellett annak a valészintisége,
hogy az adott realizaciét kapjuk, maximalis. Mivel ezt a valészintiséget a likelihood-
fliggvény tiikrozi, a modszer ezt maximalizalja. A maximumbhely csak a realizaciétél
fiigg, tehat statisztikat kapunk becslésként.

Definicio. Legyen Lg(x) : X x © — Ry egy n-elemil mintahoz tartozé likelihood-
fiiggvény, tth. L a szorzattéren mérheto. A 6: X — O statisztikdt a 0 paraméter
mazimum likelihood (ML-)becslésének nevezziik, ha 6 globdlis maximumhelye a
likelihood-fiiggvénynek, azaz

Lé(xl,...,xn)(xl’ ey Jin) > Lg(xl, ceey zcn)

teljesiil VO € O és (x1,...,x,) € X esetén.

Amennyiben © konvex, nyilt halmaz és L differencidlhaté 6 szerint, akkor a
globalis max. helyet a staciondrius pontok kozt keressiik. Ilyenkor az Lg(x)
likelihood-fiiggvény helyett az lg(x) = In Ly(x) loglikelihood-fliggvényt derivaljdk
0 szerint, ugyanis a log-fliggvény monotonitasa miatt a két fliggvény lokdlis max.
helyei megegyeznek. Tobb paraméter esetén parcialis derivaltakat vesziink. Ezutan
ellendrizziik, hogy tényleg lokalis maximumot kaptunk-e, és kivalasztjuk a globalisat.

1. Példa: Legyen Xy,..., X, ~ P(A) fliggetlen azonos eloszlasi!

n

Ix(x) =1In [H %e”‘] = ln/\ixi - ilnxi! — An,
v i=1 i=1

=1

melynek A\ szerinti derivalasaval a

oh(x) 1 o B
N —X;xl n=20
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likelihood-egyenlet adédik, melynek megoldéasa )\ =Zz. Ezena helyen a loglikelihood-
fliggvény A szerinti masodik derivaltja negativ, igy tényleg lokdalis maximumbhe-
lyet kapunk, ami egyben globdlis maximumhely is. Tehat a T'(X) = X statisztika

a A paraméter ML-becslése.

. Példa: Legyen Xq,..., X, ~ Exp()\) fliggetlen azonos eloszlds!

Ix(x) =1In [H )\e_’\‘“] =nln\— )\in,
i=1 i=1

melynek A szerinti derivalasaval a likelihood-egyenlet adodik, melynek megoldasa
A=1 /Z. Ezen a helyen a loglikelihood-fiiggvény A szerinti masodik derivéltja
negativ, igy tényleg lokdalis maximumhelyet kapunk, ami egyben globalis maxi-
mumbely is. Tehdt a T(X) = 1/X statisztika a A\ paraméter ML-becslése.

. Példa: Legyen X1,..., X, ~ N(u,o?) fiiggetlen azonos eloszlast, 0 = (u, 02).

n

fo(x) =[] oo™ 5 = [—m(m)_w _

202
i=1 i=1

n

— —g(ln(%r) + ln02) — i (xz - N)Q'

02 <
=1
Olg(x R .
I T
=1
Olg(x) n 1 1 .
00> = 257 T (e 2w =0
=1

Mivel a i = Z széls6értékhely nem fiigg a o? paramétertdl, ezért fi = Z-ot a
masodik egyenletbe helyettesitve o2 = S2 adédik, ami torzitott, de aszimptotiku-
san torzitatlan becslése a szérasnégyzetnek. Most vizsgdljuk meg a masodik
derivaltakbdl 4116 Hesse-mdtrixot a stacionérius (z, s2) helyen:

0 —xap
ez negativ definit, tehat tényleg lokalis maximumbhelyet kaptunk, ami a paramétertertomany
nyitott volta miatt egyben globdlis maximumbhely is.

. Példa: Legyen X1,...,X, ~ U[a,b] fliggetlen azonos eloszlasi! Itt 0 = (a,b).
Az

L = (25 ) e ez

likelihood-fiiggvény nyilvan csak akkor kiilonbozik 0-tdl, ha az a < z7 és b > z7
feltételek teljesiilnek. Ilyen feltételek mellett viszont az 1/(b — a)™ tényez6 a
lehet6 legrévidebb [a, b] intervallum véalasztdsa esetén lesz maximadlis, azaz az
intervallum “rahtzédik” a mintéra. Tehat (a,b) = (X*, X*) lesz a paraméterpar
ML-becslése.
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Momentumok mddszere

A médszert altalaban tobb paraméter egyitittes becslésére hasznaljak. Legyen
X1,..., X, fliggetlen azonos eloszlasu minta egy Py eloszlasbdl, 6 = (64, ...,0k).
Valasszunk k db. momentumot (4ltaldban az elsé k-t), amelyek a 61, . . ., 0, paramétereket
mar egyértelmiien meghatarozzak:

m; :Eg(Xj):gj(Hl,...,Hk), jzl,,k}

Tfh. a (g1,...,9x) : RF — R¥ leképezésnek létezik inverze, jelolje ezt (hy,. .., hg) :
R* — R¥, ahol tehdt h;(my,...,my) = 0;.

Definicio. A fenti jelolésekkel 6; momentum becslése alatt a
0; = hi(ing, ..., my),  i=1,....k

statisztikat értjiik, ahol
N
i=1

a minta j-edik empirikus momentuma.

Legkisebb négyzetes becslések, regresszio

Az alapprobléma a kovetkezo: Az X,Y v.v. egyiittes eloszldsanak ismeretében
kozeliteni szeretnénk Y-t X mérheto t fv.-ével legkisebb négyzetes értelemben:

E(Y —t(X))> = min. ¢ — ben.
Tudjuk, hogy az optimumot az an. regresszios gorbe szolgéltatja, melynek egyenlete:
topt(x) =E(Y | X = z),

azaz Y feltételes varhaté értéke a X = x feltétel mellett. Amennyiben X, Y egytittes
eloszlasa 2-dimenzids normaélis, a regresszids gorbe egyenes lesz. Egyéb esetekben
is szoktdk a a legkisebb négyzetes értelemben legjobb linearis kozelitést keresni,
kiilonosen ha az elméleti egyiittes eloszlas nem ismert, csak egy 2-dimenziés minta
all rendelkezéstinkre.

1. Elméleti megoldds
Tegytik fel, hogy az X, Y v.v.-k (4ltaldban ismeretlen) egyiittes eloszldsa abszolt
folytonos, tovabba a valtozdk elsé, masodik és vegyes mdasodik momentumai
léteznek, ezeket kiilon jeloljiik is:

E(X)=m;, E(Y)=my, D*(X)=0}, D*(Y)=o02 Cov(X,Y)=c, Corr(X,Y)=r,
feltehetd, hogy o1 > 0. Keressiik az I(x) = ax + b regresszios egyenest, mellyel
h(a,b) =E(Y —1(X))* =E(Y —aX —b)*> = min. a,b— ben.

Ez egy kétvaltozos szélstérték feladat, a staciondrius megoldas az alabbi egyen-
letrendszerbol kaphaté:

%
Oa
%
ob

= —2E[(Y —aX — b)X] =0

= 2E[Y —aX — b =0
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(ui. a fenti feltételek mellett a paraméter szerinti derivélds és az integréldst
jelenté varhaté érték képzés felcserélhetd), vagy ami ezzel ekvivalens:

a-E(X?) +b-E(X)=E(XY)

a-E(X)+b=EY).

Az ismeretlenek a és b, az egyiitthatématrix:

m= (50 "),

melynek determinansa: |H| = E(X?)-E?(X) = 07 > 0, {gy a Cramer-szab4llyal:

E(XY) —E(X) E(Y) C ro102 g9
a= -2 = 2T Ty
1 1 1 1

Cc

b=E(Y)—aE(X) =my — 5m,.
01
A masodrendi derivaltakat tartalmazé Hesse-matrix szintén H, ennek mindkét
fominora pozitiv, igy a fenti a, b valéban lokdlis minimumot szolgédltat, ami a tar-
toméanyok nyiltsaga, és a differencialhatésagi feltételek teljestilése miatt globdlis
minimumot is ad. A regressziés egyenes egyenlete tehat:

c
y=ar+b=—(x—my)+ma,
g1

vagy még konnyebben megjegyezheto formaban:

Yy —mg xr — 1M
=T .
g9 01

Az is l4thatd, hogy a kovariancia (korrelacid) el6jele adja meg a regressziés
egyenes iranytangensének eléjelét.

Néhény sz6 a regresszié (=visszatérés) fogalom jelentésérél. Sir Francis Galton
brit orvos a XIX. szdzad masodik felében sziil6—gyerek testmagassag kapcsolatat
vizsgélta. Feltételezte, hogy o1 = o9 = 0. Akkor a gyerek testmagassdga (V) a
sziil6 testmagassdgaval (X)) a kovetkezOképpen predikélhaté linedrisan:

Y =mg+r(X —my),
ahol 7 az X és 'Y kozti korreldcidt jeloli. Ha |r| < 1, akkor nyilvén
|Y —m2| < |X —m1|.

Ebbdl lathato, hogy az » > 0 esetben: amennyiben a szl az dtlagnal magasabb,
a gyerek is az lesz, de az utdd magassaga kevesebbel miilja feliil az atlagot, mint
a sziil6é. Hasonldéan, ha a sziilé az atlagnal alacsonyabb, a gyerek is az lesz,
de az utéd magassdga kevesebbel van alatta az atlagnak, mint a sziil6é. (Az
atlagtol valé abszolit eltérésre negativ korrelacié esetén is hasonlé mondhato.)
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Ezt a jelenséget nevezte el Galton az atlaghoz valé “visszatérés”nek, latinul re-
gresszionak.

. A regresszids eqyiitthatok becslése mintdbdl

Legyen most (X1,Y7),...,(X,,Y,) i.i.d. minta az (X,Y) hattérvéltozéra. A
fenti modell a, b egylitthatoéit becstiljiik a legkisebb négyzetek modszerével:

h(a,b) =Y (V; —aX; —b)’> > min. a,b—ben.

=1

Miutén az a, b szerinti parcidlis derivaltakat 0-val tessziik egyenl6vé, a kovetkezo
egyenletrendszert kapjuk:

a-ixfm-ixi:ixm
=1 =1 =1
CLZ”:XZ—an:zn:}/Z
=1 =1

A Cramer-szabdly itt is alkalmazhaté, hiszen feltehetd, hogy az egytitthatématrix
determindnsa n?S% > 0. Teljesen hasonlé szdmoldssal, mint az 1. részben kijon,

hogy
C Sy . 5 =& Sy o
G6=—=R—, b=Y—-aX=Y - R—X,
ng S X SX
ahol Sx ill. Sy jeloli X ill. Y (korrigdlatlan) empirikus szérasét, C' ill. R pedig
az X és Y kozti empirikus kovarianciat ill. korrelaciot jeloli. Mivel az egyenle-
trendszer megoldasakor ugyanazokat a lépéseket kovetjiik el, mint az 1. részben,
nem meglepd, hogy a és b becslésénél az elméleti elsé és masodik momentumok
helyébe a mintabdl szamolt empirikus momentumok lépnek, azaz momentum
becslést kapunk.

Megjegyezziik, hogy linedris regressziéra vezethetdk vissza a kovetkezd approximécios

feladatok:

a. Y ~aetX <= InY ~Ilna+bX

b. Y ~aX’<=InY ~lna+blnX
c. Y ~1/(aX+b)<=1/Y ~aX +b

Mintdbdl becslésnél a. esetben az (X;,InY;), b. esetben az (In X;,InY;), c.
esetben az (X;,1/Y;) (1 = 1,...,n) 2-dimenziés mintdkon hajtjuk végre a 2.
részben leirt linearis regressziét, és a végén néha még a becsiilt paramétert is
transzformélni kell.

Polinomialis regresszio
r-edfoki polinomidlis regressziondl keressik az Y ~ a, X" + -+ + a1 X + ag
kozelitést legkisebb négyzetes értelemben:

E(Y —a, X" —---—a1X —ag)®> — min. a; — kben.

Az a,, ..., a1,a9 egyitthaték meghatdarozasahoz derivaljuk célfv.-tinket minde-
gyik egytitthaté szerint parcidlisan. A derivaltakat 0-val egyenlové téve r+1 db.
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linearis egyenletbdl all6 egyenletrendszert kapunk, mely megoldhaté Cramer-
szaballyal. A megolddsokba 2r rendig jonnek be momentumok (ezek létezését
fel kell tenni). Amennyiben 2-dimenziés minta alapjan szeretnénk becsiilni az
egylitthatékat, a becslésekbe a megfelel6 empirikus momentumok jonnek be (2r
rendig). Megjegyezziik, hogy itt az r > 1 egész szam értékét elére meg kell adni,
bar egyes programcsomagokban elég a szébajoheté maximalis r-t megadni, és au-
tomatikusan megtorténik az ennél alacsonyabb fokii polinomokhoz valé illesztés
is az illeszkedés szignifikancidjanak vizsgdlataval egyiitt, ha a felhasznédlé kéri.
(Az r = 1 eset a linedris regresszié.)

Intervallumbecslések

Az eddigiekben un. pontbecslésekkel foglalkoztunk, vagyis a becsiilend6 paramétert
v. paraméterfliiggvényt a mintaelemekbol képzett egyetlen statisztikdaval becsiiltiik.
Most becslésként egy egész intervallumot — melynek hatarait természetesen statisztikak
jelolik ki — fogunk hasznalni. A mdédszer egyben dtvezet benntinket a hipotézisvizsgalatok
elméletébe.

Legyen (€2, A, P) paraméteres statisztikai mez8, ahol P = {Py; € O}, dim (0) =
1! Legyen tovabba X = (Xi,...,X,) fliggetlen azonos eloszlasi minta a Py
sokasagbdl (6 ismeretlen)!

Definicio. A (T1(X),T5(X)) statisztikaparral definidlt intervallum legaldbb 1 — ¢
szintt konfidenciaintervallum a 1 (0) paraméterfiiggvényre, ha

Po(T1(X) < 4(0) <T2(X)) =1 —¢, Vo € O,

ahol ¢ elére adott “kis” pozitiv szam (példaul e = 0.05, € = 0.01, a hozzdjuk tartozo
szignifikanciaszint pedig 95%, 99%).

Abszolat folytonos eloszlasoknal egyenl6ség is elérhetd, ekkor értelemszertien
pontosan 1 — € szinti konfidenciaintervallumrol beszéliink. Diszkrét eloszlasoknal
nem mindig érheto el az egyenloség.

1. Példa: Konfidenciaintervallum szerkesztése a normalis eloszlas varhaté

értékére ismert szoras esetén
Legyen X, ..., X, ~ N (u,oc?) fiiggetlen azonos eloszlast minta, ahol o} ismert,
i (a varhaté érték) ismeretlen paraméter. Tudjuk, hogy X torzitatlan, erésen
konzisztens és hatésos pontbecslés p-re. Keressiink p-re 1 — ¢ szintli konfidenci-
aintervallumot az (X — r., X + r.) szimmetrikus alakban:

P(X—re<pu<X+r)=P,(X—pl<r)=Pu(-re<X—pu<r)=

—r X — r r —r
# (v < oo < i) = (aem) = (aovm) -
oo/v/n ~ oo/vn  oo/y/n oo/v/n oo/v/n

:g¢<%%ﬁ)—1:1—a

azaz
Te £
o ¢
(00/\/5) 2’

ahonnan a standard normalis eloszlds 1 — /2 kvantilisére az
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jelolést haszndlva adédik, hogy

Ue /200
Voo

Tehat a keresett 1 — ¢ szint{i konfidenciaintervallum:

> Ueg /200 Ue /200
X — X
( Vi T )

lesz. Vegyiik észre, hogy a konfidenciaintervallum hossza n novelésével és a
oo széras csokkentésével csokken, ha viszont ezeket tartjuk konstans szinten,
akkor a szignifikanciaszint novelésével (e csokkenésével) né (1évén a standard
normélis eloszldsfliggvény, @, és inverze is szigorian monoton névé fiiggvények).
Azaz a mintaelemszam novelésével és a szoras csokkenésével “pontosabban” be
tudjuk hatarolni a varhaté értéket, viszont nagyobb biztonsag csak a “pontossig
rovasara” érhetd el.

re =

Ismeretlen szoras esetén ez nem alkalmazhaté, a szamolasokhoz bevezetiink néhény
fogalmat.

Definicid. Legyenek X1, ..., X,, ~ N(0,1) fiiggetlen azonos eloszldsu valdszintiségi
valtozok! Az X = >0 | X? valszin(iségi valtozd eloszldsat n szabadsdgi foku
(centralis) x2-eloszldsnak nevezziik, és x?(n)-nel jeldljiik.

Az1.3. paragrafusban meghataroztuk a y?(n)-eloszlas stirtiségfiiggvényét, tovabba
lattuk, hogy

Megjegyzések:
- E(X) =n és D*(X) = 2n.
- A definiciébdl kévetkezik, hogy fiiggetlen, ny, . . ., n, szabadsagi fokt y2-eloszlast

valdszintiségi valtozok Osszege x2-eloszlast lesz ny + - - - + n, szabadsagi fokkal.

- Han elég “nagy”, akkor a centralis hatareloszlas tétel értelmében a x?(n)-eloszlas
normalis eloszlassal kozelithet6 az (5.4)-beli paraméterekkel.

Definicio. Legyenek Y ~ N(0,1) és X ~ x?(n) fiiggetlen valészintiségi valtozok.

Az
Y

VX/n -

valésziniiségi valtozét n szabadségi foku t-eloszlasinak (vagy Student-eloszldsinak)
nevezziik, és a fenti mdédon jeloljiik.

t(n)

A t(n)-eloszlas gp-el jelolt siirtiségfiiggvénye egy paros fiiggvény, ami n — oo
esetén a standard Gauss-gorbéhez tart. Eloszldsfliiggvényére G, (—x) = 1 — G, ().

Allitas (Lukécs Tétel). Legyen X1,..., X, ~ N (u,0?) fiiggetlen azonos eloszldsi!
Akkor

(1) X ~N(p,0%/n),
(2) nSy/o® ~ x*(n—1),
(3) X és S? fiiggetlenck.
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Nyilvanvald, hogy (2) és (3) helyett a kovetkez6 ekvivalens allitasok hasznalhatdk:
(n—1)83% /0% ~ x*(n - 1),
X és S*? fiiggetlenek.

Példa: Konfidenciaintervallum szerkesztése a normalis eloszlas varhaté
értékére ismeretlen szoras esetén

Legyen X1, ..., X, ~ N (u,o?) fiiggetlen azonos eloszldst minta, ahol a o széras
és a p varhaté érték is ismeretlen. Szerkessziink (X — r., X + r.) alakid (szim-
metrikus), 1 — ¢ szint konfidenciaintervallumot p-re!

Az 5.1. Allitasbdl kovetkezik, hogy az
X -1 *2
M\/_NN(O 1) és %N}f(ﬂ—l)

o

statisztikak egymést(’)l fiiggetlenek. Alkalmazzuk a t-eloszlds (5.5) definicidjat:

X—u

_X—,u n~tn—
— 1)5*2/( )_ 5 Vn ~t(n—1).

Ekkor egyrészt

Poo2(X —re<pu<X+71)=P,2(|X —p|<r)=
=P, 2(-re<X—p<r)=

—Tre X — Te
:PWQ( Sf “\F< S{)zl—s,

masrészt pedig a t-eloszlas eloszlésfiiggvényére tett megjegyzés miatt

X —
P02 <t5/2(n -1 < o K 5/2(71 — 1)) =1—¢,

ahol a t(n — 1)-eloszlas 1 — €/2 kvantilisére a

tepa(n —1) = G4, (1 - g)

jelolést vezetjiik be.

A fenti képletek Osszevetésével igy a konfidenciaintervallum sugarara
= ta/2(n - 1) ) S;;
. =
NLD

adddik. Tehat a keresett 1 — ¢ szintll konfidenciaintervallum:

> t€/2(n - 1) ' S;: v t€/2(n - 1) ' S:;
X — X .
( Vi T

Vegyiik észre, hogy a konfidenciaintervallum hossza annal kisebb, minél nagyobb
az n mintaelemszam és minél kisebb az S korrigdlt empirikus szoras, tovabba
minél alacsonyabb szignifikanciaszintet (biztonsagot) akarunk elérni. Mivel a széras
ritkdn ismert, ez a képlet t./5(n — 1) helyett u. o-el ismeretlen szérds esetén is
alkalmazhat6, ha n “nagy” (n > 30), hiszen ekkor a korrigalt empirikus széras
nagy pontossaggal becsli a valodit.
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HIPOTEZISVIZSGALAT

Az alapproblémat a kovetkezo példan érzékeltetem. Vasarléi panaszok érkeznek,
hogy egy élelmiszerboltban az 1 kg-os felirati cukros zacskéban valéjaban kevesebb
van. Szeretnénk korrekt modon kivizsgalni az tigyet. Kiszallunk az iizletbe, megmériink
n véletlenszertien kivalasztott zacskot, Xi,..., X,, a minta. Legyen n = 25, és
a realizdciéban azt talaljuk, hogy atlaguk 0.98 kg. Mit tegyiink? Az eltérést
okozhatja a véletlen is, hiszen az 1 kg varhaté értékii, normalis eloszlasi mintaele-
mek eltérhetnek a varhato6 értéktol. A kovetkezoképpen gondolkozunk: az drtatlansag
vélelme alapjan tegytik fel, hogy nem csalnak, vagyis a normalis eloszlasi hattérvaltozd
varhaté értéke valéban 1 kg. Szerkessziink példdul 95%-o0s konfidenciaintervallumot
a varhato értékre a minta alapjan! Amennyiben az lkg hipotetikus varhaté érték
nincsen benne ebben az intervallumban, akkor két eset lehetséges:

- Mivel az esetek 95%-aban a varhaté érték benne van ebben az intervallumban,
a véletlen folytan lehet, hogy mégiscsak bekovetkezett az az 5% valdszintiségli
esemény, hogy nincsen benne.

- Nem igaz eredeti elképzelésiink, hogy 1 kg a varhaté érték.

Nagyon kis okunk van azt hinni, hogy bekovetkezett egy 5% valdszintiségii esemény,
inkdbb az utébbi mellett voksolunk, hogy nem 1 kg a varhaté érték. Azaz 95%-os
biztonsaggal ugy dontiink, hogy csaltak. Ellenkez6 esetben, ha az 1 kg benne van
a konfidenciaintervallunban, viszont 95%-os biztonsaggal gy dontiink, hogy nem
csaltak. Lehet, hogy hibasan dontottiink. Ugy is donthettiink hibasan, hogy fel-
mentettiik a boltot a vad aldl, holott az igaz volt. Vizsgaljuk meg a hibas dontések
valészintiségét!

Fogalmazzuk meg a feladatot a kovetkezoképpen: a Hy Gn. null-hipotézis és a Hq
alternativ hipotézis (ellen-hipotézis) kozt szeretnénk donteni. Esetiinkben az X ~
N (i1, 02) hattérvaltozo ismeretlen p vérhaté értékére vonatkoznak a hipotézisek (a
0o szOrast most ismertnek vessziik).

Ho: p=po(=1kg),  Hi:p# po.

(Valgjdban itt a Hy : u < po alternativét kellene inkébb vizsgélni, ezt egyoldali
ellen-hipotézisnek nevezziik, és késébb targyaljuk.)

A dontést az X1, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlast minta, illetve az ebbdl szamolt

X — o

00

u =

Vn

statisztika alapjan hozzuk. Ettol fliggetleniil valasztunk egy 1 — e szignifikanciasz-
intet (esetiinkben € = 0.05), és ehhez meghatarozzuk az

un kritikus értéket. A konfidenciaintervallumoknal tanultuk, hogy ez a standard
normalis eloszlas 1 — /2 kvantilise. Azt is lattuk, hogy

_ Ug/900 ~  Ug/900
IP’M(,uoe(X— i//% , X + 5\//% )):PHO(\U|<UE/2):1—6.
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Tehat Hy fenndlldsa esetén pg 1—¢ valészintiséggel benne van a fenti, X koriili, sz-
immetrikus konfidenciaintervallumban. Ezzel ekvivalens, hogy X standardizaltjanak,
az u valoszintiségi valtozonak az abszolut értéke kisebb, mint az u, /o kritikus érték.
Ezért az in. u-proba a kovetkezo 1épésekbol all:

1. A mintabdl kiszamoljuk az u probastatisztikat.

2. Az adott 1 — ¢ szignifikancia-szinthez téblazat alapjan meghatdrozzuk az u. /o
kiiszobértéket.

3. Doéntiink: ha |u| < u. /s, akkor 1—¢ szinten elfogadjuk Ho-t, az |u| > u. /o esetben
pedig elutasitjuk azt. Utdbbi esetben azt mondjuk, hogy a cukroszacskék tomege
(1 — £)100%-o0s szinten szignifikdnsan eltér az 1 kg-tdl.

Példankban: © = 0.98, up = 1, n = 25 és legyen o9 = 0.05. Ekkor u = —2.
Mivel 95%-os szignifikanciaszintnél ¢ = 0.05 és u.o = 1.96, ezért 95%-os biz-
tonsaggal el kell utasitanunk a null-hipotézist, azaz megéllapitjuk, hogy csaltak.
99%-o0s biztonsag mellett ezt mar nem tudjuk megtenni, ugyanis akkor e = 0.01 és
ug /9 = 2.58, ezért 99%-os biztonsdggal el kell fogadnunk a null-hipotézist. Ez nem
meglepd, hiszen az intervallumbecsléseknél megallapitottuk, hogy a szignifikanci-
aszint novelése noveli a konfidenciaintervallum szélességét (a mintaelemszam névelése
viszont csOkkenti azt). Azt mondhatjuk tehat, hogy 95%-o0s biztonsiggal allithatjuk,
hogy csaltak, de 99%-os biztonsdggal mar nem &llithatjuk ugyanezt. (Azaz a
boltot “elsofokon” elitélik, de egy szigoribb birdsag “masodfokon” felmenti a vad
alél. A szigorusag a vadlott érdekeit képviseli: minél kisebbé akarjdk tenni annak

//////

A standard normalis eloszlasfiiggvény tablazatabdl kikereshetd, hogy ¢ = 0.0456
esetén lenne u. o = 2, azaz ez lenne az a legkisebb £, ami mellett mar, illetve
95.44% lenne az a legnagyobb biztonsdg, ami mellett még el tudnank utasitani a
null-hipotézist.

Dontésiinkkor kétfajta hiba is felléphet:
I. faju hiba: Hy fennall, mégis elutasitom.
II. faji hiba: Hy nem &ll fenn, mégis elfogadom.

(A fenti példdaban I. faju hibat kovetiink el, ha elitéljik az artatlant, és I1. fajit,
ha felmentjiik a biindst.)

Jelolje p; illetve po az 1. illetve II. faju hiba valészintiségét. Nyilvan
b1 = ]P)Mo (|’LL| > us/Z) =g,

igy ezt a fajta hibat uralni tudom a szignifikanciaszint megvalasztasaval. A masodfaju
hiba azonban fiigg a valddi u # g paraméterértéktol:

b2 = ]Pu (|u| < us/Z) )

tovabba fiigg e-tdl és a mintaelemszamtol is.

Be lehet 1atni, hogy a

ﬁn(,u,e) =1-p= ]PM (|u| > us/Z)

un. erdfiggvény anndl nagyobb, minél inkdbb eltavolodik p a hipotetikus pg-tol,
minél nagyobb n, illetve minél nagyobb e. Az I. és II. faju hiba tehat ellentétes
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mozgasu. A gyakorlat donti el, mennyire érdemes kicsinek valasztani az uralhato
I. faju hibat.

Mivel csak az els6faji hiba “uralhaté”, a masodfaju valtozasa pedig vele el-
lentétes, elobbit nem érdemes tulsdgosan leszoritani. Az is egy megoldas, hogy a
Hy, H; szereposztast valasztjuk meg gy, hogy a masodfaju hiba elkovetése ne
legyen fatalis, az els6 faji hibaé legyen a siilyosabb vétség, ennek valdsziniiségét
viszont tetszolegesen kicsivé tudjuk tenni kelloképpen magas szignifikanciaszint
valasztasaval.

Példaul gyodgyszer-hatasvizsgalatnal legyen
Hy : a gybgyszer hatastalan vagy karos, Hi: a gydgyszer hatasos.

Ilyenkor az uralhatatlan masodfaju hiba azt jelenti, hogy egy hatasos gydégyszert
nem vezetnek be, mert hatastalannak vagy karosnak mindsitjiik, ami azért nem okoz
fatdlis problémakat. Az els6faji hiba — hogy hatasosnak mindsitiink és bevezetiink
egy hatastalan, netan kéaros készitményt — valdsziniisége viszont kellden kicsivé
teheto, példaul legyen € = 0.001, igy ennek bekovetkezése nagyon valdszintitlen.
Altaldban is, az orvosi gyakorlatban a null-hipotézis gyakran a pejorativ verziot
tartalmazza: nincsen hatasa egy kezelésnek, egy klinikai mérésnek nincs diagnosz-
tizald hatésa, sth., tehat oriiliink, ha ezt el tudjuk utasitani minél magasabb szinten.
Ezt kiilonosen nem-paraméteres prébakndl tudjuk megtenni.

Més szitudciéban (paraméteres probaknal) viszont inkdbb nagynak valasztjuk
az els6faju hibat. Példaul egy szigoruan rogzitett méreti alkatrész gyartasakor
gyakran el6fordul, hogy a gyartoberendezés kopasa miatt a varhaté érték megvaltozik
(a széras kicsi). Minéségellendrzést végziink arra vonatkozoéan, hogy az alkatrésze
megfelel-e a szabvanynak. Ekkor a

H, : a varhato érték megegyezik a szabvany mérettel, H; : nem egyezik meg

hipotézisek kozotti valasztasnal viszonylag nagy e-t kell valasztanunk, ha szigoruak
akarunk lenni: vallaljuk, hogy selejtnek minésitiink egy jé alkatrészt is, semmint
véletleniil rosszat épitsiink be.

Elterjedt az a gyakorlat, hogy nem adjuk meg elére e-t, hanem nézziik, hogy mi
az a legkisebb ¢, amelyre 1 — ¢ szignifikancia-szinten mér el tudjuk utasitani a null-
hipotézist. A felhasznalé aztén eldonti, elég-e neki ekkora szignifikancia (a program-
csomagok ezt a kiiszob-e-t irjék ki, és néha ezt nevezik szignifikancidnak). Amugy,
ha egy préba konzisztens, “kelléen nagy” mintaelemszam esetén a mésodfaju hiba
tetszolegesen kicsivé teheto, igy ilyenkor nyugodtan magasra valaszthatjuk a szig-
nifikanciaszintet.

Statisztikai probak altalanos elméletérol csak annyit, hogy altalaban a mintateret
kell felosztanunk egy elfogadasi és egy kritikus tartomanyra (valamely statisztia
kvantilis-értékei alapjan) tugy, hogy az I. faji hiba (vagy azok maximuma, ameny-
nyiben null-hipotézisiink osszetett) adott ¢ legyen. Elég altaldnos konstrukcidk
léteznek erre a felosztasra, melyek adott € mellett az eréfiiggvényt maximalizaljak
az ellenhipotézis barmely fennallasa esetén.

A leggyakrabban hasznalt paraméteres és nemparaméteres probdkat az 6ran kiosz-
tott tablazatban foglaltuk Gssze. Paraméteres probaknal a hipotézis a paraméterre
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vonatkozik, mig a nemparaméteres probak olyan kérdéseket vizsgalnak, hogy két
minta azonos eloszldsbol szarmazik-e, fliggetlen-e, stb. A tablazatban szerepld
x2-préba mellett a Kolmogorov-Szmirnov tételeken alapulé Kolmogorov-Szmirnov
prébak is hasznalhaték. Vegylik észre, hogy a statisztikai probak lényege: taldlunk
egy statisztikat, melynek eloszldsa megadhaté a null-hipotézis fennallasa esetén.
Ezutdan megnézziik, hogy a mintabdl kiszamolt ezen statisztika értéke mennyire
tipikus ilyen eloszléds esetén. Ha nem az, akkor elutasitjuk, kiilonben pedig elfogad-
juk a null-hipotézist.
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