1. Valoszintiségszamitas alapok

1.1. Eseménytér, esemény, valészintiség

Adott egy kisérlet, aminek az eredménye véletlen. Pl.: Eldobunk egy dobokockat és feljegyezziik,
hogy hanya(s)t dobtunk.
Fogalmak:

e Eseménytér: A kisérlet Osszes lehetséges kimenetelének halmaza. Esetiinkben Q = {1,2,3,4,5,6}
e Elemi események: a kisérlet lehetséges kimenetelei - pl. ,,1” vagy ,,5".

e Esemény: az eseménytér részhalmaza: Pl. A :={1,3,5} C Q vagy B :={5,6} C Q.

Az események azok,

— amik tudnak bekovetkezni vagy be nem kovetkezni: pl. ha a kisérlet eredménye ,,3”, akkor
az A esemény bekovetkezett, a B pedig nem.

— amiknek van valoszintisége. Pl. ha a kocka szabalyos, akkor P(A) = 2 = és P(B) = 2 =
1

g.
e ValOszintiség: eseményeknek van, mindig egy 0 és 1 k6zotti szam — egy A esemény valoszintisége
P(A). Mas szoval a valoszintiség egy P : {események} — [0, 1] fiiggvény.

Megjegyzés: Kis pongyolasaggal ugyanigy jeloljiik ez elemi események valoszintiségét, pl. 17
egy elemi esemény, {1} egy (egy-elém() esemény és P(1) = P({1}) = 2.

Példak:
e () ={} a lehetetlen esemény, persze P(()) = 0.
e O =1{1,2,3,4,5,6} a biztos esemény, persze P(Q2) =1

e A és B esemény kizird, ha AN B = (), vagyis egyszerre legfeljebb az egyik kovetkezhet be.
Ilyenkor persze P(A vagy B) = P(AU B) = P(A) + P(B).

Amikor egy kisérletnél megmondjuk az események valdszintiségét, matematikai modellt alko-
tunk a kisérletre.
Egy kézenfekvs modell: legyen minden elemi esemény valészintisége azonos — esetiinkben i, igy

6’
minden A eseményre

P(4) = kedvezd esetek szdma @
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Ennek a modellnek a neve klasszikus valdsziniségi mezd. Esetiinkben jo lesz a modell, ha a kocka
szabalyos, de ha nem, akkor nem.
Tovabbi példak:

1. Egy szabalyos dobokockat addig dobalunk, amig ki nem jon a 6-os, és addig is feljegyezziik
a dobéasokat. Ekkor lehetséges elemi események pl. 6", 11167, vagy ,111111...” (csupa l-es
az id6k végezetéig). Ezek valoszintisége nyilvan nem egyforma, hanem P(6) = %, P(1116) =
Ll L — L jlletve P(11111...) = 0. Ez utobbi esemény nem lehetetlen, csak a valosziniisége
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nulla. Mivel végtelen sok elemi esemény van, a klasszikus valoszintiségi mezG eleve szoba sem
johet.



2. Egy szabélyos dobokockat eldobunk kétszer egymés utan (mindketts el6tt jol megrazzuk egy
pohéarban), és feljegyezziik az eredményeket. Az eseménytér

Q= {11, 12, 13, 14, 15, 16,
21, 22, 23, 24, 25, 26,
31, 32, 33, 34, 35, 36,
41, 42, 43, 44, 45, 46,
51, 52, 53, 54, 55, 56,
61, 62, 63, 64, 65, 66}

Kézenfekv a klasszikus valoszintiségi mezS hasznélata, pl. P(11) = P(12) = P(21) = 5.

1.2. Példabeszéd a matematikai ill. fizikai modellezésrsl

Nézziink még két példat:

1. Van két szabalyos dobokockank: egy piros és egy kék. Eldobjuk Gket egyszerre, és feljegyezziik
a dobott szamokat — elGszor a piros, aztan a kék kockan 1évét. Az eseménytér nyilvan ugyan-
az, mint az el6bb (amikor egy kockat dobtunk el kétszer), és a klasszikus valosziniiségi mezd
jogossagat se nagyon kérdgjelezné meg senki.

2. Van két egyforma szabalyos dobokockank, eldobjuk 6ket egyszerre, és feljegyezziik az ered-
ményt. Ha a két —amigy egyforma — kockdn més-més szam jon ki, akkor donteniink kell, hogy
melyiket irjuk elére: legyen mondjuk ugy, hogy a nagyobbikat. Igy az eseménytér ezuttal

Q= {11,
21, 22,
31, 32, 33,
41, 42, 43, 44,
51, 52, 53, 54, 55,
61, 62, 63, 64, 65, 66}

Kérdés: Mennyi most az 11, és mennyi a 21 kimenetel valosziniisége?

e Moéricka szerint valosziniiség = kedvezd eseiek swbma g ep P(11) = P(21) = o

e Pistike szerint ez nem jo, hiszen a 21 az ,jigazabol” két eset: lehet 12 vagy 21 attol fiiggGen,
hogy melyik kockan jott ki az 1-es. Igy ,igazabol” 36 eset van, ezért P(11) = % és

P(21) = %.
e Moricka szerint ez nevetséges: a két kocka egyforma, igy nincs értelme arrél beszélni, hogy

az ,elsén” 1-es jott ki a ,masodikon” meg 2-es, vagy forditva. A fiktiv ,,12” és ,,21” esetek
igazbol egyetlen eset, semmi okunk ra, hogy dupla sullyal szamoljuk.

e Pistike szerint nyilvanvalo, hogy ha a kockdkat megjelolnénk (pl. az egyikre egy pici
piros, a masikra meg egy pici kék pottyot festenénk), attol a valoszintiségek semmit sem
valtoznanak, igy az el6z6 modell, a piros és kék kockaval, helyesen irja le a kisérletet.

e Mivel Moricka és Pistike is matematikus, ezen elvitatkozhatnak akadrmeddig.



FONTOS: Moricka és Pistike vitdjaban igazsigot tenni nem a matematikusok feladata.
Mindkét matematikai modell egyarant korrekt: a kérdés az, hogy melyik irja le helyesen a valo-
sagot. Ezt pedig nem matematikai, hanem fizikai kérdés, és csak kisérlettel lehet eldonteni.

MEGLEPO: a kérdés nehezebb, mint gondolnank. Pistike kajan vigyorral szemléli Moricka
erGlkodését, hogy elkészitsen két egyforma dobokockat. Persze: nem is kell pottyot festeni
rajuk, elég alaposan megnézni egy jO nagyitéval vagy mikroszkoppal, hogy taldljunk valami
karcolast, ami alapjan megkiilonboztethetGk. Es valoban: a valodi kockakkal elvégzett ki-
sérletek Pistikét igazoljak. AMDE ha a kisérletben nem dobokockak szerepelnének, hanem
mondjuk *He atommagok, akkor varazsiitésre Moricka modellje bizonyulva helyesnek: azok
ugyanis tényleg egyformdk. Igy az, hogy a kockakat Pistike modellje irja le helyesen, pusztan
annak a fizikai ténynek a tiikroz6dése, hogy egyforma dobokockdk mdrpedig nincsenek, legfeljebb
olyanok, amiket mi megkiilonboztetni nem tudunk (vagy nem vessziik a faradsagot).

1.3. Valoészintiségi valtozok, valoszintiség-eloszlasok

Elvégziink egy kisérletet, aminek a kimenetele véletlen, majd az eredmény alapjan legyartunk egy
szamot. Az igy kapott véletlen szdm neve wvaldsziniségi viltozo.

Példa: Eldobunk két szabélyos dobokockat (egy pirosat és egy kéket), és X-szel jeloljiik a dobott
szamok 0Osszegét.

Az eseménytér

Q= {11, 12, 13, 14, 15, 16,
21, 22, 23, 24, 25, 26,
31, 32, 33, 34, 35, 36,
41, 42, 43, 44, 45, 46,
51, 52, 53, 54, 55, 56,
61, 62, 63, 64, 65, 66}

a valoszintségi valtozo egy X : Q — R fiiggvény, esetiinkben X (ab) := a + 0. PL. X(11) = 2,
X(34) =T.
FONTOS:

e Ha X val.valtozo, akkor pl. {X = 4} egy esemény: tud bekovetkezni vagy nem bekovetkezni, és
van neki valoszintisége. Esetiinkben pl. {X = 4} = {13,22,31}, és P(X = 4) = . Hasonl6an,
ha x egy szam, akkor {X = x} egy esemény és P(X = x) ennek a valosziniisége.

e Maga X viszont nem esemény, és nincs neki valdszindsége: senki se irjon le olyat, hogy P(X),
mert ez értelmetlen.

Ha az X val.viltozot jellemezni akarjuk, akkor az az érdekes kérdés, hogy

e mik a lehetséges értékei: esetiinkben 2, 3, 4,5, ...,12

o ezcket ekkora valoszintiséggel veszi fel. Esetiinkben P(X = 2) = o, P(X = 3) = 2, ...,
P(X = 12) = 5. Téablazatban:
x| 2]3|4]5 |67 [8]9]10]11]12
PX=2) [ 5[ 5 [ 5 [ 55 | 56 [ 56 | 56 | 56 [ 56 | 3 | 5



1. Definicid. Eqy valdsziniségi vdltozo diszkrét, ha csak véges vagy megszdmldlhatdan végtelen sok
értéket vehet fel.

Egy diszkrét valosziniiségi valtozo eloszldsdnak nevezziik azt az informéaciot, hogy milyen értékeket
vehet fel (mondjuk z1, xo, . ..) és mekkora valoszintiséggel (mondjuk py, po,...). A fenti tablazat egy
diszkrét valosziniségeloszlast tartalmaz. Ez az eloszlas tavolrol sem egyenletes: ebben a kisérletben
sokkal konnyebb 7-et kapni, mint 2-t. (Megj.: Ez a tény a ,Catan telepesei” nevi tarsasjatékban
fontos.)

Tulajdonsagok: Ha x1,xs,... és p1,pa,... egy diszkrét valosziniiségeloszlast ad meg, akkor

e p; > 0 minden k-ra

o >  pp=1

MEG EGYSZER:

e Egy esemény legfontosabb jellemzdje a valdszinisége,

e egy wvaldsziniségi vdltozo legfontosabb jellemzGje az eloszldsa.

e Eseménynek nincs eloszlésa, val.viltozonak nincs valdszintisége.

1.4. Varhato érték, szérasnégyzet, szoras

2. Definicié. Ha az X waldsziniségi valtozo lehetséges értékei x1,x9,x3,... €s ezek valdsziniségei
rendre py, pa, 3, - - (vagyis pr = P(X = x1) minden k-ra), akkor X vdrhatd értéke

EX = Zxkpk = Z:ka(X = xy).
k k

A fenti példaban

1 2 1 252
EXZQ._+3._+4.3+...+12._:...:_:

36 36 36 36 36 v

1. Megjegyzés.

e Ha végtelen sok lehetséges érték van, vagyis a k szerinti Gsszegzés eqy végtelen Osszeg, akkor
eldfordulhat, hogy a végtelen dsszeq nem létezik, igy a vdrhato érték sem létezik. Am ha pl.
minden x > 0, akkor a legrosszabb, ami térténhet, hogy EX = co.

o Az EX wdrhato érték jelentése sulyozott atlag: az X lehetséges értékeibdl szamolunk dtlagot a
valoszintiségekkel stulyozva — igy persze a sulyok dsszege 1:

Zk TPk Zk TkPk
2 I S

e Jo észben tartani, hogy a vdrhato érték igazdabol nem a val.vdltozé, hanem az eloszlas tulajdon-
saga: ha az X és'Y wal.vdltozok eloszlisa azonos, akkor EX = EY .

Elemi tulajdonsagok:



e Ha X val.valtoz6 és ¢ € R konstans, akkor persze ¢ + X is val.viltozo, és Ec + X = c+ EX.
e Ha X val.viltozo és ¢ € R konstans, akkor persze c¢X is val.valtozo, és Ec + X = cEX.

e Ha X és Y val-valtozok ugyanazon az Q2 wvalosziniségr mezdn, akkor X + Y is valoszintiségi
valtozo, és E(X +Y) =E(X) + E(Y) (amennyiben a jobboldal létezik).
e Altalaban nem igaz, hogy E(XY) = EX - EY lenne.

Hasznos tény a varhato értékek szdmolésidhoz:
Ha X lehetséges értékei x1, zo, ... és ezek valosziniiségei p1, po, ..., akkor

e nem csak az igaz, hogy EX = Zk TEPk,

hanem pl. az is, hogy E(X?) = Y, xipx,

vagy akar Esin(X) = >, sin(xy)ps,

sot altalaban Eg(x) = )", g(zx)pk ahol g : R — R fiiggvény.

Ez azért hasznos, mert pl. E(X?) kiszdimolasahoz nem kell meghatérozni X? eloszlésat.

Ha egy kisérletet sokszor elvégziink (fiiggetleniil, 1asd lentebb), és igy egy X val.valtozobol ;mintat
vesziink”, a kapott értékek a varhato érték koriil fognak szorodni. Hogy mégis mennyire térnek el a
varhato értéktsl dtlagosan, arrol szol az Xval-valtozd szordsa. Ennek definidlasédra nézziink elGszor
néhany rossz Otletet:

1. Legyen m := EX a varhato értek. Igy az X eltérése a varhato értéktsl X —m (ami persze

véletlen), ennek varhato értéke E(X — m). Sajnos ez nem hasznos: E(X —m) = EX —m =
m — m = 0, nem hordoz informéciot. Hat persze: X — m az eldjeles eltérés, hol negativ, hol
pozitiv, atlagosan nulla.

2. Természetes lenne hat az | X —m| abszolit eltérés atlagat, E|X —m|-et szorasnak nevezni. NEM
igy tessziik, elsGsorban a szamolasok kényelmessége érdekében (lasd lentebb), és az © — ||
fiiggvény kellemetlen volta miatt (a O-ban nem differencialhato).

3. Ezért hat nézziik az (X — m)? négyzetes eltérést: ez mindig nemnegativ, igy a varhato érté-
ke informativ az m-t6l valo eltérések nagysagrendjére vonatkozoan. Sajnos a dimenzidja nem
stimmel: ha pl. X-et és m-et mdsodpercben mérjiik, akkor (X — m)? mértékegysége négyzet-
mdsopderc (s?), amit nincs értelem pl. m-hez hasonlitani.

Mindezek alapjan a jol bevalt definicio:

3. Definici6. Az X wvaldszinidségi viltozo szorasnégyzete avagy varianciaja
VarX = D’X =E ((X — EX)2)

(ha létezik), szordisa pedig

DX :=vVD2X = VVarX.

Konnyt és hasznos tulajdonsag:

VarX = E (X? - 2XEX + (EX)?) = E(X?) — 2EXEX + (EX)? = E(X?) — (EX)?.

Ezek alapjan — némi szamolassal — a fenti példara (ahol X a dobott szamok 6sszege két szabélyos

kockan)
V(M“X:§ , DX = \/§z2.42
6 6
D



1.5. Feltételes valdszintiség, fiiggetlenség
1.5.1. Feltételes valosziniiség

Legyen 2 eseménytér, A, B C ) események, és legyen P(A) > 0. Ha tudom, hogy A bekovetkezett,és
ennek tudatdaban szeretnék tippelni B bekovetkezésére, akkor nem a B esemény valOsziniisége az
érdekes szamomra, hanem a feltételes valoszinisége az A feltétel mellett. Szaimomra mar az A jatssza
a teljes eseménytér szerepét, és a kisérletnek csak az A-beli kimenetelei érdekelnek: azon beliil is az,
hogy ezen kimenetelek mekkora hanyada van benne B-ben is.

Példa: egy évfolyamba 130 hallgato jar. Ebb6l 90 rovid haju fia, 15 hossza haju fig, 6 rovid
haju lany és 19 hosszi haju lany. Kivilasztunk egy hallgatot véletlenszerten, lemérjiik a hajat és
hossztinak bizonyul. Mennyi ezek utdn annak a valdszintisége, hogy az illets lany?

Jelolések eseményekre

e A: a kivalasztott hallgaté hosszi haja
e [3: a kivéalasztott hallgato lany

Nyilvan P(A) = 5559 = 3L~ 0.26 ¢s P(B) = &2 = 22 ~ 0.19, de egyik sem a szamunkra érdekes

mennyiség: mivel tudjuk, hogy az illet6 hosszi hajui, ezért csak 15 4+ 19 = 34 hallgaté jon szoba:
koziiliik 19, vagyis 53 ~ 0.56 = 56% lany, igy ezt kerestiik. Ez alapjén

4. Definici6. Legyen Q eseménytér, A, B C Q) események, és legyen P(A) > 0. Ekkor a B esemény
feltételes valoszintisége A mint feltétel mellett
P(A és B) P(AB)

PBIA) = = = Bra)

1.5.2. Események fiiggetlensége

Az A, B C Q események statisztikus fiiggetlenségén azt értjiik, hogy A bekovetkeztébdl vagy be nem
kovetkeztébdsl semmilyen médon nem tudunk tippelni B bekovetkeztére, és viszont. FIGYELEM: ez
a tulajdonsag erdsebb, mint a logikai fiiggetlenség: az el6z6 példiban A és B logikailag fliggetlen,
hiszen ha valaki hosszt haju, attol még lehet fiti is és lany is — illetve ha rovid haji,akkor is. Ugyanigy:
ha valaki fia, attol még lehet rovid vagy hosszu haju — és ha lany, akkor is. Persze ugyanez az A és
B tavolrol sem fiiggetlen statisztikailag: a teljes hallgatosagnak mindossze 19%-a lany, mig a hosszu
hajuaknak 56%-a, igy ha valakirgl tudom, hogy hosszi haji, az nagyon is hordoz informéciot a
nemére vonatkozoan: jobban tudok tippelni, mintha nem tudndm a haja hosszat.

Ebben a tantargyban események fliggetlenségén mindig statisztikus fiiggetlenséget értiink.

A fenti meggondolas alapjan az a definici6 adodik, hogy A és B fiiggetlen, ha P(B|A) = P(B),
illetve P(A|B) = P(A). Szerencsére, ha P(A) > 0 és P(B) > 0, akkor mindketts ugyanazt jelenti:

P(AB)
P(A)

P(AB)
P(B)

=P(B) illetve =P(A).

Am ha P(A) = 0 vagy P(B) = 0, akkor legalabb az egyik értelmetlen. Ez motivalja az alabbi
definiciot:

5. Definicié. Az A, B C Q) események fiiggetlenek, ha P(AB) = P(A)P(B).

Példa: Dobunk egy szabalyos dobokockaval: Q = {1,2,3,4,5,6}. Legyen
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e A = {a dobott szam paros} = {2,4,6}
e B = {a dobott szam 3-nal nagyobb} = {4,5,6}
e (' = {a dobott szam 4-nél nagyobb} = {5, 6}.

Ekkor A és B nem fiiggetlen, mert

P(AB) = B({1,6}) = = # = - > = F(A)E(B),
viszont A és C' fliggetlen, mert
P(AC) =P({6}) = % = g : % =P(A)P(C).

2. Megjegyzés. Az () (lehetetlen esemény) és az Q) (biztos esemény) minden eseménytdl fiiggetlenek,
még onmaguktol is.

1.5.3. Valé6szintiségi valtozok fiiggetlensége

Egy X és Y valoszintiségi valtozot akkor nevezziik fiiggetlennek, ha az egyik értékének ismeretébdl
semmilyen modon nem lehet kovetkeztetni a masikra, és viszont. Ez lefordithato a val.valtozok
altal meghatarozott események fiiggetlenségére. Most csak diszkrét val.valtozok esetére irom ki: ha
a,b € R és tudom, hogy X = a, akkor ez semmit se mondjon arrél, hogy vajon Y = b igaz-e vagy
sem. Vagyis

6. Definicié. Legyenek X és'Y diszkrét valdsziniségi vdltozok ugyanazon a valdsziniségi mezin. X
és 'Y fiiggetlen, ha barmely a,b € R-re az {X = a} és {Y = b} események figgetlenek.

Altalanos (nem feltétleniil diszkrét) val.valtozok fiiggetlensége nagyon hasonloan definialhato.
A VALOSZINUSEGI VALTOZOK FUGGETLENSEGE MEGHATAROZO FOGALOM A FEL-
EV SORAN.

1.5.4. Fiiggetlenség és varhato érték
Mint emlitettiik, altalaban E(XY') # EXEY. Hogy mennyire nem, azt méri az X és Y kovariancidja:

7. Definici6é. Ha X ésY waldosziniségi vdltozok ugyanazon valdsziniségi mezdn, akkor a kovarian-
cidjuk
Cou(X,Y) =E[(X —EX)(Y —EY)],
vagy, ami ezzel ekvivalens,
Cov(X,Y) :=E(XY) — expect XEY

(amennyiben a jobb oldal létezik). X ésY korreldlatlan, ha Cov(X,Y) = 0.

Tobbek kozott ebben van nagy jelentGsége a val.valtozok fiiggetlenségének. Alapvetd fontossagiak
a kovetkez6 allitasok:



1. Tétel. Ha X ésY fiiggetlen valdsziniségi vdltozok, akkor
E(XY)=EX -EY,
avagy X €és'Y korreldlatlan, tovdbbd
Var(X +Y) = VarX + VarY

(amennyiben a jobb oldal létezik).

3. Megjegyzés. NAGYON FONTOS, hogy a fenti tétel értelmében fiiggetlen val.vdltozok szords-
négyzete adodik dssze, és nem pedig a szordsa.

4. Megjegyzés. A tétel megforditisa tavolrol sem igaz: a korreldlatlansdgbol nem kévetkezik a fiig-
getlenség. Pl: kétszer dobunk eqy szabdlyos kockdval. Legyen X a dobott szamok dsszege, Y pedig az
(eldjeles) kilonbsége. Hdzi feladat ellendrizni, hogy X €ésY korreldlatlan, de nem fiiggetlen.

Példa: Kétszer dobunk egy szabélyos kockaval. Legyen U az els6 dobas eredménye, V' a masodik
dobés eredménye, és legyen X = U + V. Ekkor

14+24+3+4+5+6 7

1+4+9+164+254+36 91
E?) = LHAHO 16425436 91
6 6
91 49 35
= E(U?) — (EU)? = — - = = —
VarU (U?) — (EU) 6 1= 1o
35
VarV = 12 ugyanigy
35 35 , ..
VarX =Var(U+ V) =VarU + VarV =2 =6 mert U és V fiiggetlen.

Ez a szamolas lényegesen konnyebb, mint amikor nemrég kiszamoltuk X szorésat kozvetleniil az
eloszlasabol.

1.6. Bernoulli eloszlas

Ez az egyik legyegyszeriibb valosziniiség-eloszlas. Persze vannak nala egyszertibbek is:

e Ha X =0, vagyis X mindig a 0 értéket veszi fel (ett6l még 6 egy rendes valoszintiségi valtozo),
akkor EX = 0, E(X?) =0 igy VarX =0 és DX = 0.

e Ha X =1, vagyis X mindig az 1 értéket veszi fel (ett6l még 6 egy rendes valosziniiségi valtozo),
akkor EX =1, E(X?) =1 igy VarX =0 és DX = 0.

A Bernoulli eloszlas viszont a legegyszeriibb — és egyben egyik legfontosabb nem-trivialis valoszintiség-
eloszlas:

Legyen p € [0,1] paraméter és legyen ¢ = 1 — p. Dobjunk fel egy hamis érmét, amin a Fej
valoszintisége p (és persze az Iras valoszintisége ¢). Ez utan legyen

Y. 0, ha az eredmény iras
. ha az eredmény fej

Ekkor persze X eloszlésa:
z |01
P(X=2)|q[p




8. Definicid. Ezt az eloszlast p paraméterd Bernoulli eloszlasnak nevezzik: X ~ B(p).

Erdekesség: X € {0,1}, igy X% = X.
Konnyt szamolas: EX = p, EX? = p, igy

VarX =p—p* =p(l—p)=pg , DX =/pq.

A fenti két trivilis eloszlas a B(p) specidlis esete p = 0 illetve p = 1 valasztéssal.
A kurzusban szereplé minden nevezetes diszkrét eloszlasnak a Bernoulli lesz az alap épitékove.



