Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres

Statisztika
Hipotézisvizsgalat

Székely Balazs

2010. december 2.



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres

Eldadas vazlat

e Intervallumbecslések
@ Altalanosan
® Példa

e Paraméteres probak

@ Kiindulasi példa

@ Varhato érték tesztelése, ha a szoras ismert

@ Varhato érték tesztelése, ha a szoras ismeretlen
© Hipotézisek fajtai

@ Egy- és kétoldali ellenhipotézis

@ Egymintas és kétmintas probak

@ Nemparaméteres probak
@ Khi négyzet eloszlas
@ llleszkedés vizsgalat
@ Homogenitas vizsgalat
@ Flggetlenség vizsgalat



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres Altalanosan  Példa

Intervallumbecslések

@ Egy érték helyett egy intervallumot adunk a paraméter
becslésére.

@ Az intervallumbecslés a hipotézisvizsgalat alapja.
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Intervallumbecslések

Adott Py, 6 € © eloszlas csalad. Adott egy X = (X1, Xz,...,Xn)
flggetlen minta a Py eloszlasbol. Adott a paraméter egy
fuggvénye ¢(6).

Definicio

A (T1(X), To(X)) statisztika parral definialt intervallum legalabb
1 — ¢ szintl konfidencia intervvalum a v (6) paraméterre, ha

Po(T1(X) <9(f) <To(X))>1—-¢c VleO,

ahol ¢ > 0 kicsi szam.
1 — ¢ neve konfidenciaszint.

Ha a Py-k folytonos eloszasok, akkor lehet pontosan 1 — ¢
szint(i konfidenciaintervallumroél beszélni:

Po(T1(X) <9(f) <To(X))=1—-¢ VleO,



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres Altalanosan  Példa

Konfidenciaintervallum jelentése

Legyen most ¢(6) = 6, tehat a paraméterre konstrualunk egy
95% szint(i konfidenciaintervallumot:

Po (T1(X) <0 < T2(X)) =0,95 Vo € O,

Vegyunk nagyon sok, mondjuk M darab, n elem( mintat.
Mindegyikhez készitsuk el a (T1(x), T2(x)) intervallumot.
Ez M darab itervallum.

@ 95%-0s konfidenciaszint jelentése: az adatsorok 95%-ban
(0,95 - M esetben) 0 € (T1(x), T2(x))
@ viszont az adatsorok 5%-ban 0 ¢ (T1(x), T2(x)) .
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Konfidenciaintervallum
Példa

Adott egy 30 elem( minta A/(m, 20) eloszlasbol: 281, 308, 300,
285, 294, 272, 302, 301, 306, 297, 279, 286, 302, 316, 286,
296, 293, 291, 297, 301, 311, 293, 286, 286, 297, 305, 278,
300, 301, 300.

Szerkessziink az ismeretlen varhato értékre 95% szinti
konfidenciaintervallumot.
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Konfidenciaintervallum
A normalis eloszlas varhato értékére ismert szoras esetén

Legyen Xg, ..., X, ~ N(m, o) fuggetlen minta. oo ismert, m
ismeretlen.

Az ismeretlen varhato értékre szeretnénk 1 — ¢ szint(i
konfidenciaintervallumot szerkeszteni.

Tudjuk, hogy X, torzitatlan, konzisztens becslése a varhato6 értéknek,
m-nek. Mivel a normalis eloszlas szimmetrikus a varhato értékre,
ezeért az intervallumot

(Xn — e, Xn + rg) alakban keressiik. Az 1 — ¢ szint azt jelenti, hogy

Pm(Xn —r- <m < X +r1.) = 1 —e. AlaKitsjuk az eseményt:
Pm(xn—re<r11<Xn+r€):Pm(—r€<Xn—m<r€):
m (;L\/ﬁ < Xzl /n < ;—0\/ﬁ) -
Xo—m _ Xif-+Xn—mn _ (Xgte+Xn)—nm
Fooly/n = 2k vn=1% N ~ N(0,1)
5 (545) - (&evF) =20 (50F) -1=1¢
o} (;—D\/ﬁ) =1-5.dgyu,p =01 (1-5).r. = 5\//2_(70, tehat az

1 — ¢ szint(i konfidencia itervallum: (Yn - uf\//zﬁ”",fn + ”5\//25”0)
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Konfidenciaintervallum
Példa

Adott egy 30 elem( minta A/(m, 20) eloszlasbol: 281, 308, 300,
285, 294, 272, 302, 301, 306, 297, 279, 286, 302, 316, 286,
296, 293, 291, 297, 301, 311, 293, 286, 286, 297, 305, 278,
300, 301, 300.

Szerkesszlink az ismeretlen varhato értékre 95% szint(
Uz /200 Uz /200

konfidenciaintervallumot. <Yn - = X+ NG

n =230, =0,05,00 =20

X = 295,

re= 22071 (1-5) = Z5071(0,975) ~ 7,16 Tehat:

(Ygo — ro705,Y30 + ro705) = (295 -7, 16, 295 + 7, 16) =
(287,84,302, 16).

A konfidenciaintervallum jelentése: a 30 hossz( adatsorok
95%-aban az igazi paraméter beleesik a
konfidenciaintervallumba, 5%-aban pedig nem.
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Feladat kit(izése, hipotézisek konstrualasa

Kiindulasi példa

Egy fejleszt6 azt allitja, hogy Uj, energiatakarékos, akkumulatoros
flinyirot konstrualt, amelyek 5 éraig (300 perc) képesek futni. Ennek
ellendrzésére 30 tesztet végeztiink a futasi idék hosszlsagara
(percben): 281, 308, 300, 285, 294, 272, 302, 301, 306, 297, 279,
286, 302, 316, 286, 296, 293, 291, 297, 301, 311, 293, 286, 286,
297, 305, 278, 300, 301, 300.

Azt feltételezziik, hogy a futasi idék normalis eloszlastak valamilyen,
ismeretlen varhato értékkel. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel,
hogy a szb6ras ismert, oo = 20 perc.

A fejlesztd allitasa: a normalis eloszlas varhato értéke 300.

Azt a hipotézist szeretnénk tesztelni, hogy az igazi varhat6 érték, m
300-zal egyenlé:

Ho : m = mg, ahol mg := 300.

Ha Hp nem igaz, akkor az alternativ hipotézis (vagy mas néven
ellenhipotézis) igaz:

Hi:m#mg

Ho és H; lefedik az 6sszes lehetséges esetet.
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Dontések, dontések értelmezése

Kiindulasi példa, konkrétan

A 30 elemes minta alapjan kell donteniink, hogy Hg igaz, vagy
H;.

A dontésnél a cél: Ha Hp-t elutasitjuk, akkor annak j6 oka
legyen.

Kovetkezésképpen, annak van bizonyit6 ereje, ha Ho-t
elutasitjuk, és Hj-et fogadjuk el.
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Kiindulasi példa

Legyen X1, Xo, ..., Xn egy fuggetlen minta A'(m, og)
eloszlasbol, ahol o ismert, €s m ismeretlen paraméter.
Minket az m paraméter igazi értéke érdekel.

Legyen Xq1,X», ..., Xy @ minta megvalosulasa.
Jeldlés: X = (X1, X2,...,Xn), X = (X1,X2, ..., Xn).

Kivalasztunk egy mg értéket, és veszink egy n elemd minta
megvalosulaséat, x-et az A'(m, o) eloszlasbol.

Azt szeretnénk eldonteni az x megvalosulas alapjan, hogy az
igazi param éter, m amelyikb6l a minta generalodott
megegyezik-e mg-al az altalunk adott értékkel .
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Dontések, dontések értelmezése
Kiindulasi példa, konkrétan

A dontésnél a cél: Ha Hp-t elutasitjuk, akkor annak j6 oka
legyen.

Kovetkezésképpen, annak van bizonyit6 ereje, ha Ho-t
elutasitjuk, és Hj-et fogadjuk el.
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Dontés

Méodszer: 1. |épés: Vegyik egy torzitatlan, és konzisztens becslését
az m paraméternek. Az X mintaatlag egy ilyen becslés.

2. lépés: Konstrualjunk ekoré egy 95% szint(
konfidenciaintervallumot: (X — Ugs, X + Ugse, )-

Ha mgo € (X — Ugsy, X + Ugse, ), akkor elfogadjuk Ho-t 95%-0s szinten.
Ha mo ¢ (X — Ugsy,, X + Ugsy, ), akkor mit dontsiink? Tudjuk, hogy a
konfidenciaintervallum olyan, hogy az x mintak 95%-ban az igazi
param éter beleesik, és 5%-ban, pedig nem. Ezért két opcionk van
Mo & ... értelmezésére:

© Az x mintak 5%-ban azért az igazi paraméter nem esik bele a
konf. intervallumba = elképzelhetd, hogy mg az igazi paraméter,
de véletlenll nem esett bele.

© mo nem az igazi paraméter, kovetkezésképpen Ho nem igaz.

Mivel 1. igen val6szin(itlen, csak az esetek 5%-ban fordul el6, ezért a
2. pontot vesszik kovetkeztetésnek. Tehat:

Ha mgo ¢ (X — Ugsy,, X + Ugse, ), akkor elvetjik Hp-t 95%-0s szinten.
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Dontések értelmezése, dontési hibak

Ezen dontési eljaras alapjan, ha Hp-t elutasitjuk, akkor annak jo
oka van.

Kovetkezésképpen, annak van bizonyit6 ereje, ha Hop-t
elutasitjuk, azaz H;-et fogadjuk el.

lgy ha valamit bizonyitani szeretnénk, akkor azt az allitast
H1-be kell tenni.

Ho elfogadasanak nincs bizonyitod ereje. Lehet, hogy csak azért
fogadtuk el Hy-t, mert nincs elég adat.

Két hibazas lehet:

O Ho teljesiil, de elvetjiik, ez az elsofaju hiba, ennek
valoszinlisége ¢ = 1—(szignifikancia szint). 95%-0s
szignifikancia szint esetén 5%.

@ Hp nem teljestl, de elfogadjuk, ez a masodfaja hiba.
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Feladat kit(izése, hipotézisek konstrualasa

Kiindulasi példa megoldasa

Egy fejleszt6 azt allitja, hogy Uj, energiatakarékos, akkumulatoros
flinyirot konstrualt, amelyek 5 éraig (300 perc) képesek futni. Ennek
ellendrzésére 30 tesztet végeztiink a futasi idék hosszlsagara
(percben): 281, 308, 300, 285, 294, 272, 302, 301, 306, 297, 279,
286, 302, 316, 286, 296, 293, 291, 297, 301, 311, 293, 286, 286,
297, 305, 278, 300, 301, 300.

Azt feltételezziik, hogy a futasi idék normalis eloszlastak valamilyen,
ismeretlen varhato értékkel. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel,
hogy a szb6ras ismert, oo = 20 perc.

A fejlesztd allitasa: a normalis eloszlas varhato értéke 300.

Azt a hipotézist szeretnénk tesztelni, hogy az igazi varhat6 érték, m
300-zal egyenlé:

Ho : m = mg, ahol mg := 300.

Ha Hp nem igaz, akkor az alternativ hipotézis (vagy mas néven
ellenhipotézis) igaz:

Hi:m#mg

Ho és H; lefedik az 6sszes lehetséges esetet.
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A példa megoldasa

Hipotézisek
Ho : m = mg, ahol mg := 300.
Hiy:m 75 Mo

Konfidenciaintervallum szerkesztése. Tegyluk fel, hogy Hg
teljesul , ekkor Xy, ..., X, eloszlasa N (mg, 0p). A
konfidenciaszint 1 — .
n=30,00=20,1-¢=0,95=¢=0,05.

Korabbrol tudjuk, hogy a normalis eloszlasra szerkesztett
konfidenciaintervallum sugara

90 -1 (1 - f) = 20 4-1(0,975) ~ 7, 16.

Vvn 2) /30
A megadott adatok atlaga 295.

Tehat a konfidenciaintervallum: (X3p — r,Xzo +r)

= (295 —-7,16,295+ 7,16) = (287,84,302, 16). Ennek eleme
mp = 300, igy Ho-t nem tudjuk elutasitani, azaz el kell fogadni a
fejleszt6 allitasat.

r:=
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Formalizalva, teszt statisztikaval

Legyen X3, Xz, . .., X, egy fuggetlen minta A/(m, op) eloszlasbol, ahol
og ismert, és m ismeretlen paraméter. mg adott paraméter.

A hipotézisek:

Ho:m=mg

Hi:m 75 Mo

Ha Ho teljesul, azaz X1, Xa, . .., X, egy fuggetlen minta A/(mo, oo)
eloszlasbol. Ekkor

Ho-t elfogadjuk 1 — ¢ szinten <

mo € (xn—7¢ (1-35) . Xn+ 20" (1—3))
& -01(1-5) < Vnfem < o- (1f§)

vn YU;O"‘O neve: teszt statisztika.

Ha Ho teljesil, akkor X, ~ mg, tehat \/ﬁx”g;omo értéke 0-hoz kozeli.
Ha Ho nem teljesil, azaz m # mg, akkor X, &~ m # mq tehat,
VnZiote értéke oo-ehz, vagy —oo-hez tart, ha n né.

1gy egy fix n-re akkor utasitjuk el Ho-t, ha v/n YU;O"‘O a teszt statisztika
értéke tal nagy abszol(t értékben. A hatar pont &~ (1 — 5).
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Varhato érték tesztelése, ha a szoras ismeretlen

Legyen X1, Xz, . .., X, egy fuggetlen minta A/(m, ) eloszlasbél, ahol
o és m ismeretlen paraméterek.

Minket az m paraméter igazi értéke érdekel. Azt szeretnénk tesztelni,
hogy m az megegyezik-e egy adott mg értékkel. A hipotézisek:
Ho:m=mg

Hi:m 75 Mo

Ismert szoras esetén v/n X"U;Om" a teszt statisztika. Most a sz6ras
ismeretlen. Becsliljuk a szoérast, vegyik egy torzitatlan, konzisztens

becslését a szorasnak: s = \/n—fl S (X — Xn)2.

Tekintsik a v/n @ statisztikat. Ez lesz a teszt statisztika.

Ha Ho teljesl, akkor X, ~ mg, tehat \/ﬁy"s;nmo értéke 0-hoz kozeli.
Ha Ho nem teljesiil, azaz m # mo, akkor X, =~ m # mq, tehat
\/ﬁins;n"10 értéke végtelenhez tart, ha n né.

igy egy fix n-re akkor utasitjuk el Ho-t, ha v/n @ a teszt statisztika
értéke t0l nagy abszollt értékben.
Mi az elutasitas hatara, a kritikus érték?
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Varhato érték tesztelése, ha a szoras ismeretlen

t eloszlasok

Tekintsik a \/_ Xo—Mo statisztikat. Ez lesz a teszt statisztika.
Mi az elutasitas hatara a kritikus érték?

Ha Xy, ..., X, figgetlen, azonos, A/(mg, o) eloszlast (mg!), akkor

Xn -
\/ﬁsi eloszlasanak neve:

t eloszlas n — 1 szabadsagi fokkal.

Minden t eloszlas szimmetrikus. Az eloszlasfliggvényére,
Th:X—P <\/ﬁ@ < x) =: Tp(x) fuggvényre tablazat van.

1 — ¢ szignifikancia szintre a kritikus érték, « kiszamolasa:

P(—r < vnXe=Mo < ) — 1 —¢. Tehatab.o.

=Tn_1(k) — Tn 1(—«x) =, mivel a t eloszlas SZ|mmet[ikus,
=Tho1(k) — (1 — Th1(k)) = 2Th_1(x) — 1 = 1 — . Atrendezve:
Tno1(k) =1—¢/2. k=T, (1 —¢/2). ABRA!

Igy Ho-t elfogadjuk 1 — ¢ szinten < —x < \/ﬁ@ <K
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Tablazat t eloszlasok farok valészinliségére

Kiindulas o ismert o ismeretlen

Tail Probabilities

One Tail

0.
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Példa

Kiindulas o ismert o ismeretlen

6 darab csapagy bels6 gy(irdjének atméréjét mérjik az A és a
B mérdm(iszeren. A kdvetkezd mérési eredményeket kapjuk:

csapagy | 1. 2. 3. 4. 5. 6.
A miszer | 6,0 | 10,1 | 8,0 | 13,0 | 12,0 | 9,2
B miszer | 6,2 | 99 |80 |129| 11,7 | 9,0

(Az adatokat normalis eloszlasbol szarmazonak feltételezziik.)
Teszteljik, mutat-e a két mliszeren mért érték 95%-0s szinten

szignifikans eltérést.

A kuldonbségek: -0,2; 0,2; 0; 0,1; 0,3; 0,2.
A feladat szerint az szignifikans, ha eltérnek. Tehat az eltérést

kell a H{-be rakni.

Tehat tegyuk fel, hogy a kulonbségek N(m, o) eloszlasbol vett
flggetlen mintak, ahol o ismeretlen. 1gy a hipotézisek:

Ho:m=0
Hi:m=#£0
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Példa

(X1:...:%) = (-0,2; 0,2; 0; 0,1; 0,3; 0,2).

L Xg—0
A teszt statisztika ts = V6 63* (Mo = 0)
6

Xe = 0,1, s§ =0,1789. Tehat ts = 1,369. Ezt kell
0sszehasonlitani a 95%-0s szignifikancia szinthez tartozo6 «
kritikus értékkel:

Ho-t elfogadjuk < |ts5| < &.

95% szignifikancia szint esetén ¢ = 0, 05.

Korabbi dia: a kritikus érték x = T¢ *(1 — ¢/2) = T (0, 975).
gy az 5 szabadsagfok( t eloszlas 0,025 valoszin(iség(i farkat
keressiik. A tablazatbol T, *(0,975) =
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Tablazat t eloszlasok farok valészinliségére

Kiindulas o ismert o ismeretlen

Tail Probabilities

One Tail

0.
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Példa

A teszt statisztika ts = V6 XGS*_ 0 (mo = 0)
Xe = 0,1, st = 0,1789. Tehat ts = 1,369. Ezt kell
0sszehasonlitani a 95%-o0s szignifikancia szinthez tartoz6
kritikus értékkel:

Ho-t elfogadjuk < |ts5| < k.

95% szignifikancia szint esetén ¢ = 0, 05.

Korabbi dia: a kritikus érték Tg%(1 — £/2) = T;1(0,975).

lgy az 5 szabadsagfok t eloszlas 0,025 valészin(iség( farkat
keressuk.

A tablazatbol T;1(0,975) = 2,571.

Mivel ts = 1,369 < 2,571 = k, ezért nem tudjuk elutasitani
Ho-t, azaz nem tudjuk bizonyitani, hogy az A és a B gépek
kilbnb6z6 pontossaggal mikddnének.
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@ Khi négyzet eloszlas
@ llleszkedés vizsgalat
@ Homogenitas vizsgalat
@ Flggetlenség vizsgalat



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres Egy- és kétoldali ellenhipotézis Egymintas es ketmintas probak

Egyoldali és kétoldali ellenhipotézis

1. példa. 6 darab csapagy bels6 gy(rdjének atméréjét mérjuk
az A és a B méréml(iszeren. A kdvetkezd mérési eredményeket

kapIUk capagy | 1. | 2. | 3. | 4 | 5 |6

A m(szer | 6,0 | 10,2 | 8,0 | 13,0 | 12,0 | 9,2
B miszer | 6,2 | 99 [ 8,0 |12,9 | 11,7 | 9,0

(Az adatokat normalis eloszlasb6l szarmazonak feltételezziik.)
Teszteljik, mutat-e a két mlszeren mért érték 95%-0s szinten
szignifikans eltérést.

2. példa. Az alabbi két minta 5 aut6 fogyasztasi adatait
tartalmazza. Az els6 sorban a szerviz el6tti, a masodik sorban
a szerviz utani értékek talalhatok.
szervizel6tt | 79 81|88 |7,2]6,0
szervizutan [ 7,5 75(81 72|57

Dontsiink 95%-0s szignifikancia szinten, hogy a szerviz
csOkkentette-e a fogyasztast.




Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres Egy- és kétoldali ellenhipotézis Egymintas es ketmintas probak

Kétoldali ellenhipotézis

1. példa. 6 darab csapagy bels6 gy(rdjének atméréjét mérjuk
az A és a B méréml(iszeren. A kdvetkezd mérési eredményeket

kapjuk: i
csapagy 1 2 3 4 5 6

A m(szer | 6,0 | 10,2 | 8,0 | 13,0 | 12,0 | 9,2
B miszer | 6,2 | 99 [ 8,0 |12,9 | 11,7 | 9,0

(Az adatokat normalis eloszlasb6l szarmazonak feltételezziik.)
Teszteljik, mutat-e a két mlszeren mért érték 95%-0s szinten
szignifikans eltérést.

Mérések kilonbségérdl feltételezzik, hogy N (m, o) eloszlasu,
ahol m és o ismeretlenek. A hipotézisek:

Ho:m=0

Hi:m=#0. —K K
Dontés: Ho-t elfogadjuk < |ts| < &, kritikus eifogaiias  kritkus
azaz

H;-t elffogadjuk < k < ts vagy ts5 < —k.




Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres Egy- és kétoldali ellenhipotézis Egymintas es ketmintas probak

Egyoldali ellenhipotézis

2. példa. Az alabbi két minta 5 aut6 fogyasztasi adatait
tartalmazza. Az els6 sorban a szerviz el6tti, a masodik sorban
a szerviz utani értékek talalhatok.

szerviz el6tt | 7,9 | 8,1 |
szervizutan [ 75| 7,5 |

| 6,0
| 5,7

8|7
17
Dontstink 95%-0s szignifikancia szinten, hogy a szerviz
csOkkentette-e a fogyasztast.

8 7,2
8 7,2

Mérések kulonbségérdl (utan—elétt), -0,4 -0,6 -0,7 0 -0,3
feltételezzik, hogy N'(m, o) eloszlasu, aholm és o
ismeretlenek. A hipotézisek:

Ho:m>0

Hi:m < 0. «Szignifikans: a fogyasztas csokkent.

Dontés: Ho-t elfogadjuk < —k’ < 14, kritikus }elfogédés
azaz Hj-t elfogadjuk < t4 < —«.



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres Egy- és kétoldali ellenhipotézis Egymintas es ketmintas probak

Egyoldali ellenhipotézis

A 2. példa megoldasa

Mivel a szoras ismeretlen, t-probat kell alkalmazni. A

probastatlsztlka erteke
X5

ty = 55, 075 — -3,27.

A4 szabdségfoku t eloszlas 95%-o0s szignifikancia értékhez (=
e = 0,05 farok val6szin(iséghez) tartozo kritikus értéke
K =2,132.



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres Egy- és kétoldali ellenhipotézis Egymintas es ketmintas probak

Egyoldali ellenhipotézis

A 2. példa megoldasa

PERCENTAGE POINTS OF THE T DISTRIBUTION

Tail Probabilities
One Tail 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001 0.0005

+
D 1| 3.078 6.314 12.71 31.82 63.66 318.3 637 |
E 2| 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.330 31.6 |
G 3| 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10.210 12.92 |
R 4] 1.533 2.776 3.747 4.604 7.173 8.610 |
E 5] 1.476 2.0 2.571 3.365 4.032 5.893 6.869
E 6| 1.449 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208 5.959 |
S 7] 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785 5.408 |
8 | 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501 5.041 |
0 9| 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.297 4.781 |
F 10 | 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144 4.587 |
11 | 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025 4.437 |
F 12| 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930 4.318 |
R 13 | 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852 4.221 |
E 14 | 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787 4.140 |
E 15| 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733 4.073 |
D 16 | 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686 4.015 |
0 17 | 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646 3.965 |
M 18 | 1.330 1.734 2.1l 2.552 2.878 3.610 3.922 |
19 | 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579 3.883 |



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres Egy- és kétoldali ellenhipotézis Egymintas es ketmintas probak

Egyoldali ellenhipotézis

A 2. példa megoldasa

Mivel a szoras ismeretlen, t-probat kell alkalmazni. A
probastatisztika értfz)kiz1r

X5 —U,
ty = \/6g = \/607075 = -3,27.
A 4 szabadsagfoku t eloszlas 95%-0s szignifikancia értékhez
(= e = 0,05 farok val6szin(iséghez) tartozo kritikus értéke
K = 2,132.

_K‘//

| L
kritikus ~elfogadas

Tehat

ty = —3,27 < —2,132 = —x. Igy elutasitjuk Ho-t, azaz a
szerviz javitott a fogyasztason.

Figyeljik meg, hogy 97,5%-0s szinten is szignifikans a szerviz
hatasa, viszont 99%-0s szinten mar nem.



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres Egy- és kétoldali ellenhipotézis Egymintas es ketmintas probak

Egyoldali ellenhipotézis

A 2. példa megoldasa, 97,5%, 99% szignifikancia szintek

PERCENTAGE POINTS OF THE T DISTRIBUTION

Tail Probabilities
One Tail 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001 0.0005

+
D 1| 3.678 6.314 12.71 31.82 63.66 318.3 637 |
E 2| 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.330 31.6 |
G 3| 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10.210 12.92 |
R 4] 1.533 2.132 4.604 7.173 8.610 |
E 5| 1.476 2.015 2. 365 4.032 5.893  6.869 |
E 6| 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208 5.959 |
S 7| 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785 5.408 |

8| 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501 5.041 |
0 9| 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.297 4.781 |
F 10 | 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144 4.587 |

11| 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025 4.437 |
F 12| 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930 4.318 |
R 13 | 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852 4.221 |
E 14 | 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787 4.140 |
E 15| 1.341 1.753 2.131 2.662 2.947 3.733 4.073 |
D 16 | 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686 4.015 |
0 17 | 1.333 1.74 2.110 2.567 2.898 3.646 3.965 |
M 18 | 1.33¢ 1.734 2.101 2.552 2.878 3.610 3.922 |

19 | 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579 3.883 |



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres Eqgy- és kétoldali ellenhipotézis  Egymintas és kétmintas probak

Egymintas és kétmintas probak

A példa. Az alabbi két minta 5 aut6 fogyasztasi adatait
tartalmazza. Az els6 sorban a szerviz el6tti, a masodik sorban
a szerviz utani értékek talalhatok.

szervizelétt | 798,1[88[7,2]6,0
szerviz utan \ 7,5 \ 7,5 \ 8,1 \ 7,2 \ 5,7

Dontsiink 95%-0s szignifikancia szinten, hogy a szerviz
csOkkentette-e a fogyasztast.

B példa. Az alabbi két minta két killonb6z6 gyaregységben
tapasztalt selejt-aranyra vonatkozik (ezrelékben). Allithato-e
95%-o0s szignifikancia szinten, hogy az “A” gyaregység jobban
dolgozott?




Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres Eqgy- és kétoldali ellenhipotézis  Egymintas és kétmintas probak

Egymintas probak

A példa. Az alabbi két minta 5 aut6 fogyasztasi adatait
tartalmazza. Az els6 sorban a szerviz el6tti, a masodik sorban
a szerviz utani értékek talalhatok.

szerviz el6tt | 7,9 | 8,1 |

| 6,0
szervizutan [ 75| 7,5 |

\ 57

8|7
I[7
Dontstink 95%-0s szignifikancia szinten, hogy a szerviz
csOkkentette-e a fogyasztast.

8 7,2
8 7,2

Egymintas, hiszen egy mint ank van a kil 6nbs égekre,
-0,4-0,6 -0,7 0 -0,3 N(m, o) eloszlasbol.



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres Eqgy- és kétoldali ellenhipotézis  Egymintas és kétmintas probak

Kétmintas probak

B példa. Az alabbi két minta két kullonb6z6 gyaregységben
tapasztalt selejt-aranyra vonatkozik (ezrelékben). Allithato-e
95%-o0s szignifikancia szinten, hogy az “A” gyaregység jobban
dolgozott?

Al119|121]128]122|125[11,9|125|11,8|124|129
B[ 121]120[129 122127 | 126|126 | 12,8120 | 13,1

Az elsd minta: X1, Xz, ..., Xn, @z N(my, 01) eloszlasbol.
A masodik minta: Y1,Y2,...,Yn, az N (my,0,) eloszlasbol.
mq, My, o1, oo ismeretlen paraméterek. Tegyuk fel, hogy

o1 = 0 €s X;-k fuggetlenek Y;-ktol.

A hipotézisek kétoldali ellenhipotézis esetén:

Ho 1My = Mo

Hl Mg 75 my

A hipotézisek egyoldali ellenhipotézis esetén (ez kell a B-ben):
Ho 1mp > my

Hi:mp<mp (A-ban kevesebb a selejt)



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres Eqgy- és kétoldali ellenhipotézis  Egymintas és kétmintas probak

Kétmintas probak

Feltettik, hogy a két minta fliggetlen és a szorasuk ugyanaz.
A teszt statisztika

ni+n;—2 —
\/(nl — 1)s{2 + (np — 1)s3? N1+ N2

Ha Ho teljesill, azaz X;-k és Yj-k ugyanabbol az N'(m, o)
eloszlasbol valok (m = m; = my), akkor
tn,+n,—2 t eloszlasl ny + ny + 2 szabadsagi fokkal.




Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres Eqgy- és kétoldali ellenhipotézis  Egymintas és kétmintas probak

Kétmintas probak, egy- és kétoldali ellenhipotézissel

Xn, = Yo, \/nlnz(nl +n;—2)
V(01— 1)s? + (nz2 — 1)s7? N1+ N
Kétoldali ellenhipotézis esetén: Ha Hy teljesil (m; = my), akkor
an R~ Ynz, tehat t,, 1, értéke 0-hoz kozeli.
Ha Hg nem teljeslll, azaz m; # my, akkor an # Vnz tehat,
tn,+n,—2 €rtéke végtelenhez tart, ha n no.
1gy egy fix n-re akkor utasitjuk el Ho-t, ha tn,+n,—2 a teszt
statisztika értéke tll nagy abszollt értékben.
Tehat: Ho-t elfogadjuk < [tn, 1n,—2| < K

tn1+n272 =

Egyoldali ellenhipotézis esetén: Ha Hg teljestl (m; > my),
akkor X, Z Yn,, tehat ty, n,_» értéke > —x/.

Ha Ho nem teljesiil, azaz m; < my, akkor Xp, £ Y, tehat,
tn,+n,—2 €rtéke —oo-hez tart, ha n no.

1gy egy fix n-re akkor utasitjuk el Ho-t, ha tnh,+n,—2 a teszt
statisztika értéke tal kicsi, azaz < —«’.

Tehat Ho-t elfogadjuk < —+' < tq,4n,—2



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres Eqgy- és kétoldali ellenhipotézis  Egymintas és kétmintas probak

Kétmintas proba egyoldali ellenhipotézissel

A B példa megoldasa

B példa. Az alabbi két minta két kilonb6z6 gyaregységben tapasztalt
selejt-aranyra vonatkozik (ezrelékben). Allithat6-e 95%-0s
szignifikancia szinten, hogy az “A” gyaregység jobban dolgozott?

Al 119|121 | 128|122 | 125|119 | 125 | 11,8 | 124 | 12,9
B || 121|120 | 129 | 12,2 | 12,7 | 126 | 12,6 | 128 | 12,0 | 131

Az elsd minta: X1, Xz, ..., X0 az N (m1, o1) eloszlasbol.
A masodik minta: Y1, Y2,..., Y10 az N(my, 02) eloszlasbol.

A hipotézisek:
Ho:mi>my
Hy:my <mp (A-ban kevesebb a selejt)
Kétmintas t proba kell. Feltehet6-e, hogy a szorasok egyezdek?
Ugyanis ez feltétele a t-probanak. Erre F-probat végzink, az jon ki,
elfogadhato, hogy a szorasok megegyeznek.

Xn; —Yn ninz(n+n;—2 X10—Y.
tig = \/(nl—l)s}2+(§2—1)s¢2 E"1+"'2 L= \/9(12;2—%15%2)\/% =-1,13
A kritikus érték 95%-os szignifikancia szinthez(= 0,05 els6fajl
hibaval6szinliséghez) 18 szabadsagfokhoz ' = 1,734.




Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres Eqgy- és kétoldali ellenhipotézis  Egymintas és kétmintas probak

Egyoldali ellenhipotézis

A 2. példa megoldasa, 97,5%, 99% szignifikancia szintek

PERCENTAGE POINTS OF THE T DISTRIBUTION

Tail Probabilities
One Tail 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001 0.0005

+
D 1| 3.078 6.314 12.71 31.82 63.66 318.3 637 |
E 2| 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.330 31.6 |
G 3| 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10.210 12.92 |
R 4| 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 7.173 8.610 |
E 5| 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 5.893 6.869 |
E 6| 1.449 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208 5.959 |
S 7] 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785 5.408 |

8| 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501 5.041 |
0 9| 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.297 4.781 |
F 10 | 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144 4.587 |

11 | 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025 4.437 |
F 12 | 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930 4.318 |
R 13| 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852 4.221 |
E 14 | 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787 4.140 |
E 15| 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733 4.073 |
D 16 | 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686 4.015 |
0 17 | 1.333 1.740  2.110 2.567 2.898 3.646 3.965 |
M 18 | 1.330 2.101 2.552 2.878 3.610 3.922 |

19 | 1.328 T.729 2.093 2.539 2.861 3.579 3.883 |



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres Eqgy- és kétoldali ellenhipotézis  Egymintas és kétmintas probak

Kétmintas probak egyoldali ellenhipotézissel
A B példa megoldasa

B példa. Az alabbi két minta két kilonb6z6 gyaregységben tapasztalt
selejt-aranyra vonatkozik (ezrelékben). Allithat6-e 95%-0s
szignifikancia szinten, hogy az “A” gyaregység jobban dolgozott?

11,9 [ 12,1 | 12,8 [ 12,2 | 125 | 11,9 | 12,5 | 11,8 | 12,4 | 12,9

Al
B 121120 | 129|122 | 127 | 126 | 126 | 128 | 12,0 | 13,1

Az elsd minta: X1, Xz, ..., X0 az N (m1, o1) eloszlasbol.
A masodik minta: Y1, Y2,..., Y10 az N(my, 02) eloszlasbol.

A hipotézisek:
Ho:mi>my
Hy:my <mp (A-ban kevesebb a selejt)
Kétmintas t proba kell. Feltehet6-e, hogy a szorasok egyezdek?
Ugyanis ez feltétele a t-probanak. Erre F-probat végzink, az jon ki,
elfogadhato, hogy a szorasok megegyeznek.

Xn; —Yn ninz(n+n;—2 X10—Y.
tig = \/(nl—l)s}2+(nzz—1)s¢2 E"1+"'2 L= \/9(12;2—%15%2)\/% =-1,13
A kritikus érték 95%-os szignifikancia szinthez(= 0,05 els6fajl
hibavaloszinliséghez) 18 szabadsagfokhoz ' = 1, 734. Mivel
-k = —1,734 < t1g = —1, 13, ezért Hp-t nem tudjuk elvetni.




Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres x? llleszkedés Homogenitas Fiiggetlenség

Eldadas vazlat

e Intervallumbecslések
@ Altalanosan
® Példa

e Paraméteres probak

@ Kiindulasi példa

@ Varhato érték tesztelése, ha a szoras ismert

@ Varhato érték tesztelése, ha a szoras ismeretlen
© Hipotézisek fajtai

@ Egy- és kétoldali ellenhipotézis

@ Egymintas és kétmintas probak

@ Nemparaméteres probak
@ Khi négyzet eloszlas
@ llleszkedés vizsgalat
@ Homogenitas vizsgalat
@ Flggetlenség vizsgalat



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres x? llleszkedés Homogenitas Fiiggetlenség

Nemparaméteres probak

3 fajta feladatot oldunk meg:

@ llleszkedés vizsgalat: egy Xy, ..., X, mintat veszink egy
eloszlasbol, amely nem ismert szamunkra. Igaz-e, hogy a
minta egy altalunk adott eloszlasbol generalodott?
(Mondjuk Exponencialis 2,3 paraméterrel.)

@ Homogenitas vizsgalat: két mintank van egy-egy
eloszlasbhol: Xi,..., X, és Y1,...,Ym. lgaz-e, hogy a két
eloszlas megegyezik?

@ Filggetlenség vizsgalat: adott egy kétdimenzidés minta
(X1,Y1),...,(Xn, Yn) egy kétdimenzios véges értéki
valoszinliségi valtozobol. Igaz-e, hogy a marginalisok, X
és Y fuggetlenek?



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres Xz llleszkedés Homogenitas Flggetlenség

Khi négyzet eloszlas

Adott egy véges diszkrét eloszlas py,p2...,praz {1,2,...,r}
értékeken.

Adott egy X4, Xo, ... figgetlen minta ebbdl az eloszlasbol.
Mindennek az alapja a kovetkez6:

|

Tétel

Legyen N(”) #{i: 1 <j <n, X; =i} = “hanyszor fordult el6
az i érték az elsd n kisérletoen”. (Ugye > _; Ni(”) =n.) Ekkor

i:( (n) np,) 2

, — Xr—1
i=1 npi

amint n — co. x2 k szabadsagfoku “khi-négyzet” eloszlas.

x?_, eloszlasa megegyezik X2 + X2 + ... + X2 , eloszlasaval,
ahol X1, Xo, ..., X,_1 fuggetlen standard normalls N(0,1),
eloszlaslak.



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres Xz llleszkedés Homogenitas Flggetlenség

Khi négyzet eloszlas, tablazat

df 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005
1 2706 3.841 5.024 6.635 7.879
2 4605 5.991 7.378 9.210 10.597
3 6.251 7.815 9.348 11.345 12.838
4 7.779 9.488 11.143  13.277 14.860
5 9.236 11.070 12833 15.086 16.750
6 10.645 12592 14449 16.812 18.548
7 12017 14.067 16.013 18.475 20.278
8 13.362 15507 17535 20.090 21.955
9 14684 16.919 19.023 21.666 23.589
10 15987 18.307 20.483 23.209 25.188
11 17275 19.675 21.920 24.725 26.757
12 18.549 21.026 23.337 26.217  28.300
13 19.812 22362 24736 27.688 29.819
14 21.064 23.685 26.119 29.141 31.319
15 22307 24996 27.488 30.578 32.801
16 23.542 26.296 28.845 32.000 34.267
17 24769 27587 30.191 33.409 35.718



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres Xz llleszkedés Homogenitas Flggetlenség

Khi négyzet eloszlas

N ~ Binom(n; pi), igy EN™ = np, Var(N{") = np;(L - p)).
(Ngn{ N, Nf")) ~ Polinomialis(n; p1,pz - .-, Pr)

A tétel bizonyitasar = 2-re:
Legyenr = 2, azaz az eloszlasunkp; =pésp,=1—-p.

N np)® (N —n(1—
Ekkor (r npnp) + (v n(lnip)p)) dsszeget vizsgaljuk. Hozzunk

kdzds nevezére, és hasznaljuk, hogy Né”) =n- Nin):
@-p) (NP —np) p (N —n(1-p)"  @-p)(N" ) tp (N 1))

, np(1-p) np(1-p)
(V)N )
—e(=p) T\ \/np(1-p)

A de Moivre-Laplace tétel szerint (= centralis-hatareloszlas
L, N(n)—np
tétel spec. esete): —A~— — X, N — oo,
P ) vV np(1-p)
ahol X ~ N(0,1). Ezért a négyzet eloszlasa X2 = x3_;.



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres x° llleszkedés Homogenitas Fiiggetlenség

llleszkedésvizsgalat
Példa

e = 0,05 els6faju hibavaloszinliség mellet dontsiink arrél a
hipotézisrél, hogy az alabbi megfigyelés-sorozat szabalyos
kockaval dobva adodott.

értékek |1]2]|3|4]|5]6
gyakorisdgok || 24 | 2119|1213 |11

Ho : minden oldal valosziniisége £
H; : nem minden oldal valoszinlisége £



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres x° llleszkedés Homogenitas Fiiggetlenség

llleszkedésvizsgalat

Adott egy r > 2 pozitiv egész. A hattérben adott egy

w = (m1,m2,...,m) eloszlas, amit mi nem ismerlnk. Nevezzik
ezt igazi eloszlasnak. Ekkor vesziink egy fliggetlen mintat
ebbdl az eloszlasbol: X1, Xs, ..., X;.

Megadunk egy p = (p1, P2, - - -, Pr) eloszlast. Azt szeretnénk
tesztelni, hogy az igazi eloszlas megegyezik-e az altalunk
adottal. igy a hipotézisek:

Ho:m=p

Hi:m#p

.. L N;—np; )? .,
Tesztelés: a teszt statisztika x2_; == >1_, %. Miért? ©
Ha Hy teljesiil, akkor N; ~ np; minden i-re. Ezért a szamlalok
0-hoz kozeliek, igy x? ; 0-hoz kozeli.

Ha Hp nem teljesul, akkor valamelyik i-re N; ~ nj # np;, igy
PR . 2 z
W tart co-hez, tehat x2?_, tart oo-hez, han — oo

Tehat fix n-re: Ho-t elfogadjuk < x? | < .



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres x° llleszkedés Homogenitas Fiiggetlenség

llleszkedésvizsgalat

Tehat fix n-re: Ho-t elfogadjuk < x? ; < .
Pontosabban:

1 — ¢ szinten elfogadjuk Ho-t, ha k-ra teljesul:
P(Xr2_1</<c) =1-—e¢.

Ehhez szikség van x2_, = >71_; W eloszlasara, ha Hg

teljesil, azaz X4,...,Xn apy,...,pr eloszlasbol vett figgetlen
minta.

A fenti tétel szerint, ha Hy teljesll, azaz = = p, azaz Xy, ..., Xn
apa,...,pr eloszlasbol vett fuggetlen minta,

akkor >{_ w aszimptotikusan x2_, eloszlasu.
igy ahogy CHT-t alkalmazo6 kozelitéseknél, fix n-re is

tekintsik a ! N—e)” \alvaltozot 2, eloszlastnak
i=1 np; Xr—1 .



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres x° llleszkedés Homogenitas Fiiggetlenség

llleszkedés vizsgalat, a példa megoldasa

e = 0,05 els6faju hibavaloszinliség mellet dontsiink arrél a
hipotézisrél, hogy az alabbi megfigyelés-sorozat szabalyos
kockaval dobva adodott.
érékek | 1] 2|3 |4 |56
gyakorisdgok || 24 | 2119|1213 |11

Ho : minden oldal valoszinlisége § < (m1,...,m6) = (g,..., 3
. e 1 1
Hy : Ho nemteljesil < (mq,...,76) # (5,---»5)
A teszt statlsztlka erteke
(Ni—np;)° _ 442426241424 28212224342
XE=Xg 1= Zu =1 Inp, ' 600 =8,72.

Az 5 szabadsagfokl y? eloszlashoz és 0,95 szignifikancia
szinthez tartozo kritikus érték x = 11, 07.



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres % llleszkedés Homogenitas Fiiggetlenség

Khi négyzet eloszlas, tablazat

df 01 | 005 0025 001 | 0.005
1 2706 3841 5024 6635 7.879
2 4605 5991 7378 9210  10.597
3 6251 7815 9348 11345 12838
4 7779 9488 11143 13277 14.860
5 9236 [11.070 [12.833 15086 16.750
6 10645 12502 14449 16812 18.548
7 12017 14067 16013 18475 20.278
8 13362 15507 17.535 20.090 21.955
9 14684 16919 19.023 21666 23.580
10 15987 18307 20483 23209 25.188
11 17275 19.675 21920 24725 26757
12 18549 21026 23337 26217 28300
13 19.812 22362 24736 27.688 29.819
14 21064 23685 26119 29141 31319
15 22307 24996 27.488 30578 32.801
16 23542 26296 28.845 32000 34.267
17 24769 27.587 30191 33409 35718




Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres x° llleszkedés Homogenitas Fiiggetlenség

llleszkedés vizsgalat, a példa megoldasa

e = 0,05 els6faju hibavaloszinliség mellet dontsiink arrél a
hipotézisrél, hogy az alabbi megfigyelés-sorozat szabalyos
kockaval dobva adodott.

étekek | 1|2 |3|4|5]6
H

gyakorisdgok || 24 | 2119|1213 |11
Ho : minden oldal valoszinlisége § < (m1,...,m6) = (g,..., 3
Hy : Ho nem teljesil < (rq,...,m6) # (3....,%)
A teszt statisztika értéke Y
2 _ .2 (Ni—np;)? _ 4424262414242824222434
X5 = Xe-1 = Zu =1 D TG e = 8,72,

Az 5 szabadsagfokl y? eloszlashoz és 0,95 szignifikancia
szinthez tartozo kritikus érték x = 11, 07.

Mivel x2 < x ezért nem tudjuk elutasitani Ho-t, igy a minta
tekinthetd szabalyos kockabol szarmazonak.



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres »(2 llleszkedés Homogenitas Flggetlenség

llleszkedés vizsgalat, masik példa

Megoldas nélkul

Amikor az embereket megkérdezik, hogy mekkora a tomeguk,
gyakran mondanak a valésagosnal kisebb értékeket.
Szeretnénk eldonteni az alabbi adathalmazrol, hogy igazi
mérésbdl szarmazik, vagy az emberek megkérdezésébdl
nyerték. Azt a tényt fogjuk hasznalni, hogy mérés esetén az
utols6 szamjegyek eloszlasanak egyenletesnek kell lennie a
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} halmazon. Dontsiink 0, 95 szinten
arrdl a hipotézisrol, hogy mérésbdél szarmaznak az adatok.

utoslé szamjegy | 0 [1]2|3|4|5|6|7|8]|9
mérésekszama |35 |4 [4[3 |4 |24]2]4 |82



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres x° llleszkedés Homogenitas Fiiggetlenség

Homogenitas vizsgalat, példa

Két dobokockaval dobva az alabbi gyakorisagokat figyeltiik
meg:

értékek 1,234 ]|5]|6
I. kocka || 27 | 24 | 26 | 23 | 18 | 32
Il. kocka || 18 | 12 | 15| 21 | 14 | 20

a = 0,05 els6faju hibavaldszinliség mellet dontstink arr6l, hogy
tekinthet6-e a két eloszlas azonosnak.

Ho : a két eloszlas azonos

H; : a két eloszlas kiilonb6z6



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres x° llleszkedés Homogenitas Fiiggetlenség

Homogenitas vizsgalat

Adott két hattér eloszlas az {1,2,...,r} halmazon:
P = (p1,P2,---,Pr) és g9 = (91,92, ---,0r). Ezek nem ismertek.

A p eloszlasbol vesziink egy mintat: X, Xz, ..., Xn
A q eloszlasbol vesziink egy mintat: Y1,Yz2,...,Ym
Ho:gq=p
Hi:g#p

Legyen N = #{j : 1 <j <n, X; =i} = n kisérletbdl az i értékek
szama az elsé mintaban.
Legyen Mj = #{j : 1 <j <n, Yj =i} = n kisérletb6l az i értékek
szama az elsé mintaban.

(s3]
A teszt statisztika T = nm Z “NTW (Ho melletti eloszlasa

ismert.)

Ha Ho teljesul, akkor minden j-re N’ ~ =P és 8 = p;, tehat
a szamlalok 0-hoz kozeliek, igy az egesz szumma 0 hoz kozeli.

Ha H; teljesul, akkor valamely j-re az egyik tort co-hez tart.

igy fix n-re akkor fogadjuk el Hi-t, ha T elég nagy, x < T.



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres x? llleszkedés Homogenitas Fiiggetlenség

Homogenitas vizsgalat

Allitas

Ha X1, X5,...,Xh €5 Yy, Yo, ..., Yy két flggetlen minta
ugyanabbol az eloszlasbol az {1,2,...,r} értékeken, akkor

|
N
N

(M- %)2
n m 2
nm E W — Xr—1: ha. n — oo.

NI MI 2
Fix n esetén ugy vesszik, hogy nm > _ <NT eloszlasa

~ X[—l' )
Tehat a dontés:
Ho-t 1 — ¢ szignifikancia szinten elfogadjuk <

Np M

2
nm> 1<N+M> <rK,aholP(x? ; <k)=1-¢.



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres x° llleszkedés Homogenitas Fiiggetlenség

Homogenitas vizsgalat, példa megoldasa

Két dobokockaval dobva az alabbi gyakorisagokat figyeltik
meg:

értékek 1,23 |4]|5]|6
I. kocka || 27 | 24 | 26 | 23 | 18 | 32
IIl. kocka || 18 | 12 | 15 |21 | 14 | 20

a = 0,05 els6faju hibaval6szinliség mellet dontstink arr6l, hogy
tekinthet6-e a két eloszlas azonosnak.
Hg : a két eloszlas azonos
H; : a két eloszlas kiillonb6z6
(M-t z
E=nmy g ae) =22
0,95 szignifikancia szinthez és 5 szabadsagi fokhoz tartoz6
kritikus érték x = 11,07



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres x? llleszkedés Homogenitas Fiiggetlenség

Khi négyzet eloszlas, tablazat

df 01 | 005 0025 001 | 0.005
1 2706 3841 5024 6635 7.879
2 4605 5991 7378 9210  10.597
3 6251 7815 9348 11345 12838
4 7779 9488 11143 13277 14.860
5 9236 [11.070 [12.833 15086 16.750
6 10645 12502 14449 16812 18.548
7 12017 14067 16013 18475 20.278
8 13362 15507 17.535 20.090 21.955
9 14684 16919 19.023 21666 23.580
10 15987 18307 20483 23209 25.188
11 17275 19.675 21920 24725 26757
12 18549 21026 23337 26217 28300
13 19.812 22362 24736 27.688 29.819
14 21064 23685 26119 29141 31319
15 22307 24996 27.488 30578 32.801
16 23542 26296 28.845 32000 34.267
17 24769 27.587 30191 33409 35718




Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres x° llleszkedés Homogenitas Fiiggetlenség

Homogenitas vizsgalat, példa megoldasa

Két dobokockaval dobva az alabbi gyakorisagokat figyeltik
meg:

értékek 1,23 |4]|5]|6
I. kocka || 27 | 24 | 26 | 23 | 18 | 32
IIl. kocka || 18 | 12 | 15 |21 | 14 | 20

a = 0,05 els6faju hibaval6szinliség mellet dontstink arr6l, hogy
tekinthet6-e a két eloszlas azonosnak.
Hg : a két eloszlas azonos
H; : a két eloszlas kiillonb6z6

(M-t z
E=nmy g ae) =22
0,95 szignifikancia szinthez és 5 szabadsagi fokhoz tartoz6
kritikus érték x = 11,07
Mivel X% < K, Ho-t nem tudjuk elvetni, tehat elfogadjuk, hogy a
két dobokocka azonosnak tekinthetd.



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres

2

x° llleszkedés Homogenitas Fuggetlenség

FlUggetlenség vizsgalat, Példa

Az alabbi harom tablazat harom — a TV-ben kilonb6z6 intenzitassal
reklamozott — fogkrém fogyasztasara vonatkoz6 adatokat tartalmaz a
TV-nézés idejének fliggvényében:

Fogkrém fajtaja— A B C
TV nézés hetente| || 1 6rareklam | 5 perc reklam | O perc reklam
< 5 ora 80 60 60
5-15 6ra 70 70 60
> 15 ora 90 65 45

Van-e 0sszefliggés a kedvelt fogkrém markaja és a TV nézés

id6tartama kozott?

A cellakban az eladott mennyiség all az adott kategoriabol.
Ho : a reklam id6tartama és a TV nézés fiiggetlenek

H; : van kozottik 6sszefliggés




Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres x° llleszkedés Homogenitas Fiiggetlenség

Flggetlenség vizsgalat

Adott egy kétdimenzios véges értéki valvaltozo, (X,Y).

X értékei {1,2,...,r}, Y értékei {1,2,...,s}.

Tesztelni szeretnénk, hogy X fliggetlen-e Y -t6l. Ehhez vesziink egy n
elemd mintat: (X1, Y1), (X2,Y2) ..., (Xn, Yn).

1 2 - J - S sorZ
1 Ni1 | Nio Ny; Nis Nie
2 N21 | N2z Ny Nos Noe
[ Niz | Ni2 N; Nis Nio
r er Nr2 Nrj Nrs Nro
0szlop) " || Ne1 | Ne2 N, Nes
i ZjS:l Njj = n.
r S (ﬁ _ Nie Noj )2
2 n n

Il
>

A teszt statisztika: x(; _1)s—1)




Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres x? llleszkedés Homogenitas Figgetlenség

Flggetlenség vizsgalat

(7 %)
A teszt statisztika: x§, _1ys_1) = ZZ—
i=1j=1
Ha Hy teljesul, azaz X és 'Y nggetIeniak, akkorn '
P(X =i,Y =j)=P(X =i)P(Y =]). Tovabba tudjuk, hogy
ekkor N" —P(X =i,Y =j), Ne . P(X =), s
% — P( =]). Tehat a szummaban felsorolt tértek 0-hoz

tartanak. igy Ho-t elfogadjuk, ha X(r _1)(s— 1) 0-hoz kozeli.

N

Ha H; teljesil, akkor valamilyen (i, ) parra 7 — NT'TJ —Cc #0,
igy n-es szorzo miatt xf, _;ys_4) — ©0, han — cc.

Fix n-re, Ho-t elfogadjuk, ha X(Zr_l)(s_l) elég kicsi, azaz ha
X{r_1)s_1) < fi. valamilyen kappara.



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres x? llleszkedés Homogenitas Figgetlenség

Flggetlenség vizsgalat

r s (MfNi- N°i)2
XG 1)) =D % ha n tart végtelenhez,
i=1j=1 n n
akkor x? eloszlasu (r — 1)(s — 1) szabadsagfokkal.
Azaz ha Hy teljesul, a hatareloszlas ismert. (aszimptotikusan...)

Dontés:

Ho-t elfogadjuk 1 — ¢ szinten < x2

(r—1)(s—-1)
(r — 1)(s — 1) szabadsagfokl x? eloszlas ¢ valoszinliséghez
tartozo farok eloszlasa, azaz P(X%r—l)(s—l) >kK)=¢

(ez ugye azt jelenti, hogy P(X(zr—l)(s—l) <K)=1-¢)

< K, ahol k az



Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres

FlUggetlenség vizsgalat, a példa megoldasa

2

x° llleszkedés Homogenitas Fuggetlenség

Az alabbi harom tablazat harom — a TV-ben kilonbdz6 intenzitassal
reklamozott — fogkrém fogyasztasara vonatkoz6 adatokat tartalmaz a
TV-nézés idejének fliggvényében:

Fogkrém fajtaja— A B C
TV nézés hetente| || 1 6rareklam | 5 perc reklam | O perc reklam
< 5 ora 80 60 60
5-15 6ra 70 70 60
> 15 ora 90 65 45

Van-e 0sszefliggés a kedvelt fogkrém markaja és a TV nézés
id6tartama kozott? Dontslink 0,95%-0s szinten.

r=s=3

2
Nig Nej
n n 6

(E,
r s n
XG=nYi 21

Nig Nej

A 4 szabadsagfok( 0,05 farokvalosziniiséghez tartozo érték a x?

eloszlasban x = 9.488.




Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres x? llleszkedés Homogenitas Figgetlenség

Khi négyzet eloszlas, tablazat

df | 04 | 005 0025 | 001 | 0.005
1 2706 3841 5024 6635 7.879
2 4605 5991 7378 9210  10.597
3 6251 7.815 9348  11.345 12.838
4 7779 |oass  [11.143 13277 14.860
5 9236 11070 12833 15086 16.750
6 10645 12502 14449 16812 18.548
7 12017 14067 16013 18475 20.278
8 13362 15507 17.535 20090 21.955
9 14684 16919 19023 21.666 23.589
10 15987 18307 20483 23209 25.188
11 17275 19675 21920 24725 26.757
12 18549 21026 23337 26217 28300
13 19.812 22362 24736 27.688 29.819
14 21064 23685 26119 29141 31319
15 22307 24996 27.488 30578 32.801
16 23542 26296 28845 32000 34.267
17 24769 27587 30.191 33409 35718




Intervallum Paraméteres Hipotézisek Nemparaméteres

2

x° llleszkedés Homogenitas Fuggetlenség

FlUggetlenség vizsgalat, a példa megoldasa

Az alabbi harom tablazat harom — a TV-ben kilonbdz6 intenzitassal
reklamozott — fogkrém fogyasztasara vonatkoz6 adatokat tartalmaz a
TV-nézés idejének fliggvényében:

Fogkrém fajtaja— A B C
TV nézés hetente| || 1 6rareklam | 5 perc reklam | O perc reklam
< 5 ora 80 60 60
5-15 6ra 70 70 60
> 15 ora 90 65 45

Van-e 0sszefliggés a kedvelt fogkrém markaja és a TV nézés
id6tartama kozott? Dontslink 0,95%-0s szinten.

r=s=3

2
Nig Nej
n n 6

(E,
r s n
XG=nYi 21

Nig Nej

A 4 szabadsagfok( 0,05 farokvalosziniiséghez tartozo érték a x?
eloszlasban x = 9.488.

Mivel x3 < k, elfogadjuk Ho-t.
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