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CHT& NSZT
Példa

Interneten keresztil torténd video szolgaltatas esetén a
felajanlott videok bitrataja 2,6 és 3 Mbps kozott valtozik (VBR
kodolast hasznaltak minden esetben) atlagosan 2,8 Mbps. Ha
csucsiddben egy bizonyos szervernél 1000 igényre
szamitanak, akkor mekkorara kell tervezni a savszélességet,
hogy egy masodperc alatt legfeljebb 10~° valoszinliséggel ne
tudjon minden igénynek eleget tenni.

Elvileg 1000 x 3 = 3000 Mbps kapacitasra lenne sziikség a
legrosszabb esetben.

A minimalisan sziikséges savszélesség az aktualis aggregalt
savszélesség igény varhato értéke!

Miért?



CHT& NSZT

CHT — centralis hatareloszlas-tétel

Tétel

Legyenek X4, X5, ... fuggetlen, azonos eloszlasl valoszinlségi
valtozok Ggy, hogy m = EX; és o = D(X;) létezik és véges.
Ekkor ha n — oo, akkor

Xq beeo o X —
P< DR A nm<x>—><1>(x),
vno

ahol ®(x) a standard normalis eloszlas eloszlasfliggvénye.

Ha n nagy, akkor ez alkalmas lehet a baloldalon allo
valoszinliség kozelitésére, azaz, ha n nagy, akkor tekintsik

ugy, hogy

X -4+ Xp —nm

p (At <x>z¢(x).
Vvno

Hasznaljuk ezt a példa megoldasara. Természetesen meg kell

majd vizsgalni, hogy a kozelitéssel mekkora hibat vétink.



CHT& NSZT

CHT alkalmazasa a példara

Also korlat a savszélességre

A minimalisan sziikséges savszélesség az aktualis aggregalt
savszélesség igény varhato értéke!

Miért?

Tegyuk fel, hogy a videok bitratajanak varhato értéke m,
szOrasa o.

Legyen X; az i-dik vide6 aktualis bitrataja. Es tetszéleges n-re
legyen S, = X3 4+ --- + Xp.

Legyen a kapacitas az aktualis 0sszesitett savszélesség
varhat6 értéke C = ES19p9. Megmutatjuk, hogy ezen kapacitas
mellett ha n nagy, akkor kozelitéleg % val6szinliséggel nem lesz
elég a kapacitas, azaz P(S1p00 > ES1000) ~ %

Ennek modszerét a kdvetkez6 folian nézzik meg, amin
kiszamoljuk a minimalis sziikséges savszélességet. Ezutan
foglalkozunk a P(S1000 > ES1000) ~ 5 kozelitéssel.



CHT& NSZT

CHT alkalmazasa a példara

Minimalisan sziikséges savszélesség

Tegyuk fel, hogy a videdk aktualis bitrataja egyenletes

3-26 _
eloszlasu a [2,6, 3] kozott. Ekkor a szoras T sf'

Ha x > 2800, akkor P (S1gp0 > X) = ...(CHT hasznélata)
A CHT allitasaban szerepl6é hanyadost szeretnénk latni.
Alakitsuk Ggy a baloldalon a valvaltozo6t, hogy ez megjelenjen,
mikdzben az esemény nem valtozik, azaz a jobboldalon is
ugyanazokat a mdveletek hajtjuk végre.

-+ =P (S1000 — 1000 - 2,8 > x — 2800) =

S 1000-2,8 x—2800 x—2800 -8
P ( Sip=1000258 -, >%1—¢<7>:10
1000 svr_ leOOer_ leOOSVr—

1000 sV

A standard normalis eloszlas tablazatabol: ¢(4,7) =1 — 1075.

ﬂ — 47 = x = 2821, 45 ~ 2822.
V10002

Ez az elengedhetetlenil szikséges 2800-nak a 0,77%-a.

Azaz ¢ &> =1-10%



CHT& NSZT

CHT alkalmazasa a példara

Alsod korlat a savszélességre. FOLYTATAS!

A minimalisan sziikséges savszélesség az aktualis aggregalt
savszélesség igény varhato értéke!

Miért?

Azt fogjuk latni, hogy ha n nagy, akkor P(S, > ESp) ~ 3.

Az el6z06 folian bemutatott modszerrel csinaljuk. ES,, = nm,
ekkor P(Sp > ESp) = P(Sp — nm > nm — nm) =

P (72 > ) = 1-P (332 < o) g 1-00)

Mivel ®(0) = 1, a jobboldalon ll6 valosziniiség 3.



CHT& NSZT

CHT kozelités hibaja fix n-re

Berry-Esséen tétel
Ha EX; = 0, D?(X;) = 02 < o0, és E[X;|® = ¢ < oo, akkor létezik
egy C > 0 (abszolut konstans) Ggy, hogy

‘D/S“ < X
| \ovn 7/

[Fa(x) = (x) |
0.8

0.6

Megjegyzés: El6fordulhat,
hogy egy konkrét xg-ra a
hiba sokkal kisebb.




CHT& NSZT

CHT konvergencia gyorsasaga, kozelités fix n-re

Berry-Esséen tétel

Ha EX; = 0, D?(X;) = 02 < o0, és E|X;|® = ¢ < oo, akkor létezik
egy C > 0 (abszolut konstans) gy, hogy

Sn
P <X | —P(x
(o <) ~ow
Esséen (1942): C = 7,59.
van Beeck (1972): C = 0,7975.
Shiganatov (1986): C = 0, 7655.
Shevtsova (2007): C = 0.7056. Ez a legjobb jelenleg.

: Aleti korlatia: VIOL3
Esséen elméleti korlatja: C > il 0,4097.

<CQ

~ o3y/n

Ezért ha n fix €s nem hatarértékben érdekes a feladat, akkor
nagy valoszin(iséggel lehet tévedni. Pl. ha n = 100, vagy

n = 10000, akkor ¢, vagy c 155 lehet az eltérés az igazi
valoszinlségtol.

igy a video6s példaban hiaba szamoltunk kapacitast 10~°
valoszinliséges hibara, a tévedés nagysagrendje ennél sokkal
nagyobb lehet.



Hoeffding Beengedés Véletlen algoritmus

Hoeffding-egyenl6tlenség

Tétel (Hoeffding-egyenl6tlenség)
Legyen ax < X¢ < by 1 val. Ekkor

2n2c?
P(Sh — ES, > nc) < exp {_Zn b —a)? } .
k=1\Pk —

Vagy mas formaban

2t2
P(S”ZES”“)“X"’{‘Z" (bx ak)z}'
k=1 —

A Hoeffding-egyenl6tlenség igen hatékony tud lenne, hiszen
nem kell tudni az X;-knek az eloszlasat, csak a korlatait, sét az
egyedi varhato értékeket sem kell tudni, csak az 6sszesitett
varhato értéket.




Hoeffding Beengedés Veéletlen algoritmus

Hoeffding-egyenlotlenség alkalmazasa

Beengedés szabalyozas

Interneten keresztil torténd vide6 szolgaltatas esetén a felajanlott videok
bitrataja 2,6 és 3 Mbps kozott valtozik (VBR kodolast hasznaltak minden
esetben) atlagosan 2,8 Mbps. Ha csucsid6ben egy bizonyos szervernél 1000
igényre szamitanak, akkor mekkorara kell tervezni a savszélességet, hogy
egy masodperc alatt legfeljebb 1078 val6szintiséggel ne tudjon minden
igénynek eleget tenni.

Hasznaljuk a Hoeffding-egyenl6tlenséget!
aj = 2,6 bj = 3, és ES1gp0 = 2800 Mbps. Ekkor a savszélesség

2
foglaltsag S1000, amire: P(Sigo0 > 2800 +t) < exp {_%} A

2

legkisebb t keressiik, amire a hiba exp {—%} =107%. Ezt

t-re megoldva: t = 33, 24. Tehat a keresett kapacitas
C = ESqggo +t = 2833, 24.
A 33,24 a 2800-nak a 1,2%-a.



Hoeffding Beengedés Veéletlen algoritmus

Hoeffding-egyenlotlenség alkalmazasa

Egy varosban 40000 csalad él. Az egy csalad altal egy nap
alatt termelt szemét mennyisége semmiképpen nem tdbb, mint
50 liter; a varhato értéke 20 liter, szérasa 10 liter.

© Mekkora napi kapacitast szemétéget6 lizemet épitsen az
onkormanyzat a haztartasi szemétnek, ha azt szeretnék,
hogy annak az esélye, hogy az izem nem tudja feldolgozni
az egy nap alatt termel6dott szemetet, legfelijebb 1%
legyen? Adjunk becslést a CHT alapjan.

@ Miért nem alkalmazhat6 a CHT, ha az 6nkormanyzat 1%
helyett 10~8-0s biztonsagot szeretne? Ebben az esetben
adjunk becslést a Hoeffding-korlat segitségével.



Hoeffding Beengedés Véletlen algoritmus

Randomizalt algoritmusok

Tegyuk fel, hogy egy szamitogép p > % valoszinlségek tudja

kiszamolni a helyes eredményt két lehetséges érték kozil

(a—bh.

n-szer végrehajtjuk a kisérletet, majd egyszeri tobbségi

dontést hozunk: azt tekintjik eredménynek, amelyik tébbszor

jott ki.

(1) Mi a valbszinlsége annak, hogy rossz dontést hozunk?

(2) Haismert p, akkor hanyszor kell lefuttatni az algoritmust,
hogy legfeljebb e = 0, 05 valoszinliséggel tévedjlnk.



Hoeffding Beengedés Véletlen algoritmus

Randomizalt algoritmusok (quantum szamitbgép)

Legyen Xy = 1, ha rossz az algoritmus eredménye, 0, ha j6 az
eredmény. Ekkor S, a rossz eredmények szama n futtatasbol.
A rossz értéket fogadjuk el a két lehetéség kozil, ha S, > %n.
(a) Tehat a rossz dontés valoszintisége P (Sp > 3n).

(b) Ha fixaljuk a rossz dontés valoszinliségét, e-t, akkor
szamoljuk ki a minimalis n-et, amire P (S, > 3n) <e.
Hasznéljuk a Hoeffding-egyenlétlenséget: P (S, > ESp +11) <.
P (Sh > 3n) =P(Snh > (1 —p)n+t). Ekkor in = (1 —p)n +t
egyenldségbdl: t = (p — ) n.

Tovabba ay = 0 < Xy < b = 1 minden k-ra.

A Hoeffding-korlatbol:

2t2 2 2(p—1)%n2
- (bx—ak) _ (r-3) _o(p_1)2 ,
e Zka =e A —e2(P-z)n = Tehat, ...




Hoeffding Beengedés Véletlen algoritmus

Randomizalt algoritmusok

2
P(hibas tobbségi dontés n futtatasbol) < e~2(P~2)" = ¢,
OsszerggésbéI
n:( ¥ In—(Azabran e =0,05,¢£=0,01)
p—

350

50

Futtatasok szama

06 0.7 0.8 0.9 1
helyes eredmeény valdszinlsege



NET Cramér kiszamitas kiszamitas példak Alkalmazas

Nagy eltérés tétel

Feladat felvetés

. .y X1+ Xo+---+X
A nagy szamok torvénye: P 1t 2: + ”—>m> —1
X1+Xo+---+X
Haa<m<b:P< Lt 2: + ”e(a,b)>—>1

Innen kdvetkezik, hogy ha m < a < b, akkor
Xy +Xp+ -+ X

Vagy mas formaban:
P(an < X1+ Xo+ -+ Xp < bn) —0
Mit tudunk mondani fix n-re, azaz

P<X1+X2:m+x” e(a,b)> ~. L




NET Cramér kiszamitas kiszamitas példak Alkalmazas

Nagy eltérés tétel

Tétel (Cramér-tétel)

Legyenek X;-k i.i.d. valvaltozok F(x) eloszlasfuggvénnyel és
(a,b) egy valos intervallum. Ekkor létezik egy 1(x) ,rata
flggvény” (gy, hogy

1 X
L (Xt oX
n n

d e(a,b)> — inf 1(x).

n—oo a<x<b

Szemléletesen:
p (Xt Xot - +Xn

n

c (a’ b)> ~ e_n'infa<x<b I(X)
X

vagyP<X1+X2:'”+X” ~ >%e—nl(x)

Fontos megjegyzés: Ez fels 6 becsl és minden n-re!!!

Xq - Xo L ooot X
P<1+2: +n6

(a’ b)> Se—n'infa<x<b I(x)



NET Cramér kiszamitas kiszamitas példak Alkalmazas

Nagy eltérés tétel

A rata figgvény kiszamolasa

M(\) = Ee™, 1(\) :=InM(}),

I(x) = sup(Ax — I(\)).
AER

Konnyen bizonyithatd, hogy I(x) mindig konvex, tovabba a
minimuma X véarhato értékében van, azaz I(EX) =0



NET Cramér kiszamitas kiszamitas példak Alkalmazas

Nagy eltérés tétel

A rata figgvény

F(x) 1 F(x)

E e SITTISRITTIPPPITS B




Cramér kiszamitas kiszamitas példak Alkalmazas

NET

Nagy eltérés tétel
A rata figgvény

1(x)
I | |
I I I I |
X a ey a b
Haa < EX < b:
= <X1 + X —r: -+ Xy c (a’ b)) e Ninfackan1(x) — g0 — 1.
H a<hb:

<a<
+Xo 4+ Xy € (a, b)) e Ninfacx<p 1(X) — g—I(a)_
n



NET Cramér kiszamitas kiszamitas példak Alkalmazas

Nagy eltérés tétel
A rata figgvény kiszamolasa

M()) = Ee™, 1()) :=InM(}),

I(x) = sup(Ax — I(\)).
AER

Konnyen bizonyithatd, hogy I(x) mindig konvex, tovabba a
minimuma X véarhato értékében van, azaz I(EX) =0

Praktikusan: ha x e (x,X), akkor az I’(\)) = x egyenletnek
létezik egyetlen megoldasa, A(x). Ekkor

I(x) = XA(X) — [(A(X)).



NET Cramér kiszamitas kiszamitas példak Alkalmazas

Nagy eltérés tétel

A rata figgvény kiszamolasa

2,2
Normalis N'(m,o): M(\) = ™t |(x) = ~~—~—", ha
x e REX=m,I(m)=0

Binomialis(N, p): M(\) = (1 — p + pe*)N,
I(x)_xln< e —Nln((l—p)%),ha0<x<N.
EX = Np, I(Np)

Poisson(\): M(X) = e~ I(x) = xIn (X) —x + A, ha 0 < x.
EX = A, I(A) =0

pe?
Geometriai(p): M(\) = -1 p)e*'
I(x):xln(l—— %)Jrln( )),hax>1.

EX:%,I(B)zo



NET Cramér kiszamitas kiszamitas példak Alkalmazas

Nagy eltérés tétel

A ,vide6s” példa Gjra

Itt mar kell tudni az eloszlast! Tegyiik fel, hogy

. (x —2,8)? (x—m)?
Xj ~ N(2,8, 0, 06). Ekkor I(X) = W (|(X) _ X202 ).
Tehat

(:—m)2 (c—2,8)2

S _nt _
P(Sn>C):P<Fn>C>§e N2~ — e "o00%

P (S]_ooo > C) =

S1000 —1000(=28? _6
P >c | <e 00036 — 107°.
( 1000 =

Ezt c-re megoldva azt kapjuk, hogy ¢ = 2,81, azaz a kapacitas
C =1000c = 2810.




Momentum probléma

O (Létezés:) Adott egy szamsorozat, my, mo, . ... Létezik-e
olyan F eloaszlasfuggvény, amely pont ezeket a
momentumokat allitja el6?

Pontosabban:
vn EX" = mj,

ahol X eloszlasfuggvénye F.

@ (Egyértelmiiség:) Egy eloszlas momentumai
meghatarozzak-e az eloszlast?
Pontosabban: Az F(x) elofv az my, my, ... momentumokat
allitja el6. Létezik-e egy masik, F-t6l killonb6z6
eloszlasfiiggvény, amelynek ugyanezek a szamok a
momentumai?



mom.

Momentum probléma

3 kulénboz6 eset:
© F(x) tartdja (—oo, 00) (Hamburger momentum probléma)
@ F(x) tartdja [0, o) (Stielties momentum problémay)

© F(x) tartdja egy korlatos intervallum [a, b] (Hausdorff
momentum probléma)



mom.

Momentum probléma

F (x) tartoja (Hamburger momentum probléma)

Létezik egy eloszl as adott my, m,,... sorozat esetén ezekkel
a momentumokkal, ha a

mp; myz m3
My, M3 My
ms3 mg Mg

matrix pozitiv szemidefinit, azaz 37, -, mi;;ci§j > 0 tetsz6leges cn

korlatos komplexszam sorozatra.

Az eloszl &s egy értelmi , ha |m,| < C - D"n! valamilyen pozitiv
C, D konstansokkal, minden n szamra.



stabilis szimmetrikus vonzas maximumok

Valoszinlségi valtozok dsszegének hatarértéke

Adott X3, X5, ... i.i.d. Kérdés, milyen eloszlashoz konvergal

Xy + -+ Xn—bp
N
an

ha n — oo, valamilyen a, és b, sorozatokkal?
Ha létezik hatarérték, akkor az csak stabilis eloszlas( lehet. Mi
az, hogy stabilis?

Definici6 (Stabilis eloszlas)

X stabilis eloszlas(, ha tetszéleges n esetén és tetszéleges
ai,...,an valos szamok esetén a; X; + - - - + an X, eloszlasa
megegyezik anX + (3, eloszlasaval, ahol an €s 3, megfeleléen
valasztott valos szamok. Specialisan

elo

X+ -+ Xn = anX + Gn.




stabilis szimmetrikus vonzas maximumok

Példak stabilis eloszlasra

Csak végtelen tartoju eloszlas lehet stabilis. Példa: Poisson,
Normalis, ...

Volt: két flggetlen Poisson eloszlasu valvaltozo 6sszege
Poisson eloszlast



stabilis szimmetrikus vonzas maximumok

Stabilis eloszlasok

Allitas (Szimmetrikus stabilis eloszlasok)

A stabilis eloszlasokat a karakterisztikus fliggvényikkel lehet
megadni.* Ha egy stabilis eloszlas szimmetrikus is, akkor a
karakterisztikus figgvénye

p(t) = eIt

alakl, ahol o a stabilis eloszlas indexe, 0 < o < 2.
Masrészt, o(t) = e I alak filggvény egy stabilis eloszlas
karakterisztikus figgvénye.

A slr(iségfuggvény és eloszlasfliggvény csak néhany
paraméter érték esetén lehet megadni. Pl.: normalis eloszlas:

0_2
a=2¢p(t)= e‘th, fo,o(X) =




stabilis szimmetrikus vonzas maximumok

Stabilis eloszlasok

\Vonzasi tartomany

Tétel (Szimmetrikus stabilis eloszlasok vonz asi tartom any a)

Ha Xi, Xz, ... i.i.d. F(x) eloszlasfuggvénnyel
@ szimmetrikus eloszlastak: F(—x) =1 — F(x)
@ a farok eloszlas hatvanyrend(: x*(1 — F(x)) — b, amint
X — oo, valamilyen 0 < a < 2, b € (0, c0) szamokra.

S , . , : .
Ekkor nl;‘a konvergens és a hatareloszlas « indexi

szimmetrikus stabilis eloszlas.

0 x| <1
Példa ilyen valvaltozokra: f(x) =

(=~ szimmetrikus Pareto (1, «))




stabilis szimmetrikus vonzas maximumok

Maximumok konvergenciaja

Legyen Xi, Xp, ... i.i.d. F(x) eloszlasfuggvénnyel. Tovabba
legyen M, = max{Xq, Xz,...,Xn}.

Ha minden x esetén F(x) < 1 éslimy_ . x*(1 —F(x))=Db

valamilyen «, b pozitiv szamokkal (azaz 1 — F(x) ~ x~%, ha
X — 00), akkor n‘éMn eloszlasban konvergal:

P (n‘%Mn < x) —e ™™ hax>0.

Ez nem csak stabilis eloszlasokra igaz.



	CHT és NSZT
	Hoeffding-egyenlotlenség
	Alkalmazása: Beengedés szabályozás
	Alkalmazása: véletlen algoritmus

	Nagy eltérés tétel
	Cramér-tétel
	A ráta függvény kiszámolása
	A ráta függvény kiszámolása
	Példák rátafüggvényekre
	Alkalmazás a „videós példára''

	Momentum probléma
	Valószínuségi változók összegének határértéke
	Szimmetrikus stabilis eloszlások
	Vonzási tartomány
	Maximumok konvergenciája


