Fels6bb matematika villamosmérnokoknek - Sztochasztika
p6tZH megoldasok, 2022 Gsz

Minden megoldast részletesen indokolni kell. Azon beliil minden alkalmazott jel6lést be kell vezetni.

Munkaidé: 90 perc

1. A Badacsony szelet™ Minden 6t6dik nyer!” akeiot hirdetett, mely alapjan minden csokipapirba
snyert” illetve ;nem nyer” feliratok keriilnek 1 : 4 aranyban (véletlenszertien elszérva). A  nyert”
feliratu papirokat aztan egy ujabb csokira lehet bevaltani. (Az akcié soran olyan sok csoki keriilt a

piacra, hogy az Pistike szempontjabol végtelennek tekinthetd.)

a.) (4 pont) Pistike vett egy Badacsony szeletet, mellyel egy masik szeletet is nyert. Nagy megle-
petésére a masodik csokolddéval egy harmadiknak is a szerencsés birtokosa lett. A harmadikban

sajnos mar ,nem nyert” feliratot talalt. Mi ennek az esemény-sornak a valdszintisége?

b.) (6 pont) Atlagosan hany csokihoz jut Pistike az akcié soran egy csokoladé arabol?

Megoldas:
a.) 1 , 5
kimenetelei fiiggetlenek, a valosziniiségeket 0sszeszorozhatjuk.

1 1 4 4
P(nyert, nyert, nem nyert) = FEET 1% 0.032 = 3.2%

valoszintiséggel nyer, = valoszintiséggel nem nyer egy adott csokoladé. Mivel a csokoladék

b.) Jelolje X a nyert csokoladék szamat plusz egyet, az eredeti (pénzért vett) csokit: ennyit eszik
Pistike egy csoki araért. X (optimista) geometriai eloszlasi p = % siker-valoszintiséggel, hiszen
addig kell Gjabb és tjabb csokikat megenni, amig nem sikeriil egy ,,nem nyert” feliratot talalni.

A varhato érték tehat

2. Svindlis Sanya korlevelet készit, mely sikeres dolgozatokat és vizsgakat igér a cimzetteknek, amennyi-
ben tovabbkiildik 3 baratjuknak. (Ellenkezd esetben pedig egy kis nyuszi elsirja magat valahol
a vilagban.) Mindenki, aki ezt a levelet megkapja, 40% eséllyel kiildi tovabb 3 masik embernek
(egyébként pedig senkinek), az el6zményektdl fiiggetleniil. (Az egyszertiség kedvéért tekintsiink el
annak a lehetGségétdl, hogy valaki olyannak kiildjiik a levelet, aki mar megkapta méastol.) Kezdetben

Sanya csak egy embernek, Pistikének kiildi el a korlevelet.

a.) (5 pont) Jelolje Y azoknak az embereknek a szamat, akik Pistike bardtaitsl kapjak meg a korle-
velet. (Vagyis nem Pistikétsl magatol, hanem egy attételen keresztiil.) MiY generatorfiiggvénye?

b.) (5 pont) Mi annak a valosziniisége, hogy internet-szenzéaciova valik Sanya korlevele, ahelyett,

hogy a korlevelek lancolata megéllna?

Megoldas:

Nevezziik nulladik generdcionak Pistikét egymagéit. Nevezziik elsd generdcionak azokat, akiknek
Pistike a levelet tovabbkiildi. Es igy tovabb: alljon az (n + 1)-edik generaci6 azokbol, akiknek az
n-edik generacio tagjai a levelet tovabbkiildik, és legyen Z, az n-edik generacio tagjainak szama. Igy
Z, Galton-Watson eldgaz6 folyamat, az egylépéses utodszam pedig legyen X. Ez 0 vagy 3 értéket
vehet fel, az utdodszam-eloszlas tehéat: po = 0.6, p3 = 0,4 és p, = 0 ha k # 0,3). Az utodeloszlas

generatorfiiggvénye tehat:

g(2) = 0.62° +0.42° = 0.6 + 0.42°.



a.) A fenti jelolésekkel Y = Z,. Z,, generatorfiiggvényét g(z) kompozicié hatvanyaiként kapjuk me
) ] g ggvényét g p y pj g
vagyis

gy (2) =92, (2) = g(g(2)) = 0.6 + 0.4 (0.6 + 0.42%)° =
0.6+ 0.4 (0.6° + 3 0.6°(0.42°) + 3- 0.6 - (0.42°)* + (0.42°)*) =
0.6 + 0.4 (0.216 + 0.1442° + 0.2882° + 0.0642°) =
0.6864 + 0.05762° + 0.11522°% + 0.02562”.

b.) Egy ember atlagosan m = EX = 0.6-0+ 0.4 -3 = 1.2 embernek adja tovabb az {izenetet. Mivel
m > 1, a folyamat szuperkritikus, igy a kihalés esélye kisebb mint 1 és az alabbi fixpontegyenlet
egyetlen 0 < z < 1 tartomanyba es6 megoldasaval lesz egyenlG:

z=g(z)
2 =0.6 + 0.423
0.42° — 24+ 0.6 =0
223 — 524 3 =0.

A generatorfiiggvénynek z = 1 mindig fixpontja, igy z = 1 biztosan gyok: polinom-osztast
hajthatunk végre z — 1-gyel.

2:2422-3=0
Elég csupan a pozitiv gyokre szoritkoznunk, igy

24424 —1+V7
B 4 2

z

Az egyetlen [0, 1)-beli gyok igy

_1
2= %ﬁ ~ 0.8229

az orokké tulélés valoszintisége pedig 1 — 2z ~ 0.1771 ~ 18%
Ha valaki iteracios modszerrel kozeliti z-t, azt is elfogadjuk megoldasként.

3. Piripocs konyvtaraban egy régi, elromlasra hajlamos szamitogép van. Miden nap haromféle allapot-
ban lehet: ,miikédik”, ,rossza a monitor”, illetve ,rossza az internet”. Egy adott nap, ha miikodik,
80% eséllyel fog masnap is miikddni, 10% eséllyel a monitorja, 10% eséllyel pedig az internet romlik
el. Ha az internet rossz, azt konyvtaros 60% eséllyel javitja meg masnapra; ha a monitor rossz, azt
csak 20% eséllyel — az el6zményektdl fiiggetleniil. (A javitas alatt mas miszaki probléma nem lép
fel.)

a.) (4 pont) Feltéve, hogy hétfén miikodik a szamitogép, mi az esélye, hogy szerdan nem miikodik
a monitor?

b.) (6 pont) A polgarmester elrendelte, hogy a szamitogépet 3 év milva le kell cserélni. Addig kb.
a napok hényad részében fog jol miikddni a szamitogép?

Megoldas:

A szamitégép egymast kovetd allapotait az X,, Markov lanccal modellezhetjiik, melynek allapot-
tere S = {1,2,3}, ahol 1 jeloli a miikodés, 2 a monitor, 3 pedig az internet hiba éallapotat. Az
atmenetméatrix
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a.) Legyen a 0. nap a hétfg! A feltételiink szerint X, = 1:

P<X2:2|X0:1):(P2)12:P11P12+P12P22+P13P32
=0.8-0.14+0.1-04+0.1-0=0.12=12%

b.) A Markov lanc véges allapotert és irreducibilis, igy az ergodtétel szerint az 1 allapotban hosszu
tavon az id6 m hanyadat tolti (a kezdeti allapottol fiiggetleniil), ahol 7 az egyetlen a stacionarius
eloszlas (sorvektor). A meghatarozasiahoz meg kell oldanunk a

(PT —1)r* =0

linearis egyenletrendszert, és annak egy (tetszéleges) megoldasat lerormalni, hogy a sordsszeg 1
legyen. Az egyenletrendszer

-02 06 0210

01 —-06 0 |0

0.1 0 -02]0

, ennek egy megoldésa a

T=(6 1 3),
amit lenormalva
=5 1 1)

Vagyis hosszi tavon a szamitogép az idejének a m = 1£ részét tolti mikodsképes allapotban.

0

4. A Piripocesi Skacok tjsag atlagosan 10.4 helyreigazitési pert veszit el egy év soran. A pereket egymés-
tol fiiggetlen ritka események generaljak. (Az egyszertiség kedvéért az év tekinthets 360 naposnak
30 napos honapokkal.)

a.) (3 pont) Feltéve, hogy télen 2 pert veszitettek el, mi az esélye, hogy nyaron legalabb 3-at
veszitenek?

b.) (3 pont) Tiszta laprol indulva atlagosan hany napot kell varni a 4. vesztes helyreigazitasi perig?

c.) (4 pont) Az elvesztett perek 35%-at a Piripocs a Piripocsiaké (PP) alapitvany kezdeményezi.
Mi az esélye, hogy négy honap alatt az Gjsdg egy pert veszit veliik szemben, két méasikat pedig
valaki méssal szemben?

Megoldas:

Mivel a sok cikk-beli sok hazugsaghol kiilon-kiilon kis valoszintiséggel és fiiggetleniil lesz bukott
sajtoper, a bukott pereket Poisson folyamattal modellezhetjiik, A\ = 10.4 rataval (az id6t években
mérve). Ezen beliil a PP alapitvany ellen vesztett perek a Poisson folyamat ritkitasa 0.35-szeresre.

a.) Mivel a Poisson folyamatban a diszjunkt idGintervallumok fiiggetlenek egymastol, igy elég annak
az esélyét kiszamolnunk, hogy 3 honap alatt legalabb hdrom pert veszitenek el. Ennek szamat
jelolje X, mely Poisson eloszlast valoszintiségi valtozo 10.4 - % = 2.6 paraméterrel.

2.6
PX>3)=1-P(X=0)-PX=1)-P(X=2)=1-¢e24+26-¢20+ 2 2

2
1—6.98-¢ % ~0.4816 ~ 48%
b.) Jelolje T}, a k. per id6pontjat, tovabba az egyszeriibb jelolés kedvéért legyen Ty := 0! 7 :=

Ty — Ty—1 az id6, mely eltelik a k. és a (k — 1). per kozott. A 74-k i.i.d. exponencidlis eloszlasi
valoszintiségi valtozok A = 10.4 paraméterrel.

4 4
1
E(Ty,) =E (E Tk) = E E(r) = 4E(1) =4 - 104 ~ 0, 3846 (év) ~ 139 nap
k=1 k=1 :



c.) Legyen X a PP ellen vesztett perek szamat, Y pedig a masok ellen vesztett perek szamat 4
honap alatt! FEzek fiiggetlenek és Poisson eloszlastak rendre 0.35 - 10.4 - % ~ 1.213 illetve
0.65-10.4 - -5 ~ 2.253 paraméterrel. Igy

2.2537 . 2253

P(X=1Y=2)=P(X =1)P(Y =2)~ 1.213- ¢ 123 g

~ 0.096 = 9.6%

. (10 pont) Egy szemétszallitasi vallalat 100 literes és 400 literes kukékra kot szerzédést. Az elGbbit
7000, az utobbit 3000 iigyfél veszi igénybe. A kis kukdkban atlagosan 80, a nagyokban 300 liter
szemetet halmoznak fel egy adott héten, egymastol fiiggetleniil.

A cég (annyi és) akkora kukéasautot kivan kikiildeni, ami legfeljebb 1% eséllyel nem lesz képes min-
denki szemetét elvinni. Hany literesre tervezziik a kukasauto(k) teljes kapacitasat?

Megoldas:
Jelolje X; i = 1,2,...,10000 az egy adott iigyfél szemétmennyiségét. Tartozzon az elsé 7000 index
a 100 literes, a maradék 3000 pedig a 400 literes szerz6désekhez. Tudjuk, hogy

a; < X; < b;

ahol a; = 0, b; = 100, ha 1 < i < 7000, és b; = 400, ha 7001 < 5 < 1000.

Az sszes szemét mennyisége: S, := > | X;, ahol n = 10000. Legyen t egy tetsz6leges nem negativ
szam! A Hoeffding-egyenlGtlenség alapjan

t értékét ugy kell meghataroznunk, hogy a jobboldal egyenld legyen 0.01-gyel. Vegyiik észre, hogy

> (b = a;)* = 7000 - 100* + 3000 - 400> = 1.9 - 10°,

i=1

t-re tehat azt kapjuk, hogy

2t? L
P (_1.9 - 108) =10

2t
1.9-108
t =+/In(10) - 2.85 - 108 ~ 25617.

= 31n(10)

A varhato érték:

10000 7000 10000
E(S,) =E (Z X,) =Y EX)+ Y E(X;) = 7000 E(X;) + 3000 - E(X7o0) =
=1 i=1

i=7001
7000 - 80 + 3000 - 300 = 1460000.

Igy tehat a kapacitds, amire fel kell késziilniink E(S,,) + t ~ 1485617 liter.



