Fels6bb Matematika Villamosmérnokoknek - Sztochasztika
1. ZH
2019 6sz, 2019.10.15 18:00
Munkaidé: 90 perc. A nulladik feladat 0 pontos, a to6bbi mind 9 pontot ér.

0. Irja ra a ZH-ra a gyakorlat idépontjdit (meg persze a sajat nevét és Neptun-kodjat is).
Lehetséges helyes megoldasok: csiitortok 8-10 (R504); csiitortok 10-12 (R517); péntek
10-12 (R516).

1. Moricka addig dobal egy szabalyos dobdkockaval, amig ki nem jon a 6-os. Legyen X a
dobott szamok Osszege. Mennyi X varhato értéke? (Tipp: haszndljunk teljes vdrhato
érték tételt az elsd dobds eredménye szerint. Szabad kihaszndlni, hogy EX < oo.)

Megoldas: Definidlhatunk egy teljes, diszjunkt eseményrendszert, ami az elsG dobés
kimenetele szerint particionalja az eseményteret. A; = {i az els6 dobas eredménye} A
teljes varhato érték tétele szerint:

EX = iE [X| A P(A4;)

i=1

Ha az els6 dobés 6-o0s, akkor Méricka abbahagyja a dobélast, és X = 6. Ha nem, akkor
az els6 dobés eredményét X-hez adja, és elolrsl kezdi a folyamatot.
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EX < oo ismeretében atrendezhetjiik az egyenletet:

EX:6~(1+%):21

2. Pistikéék padléasan egy villanykorte van felszerelve, aminek az élettartama exponencialis
eloszlast, 1 év varhato értékkel. Pistike csak évente kétszer megy fel a padlasra: december
23-4n a karacsonyfadiszekért, illetve januar 23-4n, eltenni a karacsonyfadiszeket.

Legutobb, amikor Pistike december 23-an felment, azt vette észre, hogy az égét felkap-
csolva felejtette (nyilvan januar 23-an, amikor legutobb ott jart), de mar kiégett. Mi
annak a valészintisége, hogy az égé tobb, mint fél évet vilagitott feleslegesen?

Megoldas: Legyen X a villanykorte élettartama. Hoénapokban szamolva X eloszlasa
FExp(1/12), kihasznalva, hogy az exponencidlis eloszlas paramétere a varhato érték (1 év
= 12 honap) reciprokaval egyezik meg.

Az exponencialis eloszlas orokifjusaga miatt feltehetjiik, hogy januarban hagyta felkap-
csolva. A kérdéses valoszintiség:

P(6 <X <11) (1—e W12)—(1—¢012) /121

PX > 60X < 11) = —p g = — —




3. Egy miiszaki egyetem elavult, kézi kapcsolasu telefonkézpontjaba a hivasok Poisson folya-
mat szerint érkeznek, atlagosan 2 percenként. A kozpontban két kezeld iil, akik minden
hivasnal kockadobassal dontik el, hogy ki vegye fel: ha a dobéas 1 vagy 2, akkor Jancsi
veszi fel a hivast, ha pedig 3, 4, 5 vagy 6, akkor Juliska. (Minden hivas rovid ideig tart,
igy nem nagyon fordul eld, hogy a hivas érkezésekor valamelyikiik éppen foglalt lenne.)

a.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 18:00 és 18:10 kozott Jancsinak egyszer sem kell
felvennie a telefont?

b.) 18:00 és 18:10 kozott Juliskanak egyszer sem kellett felvennie a telefont. Ennek isme-
retében mennyi annak a valoszintisége, hogy Jancsinak sem?

c.) Jancsi és Juliska is 18:00-kor allt munkaba. Mi a valészintisége, hogy Jancsinak ha-
marabb kell telefont felvennie, mint Juliskdnak?

Bocsanatot kérek: a szovegben 1év6 atlagosan 2 percenként” kifejezés kétféleképpen is
értelmezhetd. Mi most értsiik ugy, hogy dtlagosan percenként 2 (és nem pedig tgy, hogy
s<atlagosan kétpercenként”). Forditott értelmezés esetén az alabbi megoldas értelemszertien

modosul: \ = %

Megoldas: Legyen a percenként bejovs hivasok Poisson folyamata N(t). A percenként
érkezG hivasok atlagos szama megegyezik a folyamatot meghatarozd Poisson eloszlas pa-
raméterével A = 2. Az egyes kezelk altal felvett hivasok is Poisson folyamatot kovetnek,
amiket N(t) megfelels ritkitasaként kapunk meg.

Tehét a Jancsi altal felvett hivasok szama (N, (t)) egy 2- 5 paraméterii Poisson folyamatot
kovet, a Juliska hivasait szamlalo Ny(t) paramétere pedig 2- %, ahol a ritkitashoz hasznalt
valoszintiségeket a szabalyos kockadobéas eloszlasa hatarozta meg.

A Poisson folyamat id6ben homogén, ezért csak a vizsgalt idotartam hossza lényeges a
szamitasok szempontjabol, a kezdete nem.

a.) P(N1(10) = 0) = ¢510

b.) Itt felhasznalhatjuk, hogy az egyes kezelGk altal felvett hivasok szama fiiggetlen, hiszen
minden hivasnél egy az el6z6ektdl fliggetlen dobéassal dontik el ki vegye fel.

P(N;(10) = 0|N5(10) = 0) = B(N;(10) = 0) = ¢~

c.) Az els6 hivas beérkezésekor egy kockadobas donti el, hogy melyikéjiik veszi fel. Ha ez
a dobas 1 vagy 2, akkor Jancsi, ha 3,4,5, vagy 6, akkor Juliska.

1
P(Jancsinak hamarabb kell felvennie) = P(az els¢ dobas 1 vagy 2) = 3

4. Feldobunk 10 érmét, amibdl 6 szabélyos, 4 viszont hamis: ezeken a fej valdszintisége 60%.
Legyen X a dobott fejek szama. Mi X generatorfiiggvénye?

Megoldas: Vezessiink be két valdsziniiségi valtozot: jeldlje X, a szabdlyos érmével
dobott fejek szaméat, mig X, a cinkelt érmével dobottakét.

X, eloszlasa Bin (6,0.5), hiszen 6 szabalyos érménk van, és ezeken a fej dobas valoszini-
sége 0.5. Ekkor az 6ran tanultak alapjan

Gy (2) = (0.5 +0.52)°,

ami 6 fiiggetlen 0.5 paraméterd Bernoulli valoszintiségi valtozo generatorfiiggvényének
szorzataként all eld.



Hasonloan X, eloszlasa Bin (4,0.6), valamint

Gu(2) = (0.4 +0.62)".

Mivel felirhat 2 fiiggetlen valtozo 0sszegeként X = X, + X}, a keresett generdtorfiiggvény
Gx(z) = Gs:(2)Gr(2)

. Az Y valoszintiségi valtozo generatorfiiggvénye g(z) = 5.

a.) Mennyi a P(X = 3) valoszintiség?

b.) Mennyi X véarhato értéke?

c.) Mennyi X szorasnégyzete?

(Tipp: a generdtorfiigguényt jol megnézve a kérdéseket szamolds nélkiil is meg lehet vdla-
szolni.)

1. megoldas: A generator fiiggvény alakjabol arra lehet kovetkeztetni, hogy egy geo-
metriai eloszlas valamilyen fiiggvényéhez tartozik. Indoklas: Legyen Y eloszlédsa optimista
Geom(p). Ekkor generatorfiiggvénye

Gy(z) = = (]1?2_ p =3 i o P= 0.5 valasztas mellett

c sz

Mivel a generatorfiiggvény egyértelmien meghatarozza az eloszlast X = Y + 3. Ezt
hasznalva a kérdések megvalaszolasa trividlis.

a.) P(X =3)=P(Y =0) =0, hiszen csak k > 0 értékekre értelmezett.

b) EX =EY +3=+5+3=5

c.) VarX = VarY = 21*/1243 =2

2. megoldas: A generatorfiiggvény derivalasaval meghatarozhatdak a kivant mennyisé-
gek.

423(2 — 2) — 24(—=1) (8 —32)2°

g/(z) = (2 _ 2)2 = (2 _ 2)2

//(z) o (—122;3 -+ 2422)<2 — 2)2 + (8 - 32)232(2 - Z) . 222<3Z2 — 162z + 24)
g B (2—2)4 N (2 — 2)3

m - 62(23 — 822 + 242 — 32)
g (Z) - (2 _ 2)4

Behelyettesités utan, a generatorfiiggvény tulajdonsagait hasznalva:

c.) VarX = ¢"(1) — (¢ (1))* 4+ ¢'(1) =22 —-25+5 =2



