Fels6bb Matematika Villamosmérn6koknek — Sztochasztika
hazi feladatok, 2019 sz

Minden héten Osszesen 2 pontot érnek a kitiizott feladatok.

1.HF: (Beadasi hatarids: 2019.10.08.)

HF 1.1 Pistike egyszer dob egy szabalyos dobokockaval. Ezutan Moricka addig dobal egy
szabalyos dobokockaval, amig nem sikeriil legalabb akkora szamot dobnia, mint Pis-
tikének. Legyen X Moricka dobasainak a szama.

a.) Mennyi a P(X = 1) valosziniiség?
b.) Mennyi a P(X = 2) valoszintiség?
c.) Mennyi az EX varhato érték?
Megoldas:

a.) Ez még konnyid. X = 1 akkor és csak akkor, ha Moricka elsé dobésa legalabb
akkora, mint Pistikéé. Ezen két dobas eredménye Osszesen 6 - 6 = 36 féle lehet.
Ebbdl jo az a 6, amikor ugyanannyit dobnak, meg a maradék 30-nak az a fele,
amikor Moricka dobasa nagyobb. Vagyis

6+15 21 7
(X )= %6~ 36" 1 0.58 = 58%

b.) Legyen [ = 1,2,...,6-ra A, az az esemény, hogy Pistike dobasa [. Persze

(A1,..., As) teljes eseményrendszer és P(A;) = &. Azon feltétel mellett, hogy

A; bekovetkezik, Moricka dobasainak szama geometriai eloszlast p; = %l para-
méterrel, hiszen Moricka kockdjanak 6 oldalabol 7 — [ nyers. Vagyis

PX =k|A)=0-p)" 'p k=12,... -
Konkrétan P(X = 2[A) = (1 —p)p = F 5 = % Igy a teljes valoszinii-
ség tétel szerint

— ZIP’(AZ)IP’(X —2|A) = Z% )

=1
06+15+24+334251 35

=—=016=1
216 216 016 6%

c.) Az el6z6 pont jeloléseivel: A; feltétel mellett X geometriai eloszlasa p; = %‘l

paraméterrel, vagyis E(X | 4;) = I% = %, Igy a teljes varhato érték tétel szerint

HF 1.2 A radioaktiv 1*C atommag élettartama (vagyis a létrejottétsl a bomlasiig eltelt id6)
exponencialis eloszlasi. A felezési id6 5730 év, ami azt jelenti, hogy egy sok atom-
magbol 4ll6 mintanak ennyi id6 alatt bomlik el a fele.

a.) Mennyi az élettartam eloszlasanak A paramétere (ratija)
i.) ha az id6t években mérjiik?
ii.) ha az id6t méasodpercben mérjiik?
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b.) Vesziink egyetlenegy *C magot. Mennyi a valoszintisége, hogy egy masodpercen
beliil elbomlik? Es hogy két méasodpercen beliil? Es hogy 3 masodpercen beliil?
(Figyelem: nem csak képleteket kérek, hanem konkrét szamokat!)

c.) Vesziink egy ezermillidrd (vagyis 10'?) magbol 4116 mintat, és X-szel jeloljiik a 3
masodperc alatt bekdvetkezd bomlasok szamat. Mennyi a P(X = 12) valoszint-
ség? (Figyelem: nem csak képletet kérek, hanem eqy konkrét szamot!)

d.) A 10'? maghol 4ll6 minta bomlésait egy detektorral figyeljiik, ami csak a bom-
lasok egy részét észleli: minden bomlast a tobbitdl fiiggetleniil i valoszintiséggel.
Legyen Y a 3 masodperc alatt észlelt bomlasok széma. Mennyi a P(Y = 3)
valoszintiség? (Figyelem: nem csak képletet kérek, hanem egqy konkrét szamot!)

e.) Legyen T a detektor altal észlelt elsé bomlas id6pontja (méasodpercben). Mi X
eloszlasa?

Megoldas:

a.) Jeloljiik &-vel az (egyetlen) atommag élettartaméat, F-fel ennek eloszlasfiiggveé-
nyét, T1o-vel a felezési id6t, vagyis T} /o = 5730év &~ 1.8 - 10''s. Az exponencidlis
eloszlas definicidja szerint x > 0-ra

Flr)=1—e?"

a felezési id6 definicioja szerint pedig

1 _

5= P <Tip) = F(Tipp) =1—e Mz,
amibdl

\ Iny; In2 0693 _ 0.693

Ty T T B7306v 1.8 10'1s
i) A= 28 ~ 1.21-107*%, vagyis ha az id6t években mérjiik, akkor A ~
1.21-107%

i) A~ 3988~ 3.83- 107121, vagyis ha az id6t méasodpercben mérjiik, akkor

A~ 3.83-10712
b.) Meérjiik az id6t méasodpercben!
i.) 1 masodpercen beliil: Az eltelt id6 t = 1.

P(é<t)=F(t)=1—e*~383 107"

Hat persze: Mivel At nagyon kicsi, e~*-t nagyon jol kozeliti az els6fokt Taylor
polinomja: e ~ 1 — M, vagyis F'(t) ~ M. Eppen ezért hividk M-t az
exponencialis eloszlas rdtdjanak.
(Alternativ érvelés: mivel Mt kicsi, a € élettartam f(x) = Xe™™* (ha x > 0)
striségfiggvénye jo kizelitéssel konstans a [0, t] intervallumon, igy P(§ < t) =
t
Jo f(x)dz =~ f(0)(t —0) = At.)
ii.) Hasonloan 2 és 3 méasodpercre:
P(¢ < 2) ~ 2\ = 7.66 - 102
P <3)~3\~1.15-107"

c.) Szigortian véve X binomialis eloszlast n = 10! és p = P(£ < 3) ~ 3\ ~ 1.15 -
10~ paraméterekkel, igy
Y 12 n—12
Per=12) = ([, )=

1000000000000
12

~
~

) (1_15 . 10711)12 (1 —115. 10,11)999999999988 .



Ezt az én szidmologépem nem is birja kiszamolni, ezért Poisson eloszlassal koze-
litiink: mivel n nagy és p kicsi, jo kozelitéssel X Poisson eloszlasi np ~ 11.5
paraméterrel. Vagyis

s 11.512

P(X =12) ~ e o~ 0.113 = 11.3%

d.) Y afenti, Poisson eloszlassal modellezhets X ritkitasa, igy maga is (jo kozelitéssel)

Poisson eloszlast =7 ~ 2.875 paraméterrel. fgy

P(Y =3) ~ e 2570

2.875%
o ~0.223 = 22.3%

3!

e.) A kérdés persze sajtohibas, bocs. Persze a T eloszlasa érdekel. Mivel az anyag
méasodperces idGskdlan nézve nagyon lassan fogy el, rovid ideig nyugodtan gy
tekinthetjiik, hogy az észlelések Poisson folyamat szerint torténnek. (Hossza idére
ez persze nem igaz, 5730 év alatt példaul a felére csokken az aktivitas (vagyis a

rata).) Mivel a bomlasok ratdja n)\, az észlelések rataja 2 ~ 0.96. Igy az
elsG észlelésig eltelt T id6 (nagyon jo kozelitéssel) exponencialis eloszlasa 0.96
paraméterrel.

2.HF: (Beadési hatarids: 2019.10.29.)

HF 2.1

HE 2.2

Feldobunk egy 10 és egy 20 forintos érmét egyszerre, és ezt addig ismételgetjiik, amig
a 20-ason fej nem jon ki. Jelolje X, hogy ez alatt a 10-essel hany fejet dobtunk.
Szamoljuk ki X varhato értékét és generatorfiiggvényét!

Megoldas: Jelolje Y, hogy hanyszor kell dobnunk a 20 forintos érmével az els6 fejhez.
Ekkor Y geometriai eloszlast 0.5 paraméterrel.

3z
1—

(1) EY =2, gy(z) =

1
22

Legyen X, egy % paraméteri Bernoulli valtoz6 minden ¢ € N indexre, ami az 1 értéket
veszi fel, ha az i-edik dobasunk a 10 forintos érmével fej.

1 1 1
EXl = 5, gX1<Z) = 52 —+ 5

Ezekkel a jelolésekkel X a kovetkezd véletlen tagszamo Osszegként irhato fel:

Mivel a 2 pénzérme feldobasanak kimenetelei fiiggetlenek, az o6ran tanultak alapjan
X varhato értéke és generator fiiggvénye a kovetkezo:

1 _1+z

1 = .
m—l 33—z

EX =EX,-EX;, =1, gx(2) =gv(gx,(2)) =

Egy boltba a vevik egyesével érkeznek, percenként pontosan egy, és beallnak az egyet-
len sorba. Amikor sorra keriilnek, a kiszolgalasuk az el6zményektdl fiiggetlen véletlen
ideig tart: % valoszintiséggel 0 percig (a vevs csak szétnéz és elmegy, kar is volt sorba
allnia), p valoszintiséggel 1 percig, és a maradék % — p valoszintiséggel 2 percig.

A boltba 08:00-kor érkezik az els6 vevs: nevezziik 6t egymagat nulladik generdcionak.
Azokat a vevGket, akik az ¢ kiszolgalasa alatt érkeznek, nevezziik elsd generdcionak
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(lehet, hogy ilyen egy sincs). Azokat a vevsket, akik az els§ generacio kiszolgalasa
alatt érkeznek, nevezziik mdsodik generdcionak, stb: Azok a vevok, akik an n-edik
els6 generacio tagjainak kiszolgalasa alatt érkeznek, alkotjak az n+ 1-edik generaciot.
Jelolje Z,, az n-edik generéci6 tagjainak szamat.

Az alabbi kérdéseket valaszoljuk meg

[) hap=1,
ha p=
Mennyi EZ,?

Mennyi EZ1?

Mi Z, generatorfiiggvénye?

= ol

Mi Z, generatorfiiggvénye?
Mennyi annak a valdészintisége, hogy Z3 = 07
Mennyi annak a valdszintisége, hogy a sor el6bb-utébb elfogy?

Legyen N a sor els elfogyasaig kiszolgalt vevsk teljes szama (a legelss vevet is
beleértve). Mennyi N varhato értéke?

h.) Mi N generatorfiiggvénye?
Megoldas: 1.) p = 1, igy ha X jeloli az utodeloszlast

1 1 1, 1 1 1 )

=4zt - EX=--04--1+--2=2.

ox(z) =g+ ga s 30T TG
Az elsé vevl alkotja a nulladik generaciot, ezért gz (z) = z valamint EZ, = 1.
Galton-Watson folyamatokrél ismert, hogy az n-edik generéicié generatora az utod-
eloszlas generatoranak n-szeres komporzicidja, azaz gz, (2) = gx o .. o gx(z), igy

EZy = (EX)" = (2)".

A generator fiiggvény segitségével konnyen szdmolhatéak a kihalési valoszintiségek is.

1 14 1394
(2= 0) = gx(ox(9x(0) = x(9x(3)) = 9x(33) = 5o
Mivel EX < 1, a folyamat biztosan kihal. Ekkor N egy jol definidlt valoszintiségi
valtozd. Az 6ran tanultak alapjan EN = ﬁ = 6.
N generator fiiggvénye egy olyan y(z) fiiggvény, melyre

1 1 1

) =2 axo(e) = = (3 + 502 + 50:)?)

teljesiil minden z esetén. Ez egy méasodfoki egyenlet megoldasara vezet, amelyben z
paraméterként szerepel.

Minden generator fiiggvénynek fixpontja van 1-ben, igy azt a megoldast kell vilasz-
tanunk, ami ezt teljesiti.

N |
_|_
D=

1 1
yi(1) = =2, pl)=22=1

W=
w

Tehat N generator fliggvéne ys(z).



IL) p = &, igy ha X jeloli az utodeloszlast

11 1, 1 1 1
4 S EX == 04--14--2—
9x(2) 3+6z+22, 3 0+6 —1—2

Az L) rész megoldasanal hasznalt formuldkat és érvelést alkalmazva

[N

7 41

10
Ey,=1, EZo= |- P(Z, = S
0 , 10 (6) P (Z35=0) 31

A kihalas valoszintisége megegyezik gx(z) legkisebb fixpontjaval:
1 1 1

_ - _2
Z—3+6z—|—2z
b+ V25 —24 541
A2 = 6 ~ 6

A kisebb gytk %, igy ez lesz a megoldas. A folyamat csupan 1-nél kisebb val6szinii-

séggel hal ki, emiatt V varhato értéke oo és a generatora nem definiélt.
3.HF: (Beadasi hatarids: 2019.11.12.)

HF 3.1 Pistike 6999-szer dob egy szabélyos dobokockaval.
a.) Kozelitsiik a centralis hatareloszlas tétel segitségével annak a valoszintiségét, hogy
1000-nél kevesebb hatost sikeriil dobnia!
b.) Legfeljebb mennyi lehet a fenti kozelités hibaja a Berry-Esseen tétel szerint?
Megoldas: Legyen n = 6999 és k= 1,2,...,n-re X; = 1, ha az k-edik dobas 6-os, és
Xy =0, hanem. S, = X;+---+ X, adobott hatosok szima. Feladat a P(S,, < 1000)
valoszintiség kozelitése. Az Xj-k fiiggetlenek és azonos Bernoulli (%) eloszlasuak.

a.) m := EX; = %, o? = Var(Xy) = % -% = ;’—6. Igy S, varato értéke ES, =
nm = 1166.5, szorasa pedig DS, = y/no =~ 31.18. Vagyis ha a varhato értéktol
166.5-del el akarunk maradni, az a szoras koriilbeliil 5.34-szeresét jelenti. A CHT

szerint

S, — 1000 — 1166.
P(S, < 1000) = P nm 10007 1665

Vo /6999, /%

S, —nm
APl —— < -534 ) =~d(—534)=1—P(5.34
(2= ) = o530 = 1~ 0.30)

ahol @ a standard normélis eloszlasfiiggvény. Ezt kevés tablazatbol lehet 5.34-ben
kiolvasni, de az mindegyikbdl latszik, hogy ®(5.34) > 0.9999, vagyis 1 —®(5.34) <
107*. A téblazatkezel6m szerint viszont ®(—5.34) &~ 4.65 - 1075.

b.) Ehhez kell még az X;-k eloszlasdnak § := E(|X; — m|?) jellemz6je. Esetiinkben

3 3 3

5 /1 1/5

=2(=) +=(2) ~o0.100.
6(6) +6(6) 0.100

Vagyis a Berry-Esseen tétel szerint a CHT kozelités hibajara C' = 0.4748-cal

4748 - 0.1
hiba < 053: 04748 -0 7 ~ 0.011.

Vot eag0, /2

3

+o-=

§=200—2
6

sl +3i-3

1
6

Vagyis a becslés hibaja sok nagysigrenddel nagyobb (lehet), mint a becslés maga.
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HF 3.2 Morickdnak 1000 szabélyos dobokockaja van. Mindegyikkel addig dobal, amig ki nem
jon rajta a 6-os. Adjunk nagy eltérés becslést annak a valoszintiségére, hogy Osszesen
legalabb 7000 dobasra lesz sziiksége!

(Segitség: a p paraméterd Bernoulli eloszlds Cramér féle ratafiggvénye

1—=x

T
I(z)=ozln—+ (1 —2)ln
p q
(aholq=1—p és0 <z <1). A p paraméteri (optimista) geometriai eloszlas Cramér
féle ratafiigguénye
x —_

I(x) =(x—1)In .

—xzlnx —Inp

(aholq=1—pésx>1). )

1. a,b megoldas: Annak persze semmi jelentGsége, hogy Moéricka 1000 kiilonboz6
kockét dobal. Mondhattuk volna azt is, hogy egyetlen kockét dobal addig, amig ki
nem jon 1000 darab 6-os. A kérdés tehat atfogalmazhatd a kévetkezdképpen: Ha
Moricka 6999-szer dob a kockaval, mennyi a valdszintisége, hogy ebbdl csak 1000-nél
kevesebblesz 6-0s?

Ezért legyen n = 6999 és k£ = 1,2,...,n-re legyen X; = 1 ha a k-adik dobés 6-
0s, és legyen X; = 0 ha nem.Igy az X,-k fiiggetlenek és p = % paraméteri Bernoulli
eloszlasuak. S, := X;+- -+ X,, a dobott 6-0sok szama, a kérdés pedig P(S,, < 1000).

a.) A legkonnyebb megoldast a Hoeffding egyenl6tlenség adja. ES,, = np = % =
1166.5, igy legyen t = ES,, — 1000 = % = 166.5, ap = 0 és by = 1 minden

k=1,2,...,nre. A Hoeffding egyenlGtlenség szerint

21 2. ()
P(S, <ES,—t) <exp{ ————— » =exp _697969 ~ e 9 2 0.00036.
> (b — ax)?

k=1

b.) Pontosabb becslést kaphatunk a Crameér tétel segitségével. Ez is konnyi — ha a

segitség alapjan tudjuk a ratafiiggvényt. Legyen m = EX;, =p = %, igy a kérdés

P(S, < 1000) =P (%2 < 1000) =P (2= € (a,b)), ahol a = —oco és b = 3000, Mivel

b < m, a Cramér tétel azt allitja, hogy
P (i € (a, b)) < eI — o=69991(5555) ~ o485 2 (.00000036.
n ~~

(A Bernoulli eloszlas ratafiiggvényét szamoltuk ki a segitség alapjan p = %, r =
1009 _hen.)

2. megoldas: A kérdést kozvetleniil is nézhetjiik: legyen n = 1000 és k = 1,2,...,n-
re jelentse Y} azt, hogy hanyszor kell dobni a k-adik kockan a hatosig. Igy az Yi-k
fiiggetlenek és (optimista) geometriai eloszlasuak p = % parameterrel, S, = Y] +
-+ +Y, pedig az 1000 darab 6-oshoz sziikséges dobéasok teljes szama. A kérdés most
P(S,, > 7000).

Vegyiik észre, hogy az Y-k nem korlatosak, igy a Hoeffding egyenlGtlenség nem alkal-
mazhatd. A Cramér tétel viszont most is miikodik. Alkalmazéasahoz atirjuk a kérdést
P(S, > 7000) = P(52 > 7) = P(2* € [a,))) alakba, ahol a = 7 és b = co. Legyen
m=EY, = % = 6. Mivel a > m, a Cramér tétel azt allitja, hogy

P (i € [a, b)) S e @) = 100001 oy =187 5 0.0.00000035.
n
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(A g)eometriai eloszlas ratafiiggvényét szamoltuk ki a segitség alapjan p = %, r = T-
ben.

Megjeqyzés: A kérdéses valdszintségnek a centrdlis hatdreloszlds tétellel torténd becs-
lésére tett minden kisérlet hibds. a CHT nem nagy eltérés tétel, és eqydltalan nem
alkalmas az dtlag ilyen szélsdséges értékei ilyen kicsi valosziniségeinek becslésére - ldsd
az elézd feladatot.

4.HF: (Beadasi hatarids: 2019.12.03.)

HF 4.1 Egy diszkrét ideji, id6ben homogén X, Markov lanc éallapottere S = {1,2,3}. A
Markov lanc az 1-es allapotbol 50 —50% valoszintiséggel ugrik a 2-es és 3-as allapotba.
Ha a 2-es allapotban van, akkor 50% valosziniiséggel ott is marad, 50% valoszintiséggel
pedig a 3-as allapotba ugrik. A 3-as allapotbol mindig az 1-esbe ugrik. A Markov
lanc X, kezdeti allapotat kockadobassal sorsoljuk, egyenls esélyt adva mindhérom
allapotnak.

b.) Irjuk fel a Markov lanc d&tmenetmatrixat.

c.) Irjuk fel a Markov lanc kezdeti eloszlas vektorat.

d.) Mennyi a valosziniisége, hogy a folyamat kezdetén a 131223 &llapot-sorozatot
figyeljiikk meg (a 0-dik (kezdd) allapotot is beleértve)?

e.) Mennyi a P(X,; = 1| Xy = 1) atmenetvaloszintiség?

f.) Keressiik meg a Markov lanc stacionérius eloszlasait.

g.) Kozelit6leg mennyi a valoszintisége, hogy 100 lépés utan a Markov lanc a 2-es
allapotban lesz?

h.) Legyen az f : S — R fiiggvény olyan, hogy f(1) = 0, f(2) = 1 és f(3) = 5.
Mennyi lesz az f(X,,) sorozat (id6)atlaga hosszi tavon?

Megoldas:

a.) A graf-reprezentécio
12

(]
-/

o L 1

2 2

b.) Az dtmenetmartix P= (0 £
10 0

c.) A kezdeti eloszlas vektor 7(0) = (
esélyt adtunk.

d)

,%, %), mert mindharom allapotnak azonos

W

P(131223) = P(Xo=1,X; =3, X0 =1, X3=2,X4,=2,X;=3) =
11 1 1 1 1

= P3P PioPos Py = — - — - 1 = —.

7T1(0) 1343147124722 4723 39 59 9 48
e.) Az l-es allapotbol az 1-esbe négy lépésben visszajutni csak kétféleképpen lehet:
1—-52—>2—>3—1,vagy 1 -3 —1— 3 — 1. Ezek feltételes val.sége (feltéve,

hogy Xo = 1) PiaPasPa3Psy = 3, illetve Pi3Py PisPyy = 1, igy
1 1 3



£)

Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapottert, pontosan egy 7 stacionarius
eloszlas (sorvektor) van, éspedig a

(PT—Da" =0

linearis egyenletrendszer egyetlen olyan megoldasa, ahol a sorosszeg 1. (Itt I az
egységmatrix.) Jelen esetben

P — 1=

DN [0 [ =

-1 0 110
bt ool
Ly o
Ezt megoldjuk pl. Gauss eliminéicidval:
-1 0 110 -1 0 110
11 olol o~ (o -2 1o~ (7t O LOy
T ! 0 —3 50
s 3 10 0 3 —3]0

amib6l m = w3 és m = my. Igy pl. a w3 := 1 6nkényes valasztassal megkapjuk
a linearis egyenletrendszer egy megoldasat: 7 = (111). Ez még nem az, amit
keresiink, mert az elemek Gsszege nem 1, hanem 1+ 1+ 1 = 3, ezért a keresett
megoldast tgy kapjuk, hogy ezt a 7-t lenorméljuk, vagyis leosztjuk 3-mal:
_ (1 1 1
= (5 3 §) :
A Markov lanc irreducibilis, aperiodikus és véges allapotterii, n = 100 lépés pedig
hosszi idG, ezért a Markov lancok alaptétele értelmében a kezdeti eloszlastol

fiiggetleniil

1
]P(Xloo = 2) X Ty = g

Az f fliggvényt célszert oszlopvektor formajaba irni:

A Markov lanc irreducibilis és véges allapottert, ezért az ergodtétel értelmében az
f(X,,) sorozat (id6)atlaga hosszi tavon 1 valoszintiséggel a stacionarius eloszlas
szerinti varhato értékhez tart:

f(Xo) + f(X1) + -+ f(Xud)

lim . BVl
0
1 1 1
“G 3y (1) =gorgargee



HF 4.2 Egy fagyis bécsi el6tt gyerekek allnak sorba. O minden sorra keriil6 gyereket exponen-
cialis eloszlasu véletlen id6 alatt szolgal ki, fél perc varhato értékkel, az el6zményektsl
és a sorban allok szamatol fiiggetleniil. A gyerekek Poisson folyamat szerint érkeznek,
percenként atlagosan 1, a miulttol és a sor hosszatol fiiggetleniil. Kivétel, ha a sorban
méar 3 gyerek all, mert akkor t6bb nem &llhat be (az apukija elvonszolja). Jeldlje
X(t) a sorban allok szamat ¢ id§ elteltével. Az id6t mérjiik percben. Modellezziik a
sor hosszat folytonos idejii Markov lanccal.

J-)

Mi a Markov lanc allapottere?

irdnyitott grafjat az egyes atmenetek rataival.

frjuk fel a Markov lanc rata-matrixat.

Irjuk fel a Markov lanc tartozkodasi id6 paraméter vektorat.

Ha a sor hossza éppen 2, varhatéan mennyi idé mulva fog megvaltozni?

Ha a sor hossza éppen 2, mennyi a valoszintisége, hogy a kovetkezd allapot a 3
lesz?

Irjuk fel a Markov lanc infiniteziméalis generatorat.
Keressiik meg a Markov lanc stacionérius eloszlésait.

Ha a sor t = 0-kor iires, kozelit6leg mennyi a valoszintisége, hogy 2 ora elteltével
3 lesz a hossza?

Az 1d6 hany szazalékat tolti a fagyis bacsi tétleniil (mert iires a sor) hosszi tavon?

Megoldas:

a.)
b.)

A sorban &llok szama 0,1,2 vagy 3 lehet, igy az allapottér S = {0, 1, 2, 3}.

Egyszerre csak egy gyerek mehet el, és csak egy érkezhet, igy ugrani minden
allapotbol csak szomszédos allapotokba lehet. A felfelé ugras ratdja mindig a
gyerekek érkezési folyamatanak rataja, vagyis 1 (mert percenként atlag 1 gyerek
érkezik). A lefelé ugras rataja pedig a kiszolgéalas rataja, vagyis 2, mert a bacsi
percenként atlag 2 gyereket szolgal ki. FONTOS, hogy a rdta, ami 2, nem egyenld
a kiszolgdldsi idd vdrhatd értékével, ami L, hanem annak a reciproka. Igy a graf-

2
reprezentacio

1 1 1
0 1 2 3
2 2 2
Ez alapjan a rata-méatrix

* 1 0 0
2 x 10
A= 02 % 1
00 2 x

A tartozkodasi idé paraméter vektor a rata-méatrix sorosszegeibdl all, vagy més
szoval az egyes allapotokbdl valo elugras rataibol:

A=(1 3 3 2).

A 2 allapotbol valo elugras rataja Ao = 3 vagyis a tartézkodéasi id6 varhato értéke
11

A2 3°
Az egyes iranyokba valo ugrasok valoszintiségeit a beépitett diszkrét idejii Markov
lanc atmenetmétrixa adja meg: @Q;; = v ha i # j, és Q;; = 0, ha ¢ = j.

Most a kérdés csak a 2-bdl 3-ba ugras val.ségére vonatkozott, vagyis a véilasz



Qo3 = A—Qj = % De ha mar itt tartunk, felirom az egész méatrixot:

)

Il
O Owihvw O
Owivn O
— Owl~ O
Qwim O O

Az infinitezimalis generatort ugy kapjuk a rata-méatrixbol, hogy a fGatloba beirjuk
a tartozkodasi id6 paraméter vektor eleminek ellentettjét (vagyis annyit, hogy a
sorosszegek nullak legyenek):

-1 1 0 0
2 =3 1 0
G= 0 2 -3 1
0o o0 2 =2

Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges adllapottert, pontosan egy 7 stacionarius
eloszlas (sorvektor) van, éspedig a GTnl = 0 lineéris egyenletrendszer egyetlen
olyan megoldésa, ahol a sordsszeg 1. Jelen esetben az egyenletrendszer a szokésos
matrix-reprezentacioval

o O O O

aminek a normalt megoldasa

=% 5 B W)

(Az egyenletrendszer megoldasanak és a megoldas lenormélasanak menetét ille-
téen lasd az el6z6 feladat megoldésat, vagy barmelyik linearis algebra konyvet.)
A Markov lanc folytonos ideji, irreducibilis és véges allapottertd, ¢ = 120 perc
pedig hosszu id6, ezért a Markov lancok alaptétele értelmében a kezdeti eloszlastol
fiiggetleniil

1
P(X(120) =3) = 13 = —.
(X(120) = 3) 7y = —

Legyen

OO =

0

fiiggvény az allapotéren. Ez éppen a 0 allapot indikatora, igy f(X(¢)) idGatlaga
éppen azt mondja meg, hogy a sor az id6 mekkora hanydaban tires. A Markov
lanc irreducibilis és véges allapottert, ezért az ergodtétel értelmében az f(X(t))
fiiggvény (idd)atlaga hosszu tavon 1 valoszintiséggel a stacionarius eloszlés szerinti
varhato értékhez tart:

T—o0 1’

lim l/f(X(t))dt:wa =S mfli) =f =

€S
1
-5 5 2 H|ol=1
0
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5.HF: (Beadasi hatarids: 2019.12.18.)

HF 5.1 Moricka és Pistike is biiszke arra, hogy dombon lakik. Szeretnék eldénteni, hogy me-
lyikiik lakik magasabban. Ehhez egy GPS vevirsl olvastak le a tengerszint feletti
magassagot, minkettdjiik toronyszobajanak ablakidban. A GPS vevs altal jelzett ma-
gassag hibaval terhelt: a mutatott érték normalis eloszlasti, aminek varhato értéke a
tényleges magassag, szorasa viszont ismeretlen (de minden mérésnél ugyanaz). Mo-
ricka és Pistike mindkét magassigot tobbszor is megmérte kiilonbéz6 idépontokban,
igy a mérések fiiggetlennek tekinthetdk. A kovetkezs adatokat mérték (méterben):

Moricka | 265 | 259 | 266 | 274 | 268 | 268
Pistike | 275 | 267 | 271 | 268 | 261 | 265

a.) Dontsiink 95%-os szinten arrol a hipotézisrsl, hogy Pistike ablaka legalabb olyan
magasan van, mint Morickaé!

b.) Déntsiink 95%-os szinten arrol a hipotézisrsl, hogy Moricka ablaka legalabb olyan
magasan van, mint Pistikéé!

Megoldas: Legyen m; Moricka ablakinak magassaga, mo pedig Pistike ablakanak
magassaga, méterben. A null-hipotézis az a.) kérdésben m; < ms, mig a b.) kérdés-
ben m; > my. A feladat szovege szerint N (mq, o) és N'(my, o) eloszlasokbol vettiink
mintat, ahol my, my és o is ismeretlen. Ezért kétmintas, egyoldali t-probat végziink:

x Kétmintasat, mert a nullhipotézis két ismeretlen mennyiség Gsszehasonlitasarol
szol, és két minta tartozik hozza.

« Egyoldalit, mert a nullhipotézis egyenldtlenség (és nem pedig egyenldség).

x t-probat, mert o ismeretlen.

A képletgyiijtemény szerint a teszt-statisztika

;= T — g nin9
\/(n1*1)0T2+(n2*1)0§2 ny + ny’

ni+ngs—2

ezt kell Osszehasonlitani a t. kiiszobértékkel, ami az n; + ny — 2 szabadsagi foku ¢
eloszlas 1 — ¢ kvantilise.

a.) Az adatokbol T ~ 266.67 és i ~ 267.83. Igy nem is kell tobbet szamolni: mivel
T < y, biztosan t < 0, ami a null-hipotézist megerdsiti. (Azt csak akkor lehetne
okunk elvetni, ha z > ¢ lenne.) Ezért a nullhipotézist elfogadjuk.

b.) Ehhez szamolni kell: Z < g amibdl ¢t < 0, és a kérdés az, hogy ez szignifikans-

e 95%-o0s szinten. Ebbdl az is latszik, hogy a dontéshez t-t nem t.-nal, hanem
—t.-nal kell 6sszehasonlitani.
Az adatokbol: n; = 6, & = 266.67, o ~ 4.885, ny = 6, y ~ 267.83, 0, ~ 4.834,
e = 0.05. A korriglt tapasztalati szérésokat zsebszdamologéppel szamoltam, az
e = 0.05 annak felel meg, hogy 95%-os konfidenciaszinten kell donteniink. A
szabadséagi fokok szama df = n; + ny — 2 = 10. Ebbdl

t~—0416 , t.~1.812

Dontés: t > —t., ezért a nullhipotézist elfogadjuk.

11



