Fels6bb matematika villamosmérnokoknek - Sztochasztika
gyakorlo feladatok, 2020 Gsz

Tartalomjegyzék

1. Valészintiségszamitas alapok 1
2. Generatorfiiggvény-modszer 2
3. Galton-Watson folyamat 3
4. Poisson folyamat 7
5. Berry-Esseen tétel 10
6. Nagy eltérések 10
7. Diszkrét idejii Markov lancok 14
8. Folytonos idejti Markov lancok 20
9. Maximum likelihood becslés 24
10.Statisztikai probak 25
1. Valoszintiségszamitas alapok

1.1

1.2

1.3

Elguritunk egy piros dobdkockét, és a dobott szamot X-szel jeloljiik. Ezutan elguritunk X darab
z0ld dobokockat, és Y-nal jeloljiik a zold kockdkkal dobott szamok dsszegét. Mennyi Y varhato
értéke?

Legyen \ > 0 rogzitett. n = 1,2,3...-re legyen p, = %, és legyen az X, valoszintiségi valtozo
eloszlasa X,, ~ Bin(n,p,). Rogzitett k € N-re szamoljuk ki a
lim P(X,, = k)

n—oo
hatarértéket!
(Tipp: lim,,_, (1 + %)n =e.)

Pistikéék padlasan egy villanykorte van felszerelve, aminek az élettartama exponencialis elosz-
last, 1 év varhato értékkel. Pistike csak évente kétszer megy fel a padlasra: december 23-4n a
karacsonyfadiszekért, illetve januar 23-an, eltenni a karacsonyfadiszeket.

Legutobb, amikor Pistike december 23-an felment, azt vette észre, hogy az égét felkapcsolva felej-
tette (nyilvan januar 23-an, amikor legutobb ott jart), de mar kiégett. Mi annak a valoszintisége,
hogy az ég6 tobb, mint fél évet vilagitott feleslegesen?



1.4

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

Pistike minden nyari este tesz egy sétat, és kozben az eget nézi, hullocsillagokat figyelve. Egy
este atlagosan 4-et szokott latni. Ennek megfelelGen, ha 4-et vagy tobbet lat, akkor viddman
megy haza, ha viszont kevesebbet, akkor banatosan.

Pistike augusztus 16-a4n banatosan ment haza. Ezt tudva, mennyi a valoszintisége, hogy egyetlen
hullocsillagot sem latott?

(Rivezetd kérdés: Legyen X a Pistike dltal augusztus 16-dn ldatott hulldcsillagok szama - ami

persze eqy valdszindséqgi vdltozo. Mi X eloszldsa? Pontosabban: Milyen eloszldssal jo modellezni
X-et?)

Generatorfiiggvény-modszer

Az X nemnegativ egész értéki valdsziniiségi valtozo generatorfiiggvénye
1 1 3
g(z) = 1 + 17 + §22 +cz%,  ahol c € R.

(a) Mennyi c értéke?
(b)
(c)

)

(d) Mennyi a P(X = 2) valoszintiség?

Mennyi X varhato6 értéke?

Mennyi X szorasa?

Egy X valoszintiségi valtozod generatorfiiggvénye g(z) = 4322.

a.) Mennyi X varhato értéke?

b.) Mennyi X szorésa?

c¢.) Mennyi a P(X = 0) és a P(X = 1) valosziniiség?

Egy szabalyos dobokockaval dobunk, majd ami szam kijott, annyiszor dobunk egy szabalyos
érmével. Jelolje Y az érmével dobott fejek szamat.

a.) Szamoljuk ki Y generatorfiiggvényét. (Tipp: Y egy véletlen tagszami dsszeq.)
b.) Mennyi Y véarhato értéke?

Moéricka addig dobal egy szabdalyos dobokockat, amig kétszer egymds utdn ki nem jon neki a
6-os. Hatarozzuk meg a sziikséges dobasok X szamanak generatorfiiggvényét és varhato értékét.
(Segitség: Nézziink X-re mint véletlen tagszamu Osszegre: legyen N az a véletlen szam, hogy
hanyszor kialt fel Moricka, hogy ,Na, egy hatos mar megvan!”. Igy az X elgall mint N darab
véletlen szam Osszege: az i-edik felkidltashoz Y; darab dobés tartozik. Vigyazat: jol gondolkod-
junk el Y; eloszldsan. Figyelmeztetésiil mondom, hogy minden Y; > 2, mert dobni kell egy 6-ost,
aztan még valamit, hogy elddljon, vége-e a jatéknak.)

Egy szabdlyos dobdkockaval addig dobalunk, amig ki nem jon egy hatos. Jeldlje X az addig
dobott szamok dsszegét (az utolsonak dobott hatost nem beleértve). Szamoljuk ki

a.) X generatorfiiggvényét,
b.) X varhato értékét,
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c.) X szorasat.

Legyen N ~ Geom(p) és X1, Xo, -+ ~ Geom(q) teljesen fiiggetlenek. Mi az Sy := Zfil X;
véletlen tagszamu Osszeg eloszlésa?

a.) Legyen X ~ PesszGeom(p). A definici6 alapjan irjuk fel a X generatorfiiggvényét. Ennek
derivalasaval szamoljuk ki az EX varhato értéket és a VarX szorasnégyzetet!

b.) Legyen Y = 1. Mennyi EY'? Mennyi VarY?

c.) Legyen Z = X + 1, igy Z ~ Geom(p). Az osszeg varhato értékére és szorasnégyzetére
vonatkozo tételek segitségével szamoljuk ki az EZ varhato értéket és a VarZ szérasnégyzetet!

Legyen X ~ Poi(\). A definicié alapjan irjuk fel a X generatorfiiggvényét. Ennek derivalasaval
szamoljuk ki az EX varhato értéket és a VarX szorasnégyzetet!

Legyenek N ~ Bin (10, %) és X1, Xo,---~ B (%) teljesen fiiggetlenek. Mi az Sy = Z]kvzl X
véletlen tagszamu Osszeg eloszlésa?

Ha az X € N valosziniiségi valtozo eloszlasa p, = P(X = k), akkor a generatorfiiggvénye
g(2) := potprz+pe2®+psz3+. .., amib6l régton latszik, hogy z € (0,1)-re g(z) masodik derivéltja
nemnegativ (meg persze az 6sszes tobbi derivéltja is, de ez most nem fontos), vagyis g(z) konvex
a [0, 1] intervallumon. Milyen legyen X eloszlasa ahhoz, hogy ¢(z) a [0, 1] intervallumon ne csak
konvex, hanem szigorian konver legyen? (Vagy forditva: hogyan fordulhat az els, hogy ¢(z)
konvex, de nem szigortian konvex?)

Galton-Watson folyamat

Mocika, népes csaladjaban, pilotajatékot szervez. A jaték résztvevsi nem tul kitartoak: minden
egyes résztvevs addig probél tjabb és tjabb résztvevéket beszervezni, amig elGszor kudarc nem
éri (vagyis vissza nem utasitjak), az els¢ kudarc utan viszont leall. A kudarc valosziniisége pedig
minden egyes beszervezési kisérletnél p, az el6zményektdl fliggetleniil.

A jaték els6 résztvevGje Moricka, 6 alkotja egyediil a nulladik generaciot. Az els§ generaciot a
Moricka &ltal (kozvetleniil) beszervezettek alkotjak, a masodik generaciot az elsé generacio tagjai
altal beszervezettek, stb.

Jelolje Zy, a k-adik generacié tagjainak a szamat (k = 0,1,2,...), N pedig a teljes jaték Ossz-
résztveviszamat (vagyis N = > Zy).

Vialaszoljuk meg az alabbi kérdéseket

I. p= 2 esetén,

I1. p= % esetén:

W= win

Mi Z, generatorfiiggvénye?

a.)

b.) Mennyi Z;o varhato értéke?

¢.) Mennyi a P(Z5 = 0) valoszintiség?
d.)

Mennyi a valdészintisége annak, hogy a jaték el6bb-utobb elakad (vagyis hogy valamelyik
generaci6é mar iires)?
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e.) Mennyi N véarhato értéke?

f.) Mi N generatorfiiggvénye?

Egy atomreaktorban sok olyan atommag van, ami maghasadésra képes, ha egy neutron eltalélja.
Egy, a reaktorba bekeriil6 neutron sorsa kétféle lehet:

i.) Kirepiil a reaktorbol, vagy elnyel6dik (pl. egy nem hasad6 atommagban) anélkiil, hogy
hasadast okozna - és ezzel elvész a lancreakci6 szamara. Ennek valoszintisége legyen p.

ii.) Egy hasadasra képes magot eltaldlva hasadast okoz. O maga elnyelédik, helyette a ha-
sadas soran véletlen szamu masik neutron szabadul fel: 1, 2 vagy 3, azonos (vagyis %)
valoszintiséggel.

Az egyes neutronok sorsa fiiggetlen egyméstol és az el6zményektSl. A p paraméter értéke a
reaktor méretének és alakjanak valtoztatasaval (vagyis szabalyozorudak mozgatasaval) allithato.
Beloviink a reaktorba egyetlen neutront — legyen ez egymaga a ,nulladik generacioé”. Az ,els6
generacio” alljon a legelss neutron altal okozott hasadas soran létrejové neutronokbol (ha van
ilyen). A ,masodik generéacio” alljon az els6 generacio tagjai altal okozott hasadasok soran lét-
rej6vé neutronokbol. Es igy tovabb, az n + 1-edik generacié alljon az n-edik generaci6 tagjai
altal okozott hasadasok soran létrejové neutronokbol, n = 0,1,2,...-re. Jelolje Z,, az n-edik ge-
neraci6 elemeinek szamat. Legyen X = Zy, és legyen N = >~ /' Z, a lancreakcioban résztvevs
neutronok 06ssz-szama.
Vilaszoljuk meg az alabbi kérdéseket

L) hap=2

_ 1

I.) hap= 7.
a.) Mi X eloszlasa?
b.) EX =7
c.) Mi X generatorfiiggvénye?
d) EZQO :7
e.) Mi Z, generatorfiiggvénye?
f) EN =7
h.) Mennyi a valoszintisége, hogy a lancreakcio el6bb-utobb leéll, vagyis hogy valamelyik gene-

racié mar iires?

Moéricka az egyetemi 6rak latogatdsdnak egészségiigyi kockazatairol ir egy kamu lanclevelet, és

elkiildi 10 ismerGsének a nulladik napon. A levélben benne van, hogy a cimzett kiildje tovabb
tjabb 10 embernek. A levelet a cimzettek egyméastol fiiggetleniil 90% valoszinitiséggel olvasatlanul
torlik, &m a maradék 10% valosziniiséggel tényleg tovabbkiildik 10 embernek, a kovetkezd napon.
a.) Varhatoan hanyan kiildenek levelet a harmadik napon?

b.) Mennyi a valosziniisége annak, hogy el6bb-utobb senki nem kiildi tovabb a levelet?

c¢.) Mennyi a levelet tovabbkiild emberek szaimanak varhato értéke?

4
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Egy szamitogépes programban egy véletlen, rekurziv rutin fut: minden egyes részfolyamat egység-
nyi id6t vesz igénybe, am ezen feliil minden részfolyamat véletlen szami, onmagaval megegyezd
al-folyamatot indit. Az igy inditott al-folyamatok szama 0, 1 vagy 2 lehet, rendre py = p, p1 = %
és po = % — p valoszintiséggel, az eldzményektdl fiiggetlendil.
Kezdetben egyetlen ,,gyokér” folyamat fut, ez alkotja egyediil a nulladik generaciot. Az els§
generaciot a ,gyokér” altal (kozvetleniil) inditott alfolyamatok alkotjak, a masodik generaciot az
elsG generacid tagjai altal inditottak, stb.
Jelolje Z; a k-adik generacio tagjainak a szaméat (k = 0,1,2,...), N pedig a program futéisa
soran indulo részfolyamatok teljes szamat (vagyis N = ) ;- Zi, ami egyben a program teljes
futési ideje is).
Vélaszoljuk meg az alabbi kérdéseket,

I p= % esetén,

II. p= % esetén:
a.) Mi Zy generatorfiiggvénye?
b.) Mennyi Z;q varhato értéke?
¢.) Mennyi a P(Z3 = 0) valoszintiség?
d.) Mennyi a valoszintisége annak, hogy a program elébb-utobb lefut (vagyis hogy valamelyik

generaci6é mar iires)?

e.) Mennyi N véarhato értéke?
f.) Mi N generatorfiiggvénye?
Egy sort kiszolgald szamitogép a hozza érkezd, sorra keriil6 feladatokat pontosan egységnyi idé

alatt végzi el. Ezen idGegység alatt azonban tdjabb feladat(ok) érkez(het)nek, melyek szama
véletlen, és az el6zményektdl fiiggetlen. Ezek a feladatok beallnak a sorba, és ott varakoznak,
amig az el6ttiik érkezett feladatokat a gép el nem végzi. Az egy idGegység alatt érkezd 1j feladatok
szaménak eloszlasa:

k | o 1] 2 | 3
P(k igény) | 4/10 | p [ 5/10 —p | 1/10

A sor kezdetben iires, az elsG feladat érkezésének pillanatdban kezdjiik az id6t mérni. Nevezziik a
feladatok ,nulladik generacidjanak” a legelGszor érkezett feladatot. Nevezziik ,elsG generacionak”
azokat a feladatokat, amik az & elvégzése alatt érkeznek. Nevezziik ,masodik generacionak”
azokat a feladatokat, amik az elsG generacidoba tartozo feladatok elvégzése alatt érkeznek, stb
... Nevezziik ,,(n+1)-edik generacionak” azokat a feladatokat, amik az n-edik generacioba tartozo
feladatok elvégzése alatt érkeznek. Jeldlje Z,, az n-edik generécié elemszamat, n = 0,1,2,....

Vélaszoljuk meg az alabbi kérdéseket
I. ha p=4/10,
IT. ha p = 2/10.

a.) Mennyi Z; varhato értéke?

b.) Mi Z; generatorfiiggvénye?
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Mi Z, generatorfiiggvénye?

c.)

d.) Mennyi Z;, varhato értéke?

e.) Mennyi az r3 := P(Z3 = 0) valoszintiség?
f)

Mennyi annak a valosziniisége, hogy a sor el6bb-utobb tjra iires lesz? (Segitség: egy harmad-
foki egyenletet konnyd megoldani, ha ismerjik az eqyik gyokét.)

g.) Mennyi a foglaltsagi periodus hosszanak varhato értéke? (A foglaltsagi periddus az a véletlen
idGszak, aminek a végén elGszor lesz a sor tjra iires.)

Egy vicc ugy terjed, hogy mindenki, aki meghallja, véletlen szamu j embernek meséli el, éspedig
0, 1, 2 vagy 3 0j embernek, rendre pg = p, p; = i, Py = i és p3 = % — p valoszintiséggel, az
eldzményektdl fliggetlendil.

A viccet Moricka talalja ki, 6 alkotja egyediil a nulladik generaciot. ElsG generacionak nevezziik

azokat, akinek Moricka maga meséli el a viccet, masodik generacionak azokat, akiknek az elsd

generacid tagjai mesélik el, stb.

Jelolje Zy a k-adik generacio tagjainak a szamat (kK = 0,1,2,...), N pedig a viccet megismerd

emberek teljes szamat (Morickat is beleértve, vagyis N = >"° Z).

Vialaszoljuk meg az alabbi kérdéseket

I. p= % esetén,
II. p = ¢ esetén:

a.) Mi Zy generatorfiiggvénye?

b.) Mennyi Z;5 varhato értéke?

¢.) Mennyi a P(Z5 = 0) valoszintiség?

d.) Mennyi a valoszintisége annak, hogy a vicc terjedése el6bb-utobb megall (vagyis hogy vala-
melyik generacio mar iires)? (Segitség: ha egy harmadfoki egyenletnek ismerjik eqy gyikét,
akkor a gyoktényezdt kiemelve a tobbi gyokre mdsodfoki egyenletet kapunk.)

e.) Mennyi N véarhato értéke?

Egy boltban minden vevs kiszolgalasa pontosan egy percig tart. Ez alatt véletlen szamu tjabb

vevs érkezik, és beallnak a sorba. Az egyes vevsk kiszolgalasa alatt érkezé j vevok szama
fiiggetlen és azonos, A = % paraméterii Poisson eloszlasu.

A legelsé vevs Pistike, nevezziik 6t egymagat a vevok ,nulladik generacio’™janak. Az 6 kiszol-
gélasa alatt érkez6 vevGk legyenek az ,els6 generaci6”. Az elsG generacié tagjainak kiszolgalasa
alatt érkezGk alkossék a vevsk ,masodik generacio™jat, stb. Az n-edik generacidba tartozd vevék
szamat jeloljiikk Z,-nel (n =10,1,2...).

(a) Vegyiik észre, hogy Z, Galton-Watson elagazo folyamat. Mi az egylépéses utdédszameloszlas
generatorfiiggvénye és varhato értéke?

(b) Mennyi Zjq varhato értéke?

(c) Mi Z3 generatorfiiggvénye?

(d) Szamoljuk ki a P(Z; = 0), P(Z3 = 0) és P(Z4 = 0) valoszintiségeket.
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(e) A boltos akkor tarthat pihendt, ha egyszer csak iires lesz a sor. Vegyiik észre, hogy ez
pontosan akkor kovetkezik be, ha valamelyik generacié mér iires — vagyis az elagazo folyamat
kihal. Mi annak a val6szintisége, hogy ez el6bb-utébb bekdvetkezik?

(f) Mennyi a boltos els§ pihengjéig kiszolgalt Gsszes vevs szaméanak varhato értéke?

(g) Bonusz feladat: Mi a valasz a Te kérdésre, ha a fenti A = % helyett A = 27

Egy halozati kiszolgalo minden beérkezé igényt pontosan 1 idGegység alatt szolgal ki. Az igények
pedig % rataju Poisson folyamat szerint érkeznek és allnak be a kiszolgélasi sorba, vagyis az egy
igény kiszolgalasaval toltott 1 idGegység alatt érkezé tjabb igények szama % paraméterii Poisson
eloszlasu, és fiiggetlen az el6zményektsl. A t = 0 pillanatban az addig iires sorba megérkezik
az elsG igény, és ezzel kezdetét veszi egy foglaltsigi periodus”, ami addig tart, amig egy igény
kiszolgaldsa utan Gjra iires nem lesz a sor. Szamoljuk ki a foglaltsagi periddus hosszanak varhato
értéekét!

Legyen Z; Galton-Watson elagaz6 folyamat, ahol az egylépéses utodszam-eloszlas generatorfiigg-
vénye g(z) = e*~1. Mennyi a valosziniisége, hogy a folyamat el6bb-utobb kihal?

Legyen Z, (n = 0,1,2,...) Galton-Watson elagazo folyamat, ahol Z, = 1 és az egylépéses
utddszam-eloszlas

k12
P(k utod) | & | &

Kl
E3

Mennyi a val6szintisége, hogy a folyamat el6bb-utobb kihal?

Egy Galton-Watson elagaz6 folyamatban az egylépéses utodszam-eloszlas generatorfiiggvénye
z—1 . .
g(z) = e 2 . Mennyi a kihalas valoszintisége?

Poisson folyamat

Egy varban 1év6 szaraz kut mellett rengeteg turista megy el. Ezek mindegyike egyméstol fiig-
getleniil, valamilyen kis valoszintiséggel egy pénzérmét dob a kutba, amibe igy egy nap alatt
atlagosan 50 érme hull. Ezek mindegyike 50% valosziniiséggel esik a ,,FEJ” oldalaval felfelé, a
tobbitdl fiiggetleniil.

a.) Legyen X az egy nap alatt (mondjuk junius 1-én) a kiatba dobott érmék szama. Milyen
eloszlassal jo ezt modellezni? Vagyis mennyi a P(X = k) valoszintség?

b.) Legyen Y az egy nap alatt ,FEJ” oldalaval felfelé a kutba es§ érmék szama. A teljes varhato
érték tétel segitségével szamoljuk ki Y varhato értékét. (Segitség: Mi is lesz Y feltételes
eloszlasa (ill. feltételes vdrhatd értéke) az {X = n} feltétel mellett?)

c.) Szamoljuk ki Y eloszlasat, vagyis a P(Y = k) valoszintiségeket a teljes valoszintiség tétel

segitségével! (Segitség: > f—,l =e".)
=0 =

A magzsolas kalacs gy késziil, hogy egy nagy kondérban sok tésztahoz sok mazsolat ontenek,
jol elkeverik, majd egy nagy kalacsot siitnek bel6le, amit sok szeletre vagnak. A szeletek egyi-
két Moricka eszi meg. Vegyiik gy, hogy minden mazsola egymastol fiiggetleniil, azonos, kicsi
valoszintiséggel keriil Moricka szeletébe.
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a.) Egy szeletbe atlagosan 6 szem mazsola szokott jutni. Mennyi a valoszintisége, hogy Moricka
szeletébe 2-nél kevesebb jut?

b.) Pistike is kapott egy szelet kalacsot, és boldogan ujsagolta, hogy 12 szem mazsolat talalt
benne. Ezek utdn mennyi a (feltételes) valosziniisége annak, hogy Moricka szeletébe viszont
2-nél kevesebb keriilt?

Egy 1000-oldalas kényvben 1500 sajtohuba van, véletlenszertien elszorva.

a.) Koriilbeliil mennyi annak a valosziniisége, hogy a 13-adik oldalon legalabb 2 sajtohuba van?

b.) Koriilbeliil mennyi annak a valészintisége, hogy a 13-adik oldalon legalabb 2, a 42-ediken
pedig pontosan 2 sajtohuba van?

c.) A sajtohubédknak kb. %—a vesszGhiba (abban az értelemben, hogy minden sajtohuba % valoszi-
niiséggel vesszéhiba, a tobbitdl fiiggetleniil). Mennyi annak a valészintisége, hogy a 13-adik
oldalon legalabb 2 vesszGhiba és pontosan 1 egyéb sajtéhuba van?

Egy radioaktiv sugarforras nagyon sok bomléasra képes atommagbol all, melyek mindegyike va-
lamilyen kis valosziniiséggel bomlik el éppen az altalunk megfigyelt idGintervallumban (és bocsat
ki észlelhets sugarzast), a tobbi atommagtol fiiggetleniil. A minta aktivitasa 0.1Bq (vagyis Bec-
querel), ami azt jelenti, hogy masodpercenként atlagosan 0.1 bomlés torténik.

a.) Legyen X az egy perc alatt (mondjuk 08:00-t6l 08:01-ig) torténd bomlasok szama. Milyen
eloszlassal jo ezt modellezni? Vagyis mennyi a P(X = k) valoszintiség (és melyik k-kra)?

b.) Mennyi annak a valészintisége, hogy 08:00-t61 08:01-ig pontosan 4 bomlas torténik, 08:01-t61
08:03-ig pedig pontosan 107

c.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 09:00-t6] a kovetkez6 bomlasig legalabb 10 méasodpercet
kell varni?

c s

részecske keletkezik. A detektorunk a nagy energiaju részecskéket 90% valoszintiséggel észleli, a
kis energiajuakat viszont csak 20% valoszintiséggel (a tobbi részecskétdl fiiggetleniil). Mennyi a
valoszintisége, hogy egy két masodperc hosszu idGintervallumban legalabb 4 részecskét észlel?

A radioaktiv C' atommag élettartama (vagyis a létrejottétsl a bomlasaig eltelt id6) exponen-
cialis eloszlasi. A felezési id6 5730 év, ami azt jelenti, hogy egy sok atommagbol 4ll6 mintanak
ennyi id6 alatt bomlik el a fele.

a.) Mennyi az élettartam eloszlasanak A paramétere (rataja)
i.) ha az id6t években mérjik?
ii.) ha az id6t méasodpercben mérjiik?

b.) Vesziink egyetlenegy *C magot. Mennyi a valosziniisége, hogy egy mésodpercen beliil el-
bomlik? Es hogy két masodpercen beliil? Es hogy 3 masodpercen beliil? (Figyelem: nem
csak képleteket kérek, hanem konkrét szamokat!)

c.) Vesziink egy ezermillidrd (vagyis 10'?) magbol 4116 mintat, és X-szel jeloljiik a 3 masodperc
alatt bekdvetkezd bomlasok szaméat. Mennyi a P(X = 12) valoszintiség? (Figyelem: nem csak
képletet kérek, hanem egy konkrét szamot!)



4.7

4.8

4.9

4.10

d.) A 10'2 magbol 4116 minta bomlésait egy detektorral figyeljiik, ami csak a bomlasok egy részét
észleli: minden bomlast a tobbitdl fiiggetleniil i valoszintiséggel. Legyen Y a 3 masodperc
alatt észlelt bomlasok szama. Mennyi a P(Y = 3) valoszintiség? (Figyelem: nem csak képletet
kérek, hanem egy konkrét szamot!)

e.) Legyen T a detektor altal észlelt els6 bomlas idépontja (masodpercben). Mi T" eloszlasa?

Jancsi és Juliska hazaban a vezetékes telefon Poisson folyamat szerint csorog, két 6ranként atla-
gosan egyszer.

a.) Mennyi a valoszintisége, hogy az esti filmet, ami reklamokkal egyiitt két és fél 6ra hosszu,
végignézhetik a nélkiil, hogy csorogne a telefon?

b.) Mennyi a valoszintisége, hogy az els6 telefonhivéasra a film kezdetétdl szamitva kevesebb, mint
fel orat kell varni?

c¢.) Mivel filmnézés kozben nem szeretnek telefonalni, minden csorgésnél érmedobassal dontenek,
hogy melyikiik vegye fel. Mennyi a valoszintisége, hogy Jancsinak igy is 1-nél tobbszor kell a
film alatt telefonalnia?

Egy szamitogépes halozati kiszolgalohoz Poisson folyamat szerint érkeznek az igények, percenként
Atlagosan tiz. Minden igény kiszolgélasa soran - valosziniiséggel torténik valamilyen hiba, az

10
el6zményektdl fiiggetleniil.

a.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy perc alatt (mondjuk 08:00-t6] 08:01-ig) 5-nél keve-
sebb igény érkezik?

b.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 08:00-t61 09:00-ig pontosan 2 hiba torténik?

c.) Mennyi annak a valdoszintisége, hogy 08:00-t6l 08:01-ig legalabb 5 igény érkezik, de egy hiba
sem torténik? (Vigydzat: Az igények szama és a hibdk szdima nem figgetlen! Tipp: a hibdt
nem okozo igények szama viszont fiiggetlen a hibdk szamadatol. Miért is?

A postafiokomba az emailek Poisson folyamat szerint érkeznek (éjjel-nappal egyenletesen), napon-
ta atlagosan 24. Minden email a t6bbitdl fiiggetleniil i val6szintiséggel spam; % valoszintiséggel
nem spam, de nincs is vele teendd; a maradék i valoszintiséggel viszont azt eredményezi, hogy
valamit csinalni kell.

a.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy reggel 8-t6l 10 6raig 4-nél tobb emailt kapok?

b.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 8-t6l 10 oraig legalabb 3 olyan email érkezik, amivel
teendd lesz?

c.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 8-t6l 10 6raig legalabb 5 email érkezik, de spam egy
se? (Vigydzat: Az emailek szama és a spamek szama nem figgetlen! Tipp: a spamek szima
viszont fiiggetlen a tobbi email szdmdatol. Miért is?)

Egy internetes kiszolgélohoz percenként atlagosan 10 kérés érkezik, Poisson folyamat szerint.
Minden kérés a tobbitdl fiiggetleniil %0 valoszintiséggel hibas.
a.) Mennyi a valészintisége, hogy 10:00 és 10:02 kozott nem érkezik hibas kérés?

b.) Feltéve, hogy 10:00 és 10:02 kozott pontosan 20 kérés érkezett (Gsszesen), mennyi a valoszi-
niisége, hogy ezek egyike sem hibés?

c.) Feltéve, hogy 10:00 és 10:02 kézott legalabb 18 hibatlan kérés érkezett, mennyi a valoszint-
sége, hogy hibés viszont egy sem?



5.

5.1

5.2

5.3

0.4

6.1

Berry-Esseen tétel

Egy bolha a szamegyenesen ugral. A nullabol indul, és minden egész masodpercben ugrik. Az
egyes ugrasok fiiggetlenek, és egyenletes eloszlastiak [—1; 1]-en. Vagyis a bolha helye n masodperc
elteltével S, = X1 + Xo + -+ + X, ahol X1, Xy, ..., X, fiiggetlenek és egyenletes eloszlastak a
[—1; 1] intervallumon.

a.) Legyen n = 1000000 (vagyis a bolha kb. 11 6raja és 34 perce ugral). Ha ekkor a IP(S,, > 100)
valoszintiséget a centralis hatareloszlas tétellel kozelitjiik, legfeljebb mekkora lehet a kozelités
hibaja a Berry-Esseen tétel szerint? (A Berry-Esseen tételben szereplé C' konstans egy 2011-
es eredmény szerint valaszthato C' = 0.4748-nak.)

b.) Azt szeretnénk, hogy a P(S, > 100) kozelitésének hibéaja legfeljebb 107 legyen. Legaldbb
mennyinek kell lenni n-nek? (Kb. hany évig kell ehhez a bolhat ugraltatni?)

Egy béka a szamegyenesen ugral. A nullabol indul, majd minden masodpercben ugrik egyet: %
valoszintiséggel helyben, % valoszintiséggel egy egységnyit jobbra, % valoszintiséggel pedig egy egy-
ségnyit balra — az el6zményektdl fiiggetleniil. Moricka a centrélis hatareloszlas tétel segitségével
probalja megbecsiilni annak val6szintiségét, hogy a béka 150 ugras utéan legalabb 10 egységnyivel
jutott jobbra. Legfeljebb mennyi lesz Moricka becslésének hibaja a Berry-Esseen tétel szerint?

(A tételben szerepld konstanst vehetjiik 0.4748-nak.)

Pistike iskola utdn nem megy csak gy haza: az iskolakapun val6 kilépést kdvetGen minden ma-
sodpercben % valosziniiséggel egyet 1ép elgre (hazafelé), % valoszintiséggel viszont kettét hétra
(vagyis az ellenkez§ iranyba), az el6zményektdl fiiggetleniil. Az apukéija a centralis hatarelosz-
las tétel segitségével megbecsiili annak valdsziniiségét, hogy egy ora elteltével Pistike legalabb
200 lépésnyit kozeledett otthondhoz. Legfeljebb mekkora lehet a kozelités hibaja a Berry-Esseen
tétel szerint? (A Berry-Esseen tételben szereplé C konstans egy 2010-es eredmény szerint va-
laszthato C' = 0.4784-nek.) (Bdnusz kérdés: hogyan viszonyul ez a hiba az apuka becslésének

eredményéhez? Miben lehet biztos az apuka?)
Moéricka 10000-szer dob egy szabélyos dobokockaval.

a.) Kozelitsiik a centralis hatareloszlas tétel (CHT) segitségével annak valoszintiségét, hogy a
dobott szamok atlaga legalabb 3.7.

b.) A Berry-Esseen tétel szerint legfeljebb mennyi lehet a CHT kozelités hibaja?

Nagy eltérések

Bergengocia elektromos halozatara tizezer fogyaszto kapcsolodik. Koziiliik 9000-nek 32 amperes
biztositéka van, vagyis az altala felvett teljesitmény legfeljebb 32A x 230V = 7360W lehet. A
maradék 1000 fogyasztonak 100 amperes biztositéka van, igy legfeljebb 100A x 230V = 23000W
teljesitményt vehet fel. Bergengociaban a ,cstcsidG” délutan 2-kor van, ekkor mérik a legnagyobb
fogyasztast. A bergengoc elektromos miiveknek az egyes fogyasztok csicsidgbeli fogyasztasanak
eloszlasarol (a fenti korlatokon til) fogalma sincs, de azt tudjak, hogy az egyes fogyasztok fo-
gyasztasai fiiggetlenek, és hogy az dtlagos dssz-fogyasztds cstcsidében 3.2 - 107W. Mekkora kell
legyen az elektromos halozat K Ossz-teljesitménye (Watt-ban), ha azt akarjak, hogy a cstcsids-
beli 6ssz-fogyasztas 1 — 1078 valoszintiséggel K alatt maradjon?
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6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

Egy forgalmas helyen 1év6 készpénzautomatat egy nap alatt (feltoltéstol feltoltésig) 500 ember
hasznal. A legkisebb felvehetd Gsszeg ezer Ft, a legnagyobb szazezer Ft. A bank tapasztalata
szerint az emberek atlagosan 20-ezer Ft-ot vesznek fel. Az egyes emberek éltal felvett Gsszegek
fiiggetlenek egymastol. Mennyi pénzzel kell az automatéat feltolteni, ha 99%-ig biztosak akarunk
lenni benne, hogy nem fogy ki a kévetkezs feltoltésig?

Egy vizsgan 120 hallgato jelenik meg, koziiliik 90 késziilt, 30 pedig nem. Aki késziilt, 90%
valoszintiséggel megy at, aki viszont nem, az csak 30%-kal. Adjuk nagy eltérés becslést annak
valoszintiségére, hogy a hallgatok legalabb fele megbukik.

Moéricka elhatarozza, hogy addig dobél egy dobodkockat, amig 1000-szer ki nem jon neki a hatos.
(Persze nem feltétleniil kell az 1000 hatosnak egymas utan kijonni.) Valamelyik nagy eltérés tétel
segitségével becsiiljiilk meg annak a valoszintiségét, hogy ez legfeljebb 5000 dobasbol sikeriil neki.

(Segitség: a p paraméterd Bernoulli eloszlas Cramér féle ratafiggvénye

11— 11—
I(z) =zIn S ) N i
11—z p 1—0p

(ha 0 <z <1). A p paraméteri (optimista) geometriai eloszlas Cramér féle ratafiggvénye
-1 1 11—
I(x) =xln - Y ym (-2
r 1—p pxr—1
3

Egy vizsgan 400 hallgato vesz részt, és mindegyikiik a tobbitdl fiiggetleniil p = 3 valoszintiség-
gel vizsgazik sikeresen. Adjunk nagy eltérés becslést annak valdszintiségére, hogy a résztvevik
legaldbb fele megbukik.

(ha z>1). )

Tipp: a bukottak szamdt irjuk fel mint figgetlen, azonos eloszldsi (indikdtor) valdsziniiségi vdl-
tozok Gsszegét.

Tipp: mind a Hoeffding eqyenldtlenség, mind a Cramér tétel haszndlhato.
Vigydzat: a centrdlis hatdreloszlds tétellel torténd kizelités viszont nem nagy eltérés becslés.
Segitség: a p paraméteri Bernoulli eloszlds Cramér féle rdtafiigguénye

I(:E):xln(lx 1;p>+ln(1_x) (ha 0 <z <1).

—-T p —-Pp

Egy 45 pontos ZH-n a hallgatok hosszu évek tapasztalata szerint atlagosan 29 pontot szoktak
elérni. Adjunk nagy eltérés becslést annak valoszintiségére, hogy idén a 130 hallgato atlaga
legfeljebb 20 pont lesz. (Tegyiik fel, hogy a feladatsor ugyanolyan nehéz, mint mdskor, és a
hallgatok is ugyanolyan felkésziltek, mint mdskor. Az egyes hallgatok eredményer fiiggetlenek.
Negativ pontszamot nem lehet elérni.)

Egy kis telefonkozpontba érkezd, egymast kovets hivasok kozott eltelt idé mindig exponencidlis
eloszlasu 1 perc varhato értékkel, és fiiggetlen az el6zményektsl. Adjunk nagy eltérés becslést
annak valdszintiségére, hogy reggel 8 6ratol szamitva a 400-adik hivasra kevesebb, mint 5 Orat
kell varni.
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6.8

6.9

6.10

(Segitség: a X\ paramétertd exponencidlis eloszlds Cramér féle ratafiggvénye
I(z) =AXx —In(Ax) =1 (hax >0).
A X paraméterd Poisson eloszlds Cramér féle rdtafiigguvénye

I(z)=azln(x/N) —xz+ X (hax>0).)

Egy kis telefonkdzpontba a hivasok Poisson folyamat szerint érkeznek, percenként atlagosan 2.
Adjunk nagy eltérés becslést annak valoszintiségére, hogy reggel 8 6ratol szamitva a 400-adik
hivasra kevesebb, mint 2,5 6rat kell varni.

(Segitség: a X\ paramétertd exponencidlis eloszlds Cramér féle ratafiggvénye
I(z) =AXx —In(Ax) =1 (hax >0).
A X paraméterd Poisson eloszlds Cramér féle rdtafiigguvénye

I(z)=zln(x/N) —xz+ X (hax>0).)

Egy véletlen algoritmus egy eldontendd kérdésre p = 0.55 valoszintiséggel ad helyes valaszt.
Lefuttatjuk az algoritmust n = 1000-szer egymastol fiiggetleniil, és megnézziik, hogy melyik
valasz jon ki tobbszor. Adjunk nagy eltérés becslést annak valészintiségére, hogy a végeredmény
rossz — vagyis hogy a hibas vilasz jon ki tobbszor, vagy az eredmény dontetlen,

a.) a Hoeffding egyenlGtlenség segitségével,

b.) a Cramér tétel segitségével.

c.) Es akkor mi jon ki, ha n = 100007

(Tipp: Legyen i =1,2,...,n-re X; =1, ha az i-edik vdlasz helyes, és X; = 0, ha hibds.)

Segitség: a p paraméterd Bernoulli eloszlas Cramér féle ratafiigguénye

1—
I(:E):—xlng—(l—x)ln P

x 1—x

Egy nagy orszagban a sok szavaz6 2 partra oszlik: 70%-uk a ,Mindenkit Utalunk” part (MU) hive,
30%-uk pedig a ,Becsiiljetek Minket” part (BM) tamogatoja. Egy kozvéleménykutato intézet 500
szavazot kérdez meg a partszimpatiajarol. Adjunk nagy eltérés becslést annak valdszintiségére,
hogy a kutatas a BM partot mutatja erGsebbnek.

Segitség: A p paramétert Bernoulli eloszlas Cramér féle ratafiiggvénye

S U QLN el
I(x) = lp(l—x) 1 T

A X paraméterti Poisson eloszlas Cramér féle ratafiiggvénye

I(x):xlni—:er)\.
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6.11

6.12

6.13

6.14

Egy épiil6 szennyviztisztito lizem kapacitasa 320000 liter/nap. A szennyviztisztité 1500 haztar-
tast szolgal ki, melyeket a kovetkezs kategoridkba sorolnak:

e kicsi, amelynek atlagos napi szennyviztermelése 100 liter, de semmiképpen nem tébb, mint
300 liter;

e kozepes, amelynek atlagos napi szennyviztermelése 200 liter, de semmiképpen nem tSbb,
mint 500 liter;

e nagy, amelynek atlagos napi szennyviztermelése 300 liter, de semmiképpen nem tébb, mint
800 liter.

Az egyes kategoridkba tartozd héztartasok szdma rendre 400, 800 illetve 300. Az egyes héztar-
tasok napi szennyviztermelése fiiggetlennek tekinthetd.

a.) Adjunk felsG becslést annak a valoszintiségére, hogy egy adott napon az iizem nem képes a
termelt szennyvizet megtisztitani.

b.) Az iizemeltets elégedetlen az el6z6 részben kijott eredménnyel. Adjunk fels§ becslést arra,
hogy mekkorara noveljék az iizem kapacitasit ahhoz, hogy a tillépés kockdzata 1078 ala
csokkenjen.

Hasznalhato-e a Hoeffding-egyenl6tlenség, és hasznalhato-e a Cramér nagy eltérés tétel a P(X; +
Xo+- -+ X,, < K) valosziniiség becslésére (triikkkozés nélkiil) az alabbi esetekben? A wvdlaszokat
indokoljuk!

a.) Az X;-k fiiggetlen 1 paramétert exponencialisok.

b.) Az Xj-k fiiggetlen és azonos, de ismeretlen eloszlastak, viszont P(2 < X; < 5) = 1, tovabba
ismert a varhato értékiik és a szorasuk.

c.) Xy egyenletes a [0, 1] intervallumon, és az X;-k fiiggetlenek.

d.) X} egyenletes a [0, k] intervallumon, és az X,-k fiiggetlenek.

e.) Jancsi egy szabalyos érmét dobal. X} legyen 1, ha a k-adik és a k + 1-edik dobas is fej,
egyébként pedig legyen 0.

Egy koncesszios palyazat 10 fejezetbdl all, a palyazok minden fejezetre legfeljebb 5 pontot kap-
hatnak. A biralok a megitélt pontszamot fejezetenként kockadobassal dontik el, azonos esélyt
adva a 0,1,2,3,4,5 pontszamoknak. A felhivasra 10000 palyazat érkezik. Adjunk nagy eltérés
becslést annak valoszintiségére, hogy a pélyazatok atlagos pontszama eléri a 26-ot. (Vigydzat:
hanyszor is guritjdk el a birdlok azt a dobokockdt?)

(A p paraméterd Bernoulli eloszlas Cramér féle ratafiggvénye

1— 1—
I(x) =xIn (1fx7p) +1In (ﬁ) (ha 0 <z <1).)
Legyen X1, X, ..., X, fiiggetlen, azonos Bernoulli eloszlasi valoszintiségi valtozok sorozata p =

1

2
paraméterrel (vagyis P(X; =1) =p=1—P(X; =0) = 3). Legyen n = 10° és S,, = X; + X» +
-+ X, (vagyis S, ~ Bin(n =105 p = 1)).
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6.15

7.1

a.) Ha valamilyen K € (0;10°)-ra a P(S,, < K) valoszintiséget a centralis hatéreloszlds tétellel
kozelitjiik, legfeljebb mekkora lehet a kozelités hibaja a Berry-Esseen tétel szerint? (A Berry-
Esseen tételben szereplé C' konstans egy 2011-es eredmény szerint valaszthatdo C' = 0.4748-
nak.)

b.) A Hoeffding egyenlétlenség segitségével keressiink olyan K korlatot, amire biztosan igaz,
hogy
P(S, > K) <107%.
Nevezziik ezt a K korlatot Kg-nak.

c.) Kozelitsiik a P(S,, > Kj) valoszintiséget a Cramér tétel segitségével! Segitség: A p paramé-
terd Bernoulli eloszlas Cramér féle ratafiiggvénye
(l—plz . 1—p

I(x) =2l —1 .
(x) xnp(l—a:) no—

Egy internet-szolgaltatonak 3600 el6fizetGje van. Hétfén este 8-kor minden elGfizeté a tobbiek-
t6l fiiggetlen véletlen savszélesség-igénnyel 1ép fel, ami Mbit/s-ben mérve egyenletes eloszlasu a
[0; 4] intervallumon. A szolgaltatasban akkor lesz fennakadas, ha az igények Osszege tillépi a
rendelkezésre 4116 8000 Mbit /s teljes savszélességet.

a.) A szolgaltato a centralis hatareloszlas tétel segitségével probalja megbecsiilni annak a val6szi-
nliségét, hogy hétfs este 8-kor fennakadas lesz. Legfeljebb mennyit fog a szolgaltato tévedni
a becsléssel a Berry-Esséen tétel szerint?

b.) Adjunk becslést a fennakadas valoszintiségére a Hoeffding-egyenlGtlenség segitségével.

Diszkrét idejii Markov lancok

Egy diszkrét ideji, id6ben homogén X,, Markov lanc allapottere S = {1,2,3}. A Markov lanc
az 1-es allapotbol 50 — 50% valoszintiséggel ugrik a 2-es és 3-as allapotba. Ha a 2-es allapotban
van, akkor 50% valoszintiséggel ott is marad, 50% valoszintiséggel pedig a 3-as allapotba ugrik.
A 3-as allapotbol mindig az 1-esbe ugrik. A Markov lanc X, kezdeti allapotat kockadobassal
sorsoljuk, egyenls esélyt adva mindhédrom &allapotnak.

c sz

frjuk fel a Markov lanc atmenetmatrixat.
frjuk fel a Markov lanc kezdeti eloszlas vektorat.

Mennyi a valészintisége, hogy a folyamat kezdetén a 131223 allapot-sorozatot figyeljiilk meg
(a 0-dik (kezds) allapotot is beleértve)?

e.) Mennyi a P(X, = 1| Xy = 1) dtmenetvaloszintiség?
f.) Keressilk meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait.

g.) Kozelit6leg mennyi a valosziniisége, hogy 100 lépés utan a Markov lanc a 2-es allapotban
lesz?

h.) Legyen az f : S — R fiiggvény olyan, hogy f(1) =0, f(2) =1 és f(3) = 5. Mennyi lesz az
f(X,) sorozat (id6)atlaga hossza tavon?
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7.2 Egy szamitogépes program négy részfeladatbol allo feladatokat old meg. Minden idGegység vé-
gén feljegyezziik, hogy hanyadik részfeladaton dolgozik éppen — ha pedig éppen iiresjaratban var
egy uj feladatra, akkor O-t — vagyis a program a 0, 1,2, 3,4 allapotokban lehet. Az 1, 2, 3 és 4
részfeladatokrol a program mindig, az el6zményektdl fiiggetleniil % valoszintiséggel tud egy id6-
egység alatt tovabblépni a kovetkezo részfeladatra (agy értve, hogy a 4 utéan a 0 j6n), a maradék
% val6szintiséggel ugyanazon dolgozik tovabb. Ha a program a 0 iiresjaratban van, akkor minden
idGegység alatt % valosziniiséggel kap feladatot és ugrik az 1 allapotba (az el6zményektd] fiigget-
leniil), ellenkez esetben marad iiresjaratban. Modellezziik a program feljegyzett allapotainak
sorozatat idében homogén Markov lanccal!

a.) Irjuk fel a P Markov dtmenet-métrixot.

b.) Feltéve, hogy kezdetben a program a 0 allapotban van, mi a valoszintisége a ,0001223440”
megfigyelés-sorozatnak? (A kezdgallapotot is feljegyezziik.)

c.) Feltéve, hogy a kezdGallapot a 0, mi a valosziniisége, hogy 3 idGegység miilva a program
éppen az 1-es részfeladaton dolgozik?

d.) Feltéve, hogy a kezdGallapot a 0, mi a kozelitd valoszintisége, hogy 1000 idGegység utéan ismét
a 0 allapotban van a program?

e.) Hosszu tavon az id6 hany szazalékat tolti a program iiresjaratban?

f.) A programunk processzor-igénye iiresjaratban 1%, az 1,2, 3, 4 részfeladatok végrehajtasa so-
ran pedig rendre 10%, 30%, 50% illetve 99%. mennyi az atlagos processzor-terhelés hosszi
tavon?

7.3 John megfigyelései szerint reggelente, amikor Londonban munkéiba autoézik, haromféle lehet az
idGjaras: esik, zuhog vagy szakad. Tapasztalata szerint egy nap idgjarasabol kovetkeztetni lehet
a kovetkezd nap idGjarésara, az alabbi valoszintiségi értelemben:

P(holnap esik|ma esik) = 1/10,

P(holnap szakad|ma esik) = 6/10,
P(holnap esik|ma szakad) = 2/10,
P(holnap szakad|ma szakad) = 4/10,
P(holnap szakad|ma zuhog) = 5/10,
P(holnap zuhog|ma zuhog) = 4/10.

Jeloljiik az idGjaras allapotait szamokkal: 0 := ,esik”, 1 := ,zuhog”, 2 := ,szakad”. Modellezziik
John reggeli megfigyeléseinek sorozatat idében homogén Markov lanccal!
a.) Irjuk fel a P Markov Atmenet-matrixot. (Vigyazat: a fenti Atmenet-valoszintiségek dsszevissza

vannak megadva.)

b.) Feltéve, hogy elsején esik, mi a valoszintisége a ,00012” megfigyelés-sorozatnak (elsejével
kezdve)?

c.) Feltéve, hogy elsején esik, mi a valoszintisége, hogy harmadikén zuhog?
d.) Feltéve, hogy elsején esik, mi a kozelits valosziniisége, hogy huszonkilencedikén zuhog?

e.) Hoszzl tavon a reggelek héany szazalékan zuhog?
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7.4

7.5

7.6

f.) Ha esik, John 20 percet autozik dugoban, &m ha zuhog, akkor 30-at, ha szakad, akkor pedig
70-et. Napi atlagban hany percet tolt reggeli dugéban autédzassal hosszia tavon?

Jancsi és Juliska randit beszélt meg a Kokojszi utca és a Boborjan utca keresztez6déséhez. Azt
azonban nem beszélték meg, hogy a négy sarok koziil melyiken talalkozzanak. Jancsi pontban
11 orakor érkezik az északnyugati sarokhoz, majd keresni kezdi Juliskat. A négy gyalogos-lampa

percenként egyszer, egyszerre valt zoldre. Ilyenkor Jancsi 1 valoszintiséggel marad, ahol volt, i

1
valoszintiséggel drajaras-iranyba megy at a zebrén, % valoszintiséggel pedig orajarassal ellentétes
irdnyban. Ekozben Juliska orékat késik, igy Jancsi hosszasan bolyong a négy sarok kozott. Jeldlje

X,, Jancsi helyét (vagyis hogy melyik sarkon all) n perc elteltével.

a.) Adjuk meg az X,, Markov lanc allapotterét és dtmenet-valoszintiség-matrixat.

b.) Mennyi a valosziniisége, hogy Jancsi két perc elteltével ugyanott van, mint a legelején?

c.) Egy ora elteltével megkozelitSleg mekkora valoszintiséggel talaljuk Jancsit a délkeleti sarkon?
d.)

A magas hazak arnyékot vetnek a délkeleti és a délnyugati sarokra, az északkeleti és az
északnyugati sarok viszont napos. Hosszu tavon az idG hany szazalékat tolti Jancsi napon?

Moricka egy golyos iigyességi jatékot jatszik, ahol egy
csapagygolyot kell végigvezetni egy akadalypalyan. Az
els6 palyat gyakorolja, ahol 3 nehéz akadalyon kell &t-
jutni. Moricka az elsé akadéalyon i, a méasodikon %, a
harmadikon % valoszintiséggel bukik el, az el6zményektsl
fiiggetleniil. Ilyenkor a goly6 ,leesik”, és Moricka kezdhe-
ti az egészet elolrdl. Ellenkezd esetben tovabbjut a ko-
vetkez$ akadalyhoz. Ha véletleniil mindharom akadélyon
sikeriil taljutnia, akkor szintén djrakezdi a legelejérdl.

Jelolje X,, azt, hogy n 1épés utan Moricka éppen héany
akadalyon van tul — igy X, lehetséges értékei 0, 1, 2, 3.

Magical Intellect Ball

a.) Irjuk fel az X,, Markov lanc atmenetmatrixat.

b.) Hosszu tavon melyik allapotban lesz a Markov lanc legtobbszor, és a lépések mekkora hénya-
dat tolti Moricka ezzel a leggyakoribb akadallyal?

c.) Hosszu tavon hanyadik akadéalyon bukik el legtobbszor Moricka, és a bukisok mekkora ha-
nyada torténik ezen az akadéalyon?

Legyen az X, diszkrét ideji Markov lanc graf-reprezentacioja a kovetkezs:
12 12
1= 2 < 5 V2 g =7
U3 12
2/3l Tﬂz uz”m N ”//1/2
U3 g

Adjuk meg kozelitSleg az alabbi valoszintiségeket. A valaszokat indokoljuk.

a.) P(XIOOO =7 | XO = 6) ~7
b) IP)(XIOOO =2 | XO = 1) ~7
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7.7

7.8

7.9

7.10

C.) P(XIOOO =2 | XO = 6) ~7

d) P(XIOOO =7 | XO = 5) ~7

Juliska a kérmét minden nap més sziniire festi. Voros, narancs és barna kozott valtogat. Narancs
utian mindig barna kovetkezik, barna utan viszont érmedobéassal dont arrol, hogy vords vagy
narancs kovetkezzen-e. Vords utdn kockat dob: ha az eredmény 6-os, akkor barna kovetkezik,
egyébként narancs.

a.) Irjuk fel Juliska kérme szinének, mint Markov lancnak az Atmenetmatrixat!

b.) Ha Juliska kérme méjus 1-én voros, mennyi a valdsziniisége, hogy majus 5-én is voros?

c.) A napok hanyad részében lesz voros, narancs illetve barna Juliska korme hosszi tavon?
Mari néni szeret beszélgetni, és befolyasolhatdé. Minden este elmegy egy szomszédjahoz beszél-
getni, és atveszi annak partallasat. Hat szomszédja van, ebbdl 2 fiiparti, 1 faparti, 3 pedig
virdgparti. Mari néni minden este vaktaban valaszt beszélgetGpartnert azon 5 koziil, akinél el6z6
este nem jart. Jeloljik Mari néni lehetséges partallasait {1, 2, 3}-mal, ahol ,,1” jelentése ,fiiparti”,

2" jelentése ,faparti”, ,3” jelentése ,viragparti”. X, pedig jelolje Mari néni partallasat n nap
elteltével.

Modellezziik Mari néni allapotait id6ben homogén Markov laccal.

a.) Adjuk meg a Markov lanc &tmenetmatrixat.

b.) Ha tudjuk, hogy a 0-dik napon Mari néni fiparti volt, mi a valészintisége az 123123 allapot-
sorozatnak (a nulladik napot is beleértve)?

c.) Ha tudjuk, hogy a 0-dik napon Mari néni fliparti volt, mi a valészintisége, hogy a 2-dik napon
is az?

d.) Hosszu id§ elteltével kozelitleg mekkora valoszintiséggel lesz Mari néni éppen faparti?

e.) Mari néni minden nap elmegy a gazdaboltba, és ha éppen ftiparti, akkor fiinyiroédamilt vesz
500 Ft-ért, ha éppen faparti, akkor permetszert 3000 Ft-ért, ha pedig virdgparti, akkor
tapoldatot 1000 Ft-ért. Napi atlaghan mennyit kolt a gazdaboltban hosszt tavon?

Az abran lathato graf egy diszkrét ideji, id6ben homogén Markov lanc pozitiv valoszintiségii
egylépéses dtmeneteit mutatja. Osztalyozzuk az allapotokat aszerint, hogy melyik melyikkel
érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy

e zart-e vagy nyilt, \ /
e lényeges-e vagy lényegtelen, /
e visszatérG-e vagy atmeneti, /

Cfr=—=*
e mennyi a peridodusa.

Az 1. abran lathato graf egy diszkrét ideji, id6ben homogén Markov lanc pozitiv valoszintiségii
egylépéses dtmeneteit mutatja. Osztilyozzuk az allapotokat aszerint, hogy melyik melyikkel
érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy

e zart-e vagy nyilt,

e lényeges-e vagy lényegtelen,
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e visszatérG-e vagy atmeneti,

e mennyi a periddusa.

e
2. abra. Markov lanc graf-reprezentacioja (valoszintiségek nélkiil)

7.11 A 2. abran lathato graf egy diszkrét ideji, idében homogén Markov lanc pozitiv valoszintiségii

egylépéses dtmeneteit mutatja. Osztilyozzuk az allapotokat aszerint, hogy melyik melyikkel

érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy
e zart-e vagy nyilt,
e lényeges-e vagy lényegtelen,
e visszatérG-e vagy atmeneti,
e mennyi a periddusa.

7.12 Egy jegypénztarhoz pontosan percenként érkeznek a vevék: minden perc végén pontosan 1. Ez
alatt az egy perc alatt a pénztaros véletlen szamu vevét szolgal ki: % valoszintiséggel 2-t, i
valoszintiséggel 1-et, és i valoszintiséggel 1-et sem, az el6zményektsl fliiggetleniil. Kivétel ez alél:

e Ha a perc elején csak 1 vevé all a sorban, mert akkor 6t % valoszintiséggel sikeriil kiszolgalni,

1 2 s 2 .
1 valosziniséggel pedig nem.
e Ha a perc végén mar 4 vev§ all sorban, akkor az Gjonnan érkezG nem &ll be a sorba, hanem

elkullog.
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7.13

7.14

Jelolje X,, a sorban allok szaméat az n-edik perc végén (pontosabban: az n + 1-edik perc elején,
kozvetlen azutan, hogy az 0j vevs megérkezett). Tegyiik fel, hogy az els6 perc elején a sorban
pontosan 1 ember all, vagyis X, = 1.

a.) Adjuk meg az X, Markov lanc allapotterét. (Vigydzat, érdemes észnél lenni: mik is a
lehetséges, elérhetd dllapotok?)

c

Adjuk meg a Markov lanc graf-reprezentaciojat!

Adjuk meg a Markov lanc atmenetmatrixat!

/o

Adjuk meg a Markov lanc kezdeti eloszlasat, vagyis a 7(0) kezdeti eloszlas vektort!
Mi a valoszintisége, hogy az Xo X1 X5 ... sorozat (a trajektoria) eleje 12112237
Mennyi a P(X3 = 2) valoszintiség?

Szamoljuk ki X, eloszlasat, vagyis a Markov lanc 2 idGegység utani 7(2) eloszlasvektorat !

R ow 2

Mennyi n = 29-re a P(X,, = 3) valoszintiség? Csak képletet kérek! Bonusz: Szamoljuk ki a
P(X,, = 3) wvaldszindséget n = 10, 20, 30-ra valamilyen szdmitdgépes programmal, ami gyorsan
tud mdtrizokat szorozni.

3. abra. Markov lanc graf-reprezentacioja (valoszintiségek nélkiil)

A 3. 4bran lathato graf egy diszkrét idejd, id6ben homogén Markov lanc pozitiv valdszintiségi
egylépéses dtmeneteit mutatja. Osztilyozzuk az allapotokat aszerint, hogy melyik melyikkel
érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy

e zart-e vagy nyilt,
e lényeges-e vagy lényegtelen,
e visszatérG-e vagy atmeneti,

e mennyi a periddusa.

Legyen X, diszkrét ideji, id6ben homogén Markov lanc az S = {0,1,2,3,4,5,6,7} allapotté-

ren, ami egy sor hosszat modellezi. Az atmenetvalosziniiségek legyenek olyanok, hogy ugrani

1

1 lépésben csak szomszédos allapotba lehet: a sor hossza % valoszintiséggel 1-gyel csokken,

valoszintiséggel pedig 1-gyel ng. Kivétel ez alol, ha a sor iires, mert akkor a hossza csokkenés
helyett % valoszintiséggel 0 marad, illetve ha a sor hossza 7, mert akkor névekedés helyett i
valészintiséggel 7 marad.
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7.15

8.

8.1

a.) Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasat. Ehhez hasznaljuk ki, hogy X, sziiletési-
halalozasi folyamat.

b.) Kezdetben a sor iires. Koriilbeliil mekkora a valészintisége, hogy 1000 1épés utan ismét iires?
c.) Mennyi lesz hosszi tavon az atlagos sorhossz?

d.) Bénusz kérdés: Mi a valasz a fenti kérdésekre, ha a sorhosszra nincs felsg korlat, vagyis az
allapottér {0,1,2,...}7

Egy fagyisnél a sorban 4ll6 gyerekek szama 0 és 4 kozott valtozhat (beleértve az éppen kiszolgalas
alatt 4llot is): ha méar 4-en vannak, és egy ajabb gyerek be akarna allni, az apukija elrangatja. A
fagyis bacsi nagyon igyekszik, de mindig csak % valoszintiséggel sikeriil egy gyereket kiszolgalnia
azel6tt, hogy egy tjabb érkezne — az el6zményektdl fiiggetleniil. Kivétel ez alol, ha 4-en vannak,
mert akkor persze biztosan sikeriil (1ij gyerek nem tud jonni), illetve ha a sor iires, mert akkor
nincs is kit kiszolgalni.

Tekintsiik a sorban allok szamat diszkrét iddben: a fagyis bacsi csettint egyet, valahanyszor egy
gverek érkezik vagy elmegy, vagyis valahanyszor a sor hossza valtozik. A sor hossza mindig
pontosan 1-gyel valtozik (egyszerre csak 1 gyerek tud érkezni és elmenni is), és a fentiek szerint
% valoszintiséggel csokken, a maradék i valoszintiséggel pedig ng, az elGzményektdl fiiggetleniil
(kivéve ha 4 vagy 0).

Legyen X, a sor hossza az n-edik csettintés utan (vagyis az n-edik sorhossz-valtozéas utéan).

Kezdetben a sor iires. Mennyi a valoszintisége, hogy 4 lépés utan ismét iires?

T o

Kezdetben a sor iires. Mennyi a valdsziniisége, hogy 5 lépés utéan ismét iires?

Adjuk meg az X,, Markov lanc allapotterét és rajzoljuk fel a graf-reprezentacidjat!

o o

Adjuk meg az X,, Markov lanc atmenetméatrixat!

Keressiik meg a Markov lanc stacionérius eloszlésait!

)
)
)
)
)
)

- @D

Kezdetben a sor iires. Koriilbeliil mekkora a valészintisége, hogy 100 1épés utéan ismét iires?
(Vigydzat: o feladat cseles, és az erre vald tétel csak dvatosan alkalmazhato. Eqy hibdsan
alkalmazott tételnél jobb, ha preciz indoklds nélkil megsejtjik a helyes eredményt.)

g.) Bonusz kérdés: Mi a valasz az el6z6 kérdésre, ha a sor hosszara nincs felsg korlat?

Folytonos idejti Markov lancok

Pistike az ablakbol az utca forgalmat nézi. Személyautok és teherautok mennek arra, mind-
ketté Poisson-folyamat szerint: személyautobol percenként atlagosan 3, teherautobol percenként
atlagosan 1. Pistike csak a teherautokat szereti. Jokedve 5-0s skalan valtozik (1 és 5 kozott):
ha teherautot lat, 1-gyel felfelé ugrik (hacsak nem maér elGtte is 5-6s volt), ha pedig személyau-
tot, akkor 1-gyel lefelé (hacsak nem mar elStte is 1-es volt). Legyen X (t) Pistike jokedve a ¢
id6pillanatban, ¢ > 0.

a.) Modellezziik a rendszert folytonos idejii Markov lanccal. Irjuk fel X () generatorat.

b.) Hatarozzuk meg (X (¢),t > 0) stacionarius eloszlasat. (Szabad észrevenni, hogy X véges
allapottert sziiletési-halalozési folyamat.)
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8.2

8.3

8.4

c.) Pistike a nézelédést teljes jokedvvel kezdte. Egy ora elteltével arra jar az apukaja. KozelitGleg
mennyi annak a valoszintisége, hogy Pistikét teljes rosszkedvben (vagyis 1-es allapotban)
talalja?

d.) Hosszu tavon az id6 hany szazalékaban lesz Pistikének 5-0s jokedve?

e.) Hosszu tavon mennyi lesz Pistike jokedvének idéatlaga?

A Falab FC focicsapatanak 4 csatara van Osszesen. A csatarok koziil esetleg néhany sériilt. A

csapat mindig 2 egészséges csatarral jatszik (ha ennél kevesebb csataruk egészséges, akkor az

Osszes egészséges csatar jatszik). Ha egy csatar jatszik, akkor atlagosan 3 havonta sériil le. Egy

sériilés atlagosan 1 honapig tart. Ha egy csatar nem jatszik, nem sériil meg.

Jelolje az egészséges csatarok szaméat a ¢t idépontban X;. Az id6t mérjiik honapokban.

a.) Modellezziik X,-t folytonos idejii Markov-lanccal! Irjuk fel a generatort. Legyiink észnél a
ratdkkal!

b.) Szamitsuk ki a stacionérius eloszlast.

c.) Az id6 mekkora részében kénytelen a csapat csatar nélkiil jatszani? Miért?

d.) Atlagosan hany csatarral jatszanak? Miért?

e.) Tegyiik fel, hogy éppen minden csatar egészséges. Becsiiljiilk meg annak a valoszintiségét,
hogy a kovetkezd 10 napban ez végig igy marad (a 10 napot tekinthetjiik 1/3 honapnak).

Egy egyszerti jelfeldolgozd eszkoz az egyes beérkezs jeleket fiiggetlen, exponencidlis eloszlast

véletlen idsk alatt dolgozza fel. A feldolgozasi id6 varhato értéke 1 méasodperc (vagyis g5 perc).
Amig egy bejovs jel feldolgozasa zajlik, addig az esetlegesen beérkezé ujabb jeleket az eszkoz
figyelmen kiviil hagyja (vagyis nincs feldolgozasi sor). A beérkezé jelek Poisson folyamat szerint
érkeznek, percenként atlagosan 2. Az eszkoz igy kétféle allapotban lehet: ,szabad, passziv, jelre
var”, illetve ,foglalt, feldolgozas folyamatban, nem figyel”.

Modellezziik az eszkoz allapotat folytonos idejii Markov lanccal. Az id6t mérjiik percben.

a.) Irjuk fel a Markov lanc infinitezimalis generatorat. Indokoljuk.

b.) Az eszkdz a miikddése elsé pillanataban szabad. Kozelitleg mennyi a valoszintisége, hogy
tiz ora elteltével éppen foglalt lesz? Miért?

c.) Az eszkoz teljesitményfelvétele passziv allapotban 1W, feldogozés soran viszont 10W. Mennyi
az atlagos teljesitményfelvétel hosszu tavon? Miért?

Mérnok Mari Gjsziilott gyermeke az édesanyja megfigyelése szerint haromféle allapotban lehet:
1 — ,sir”; 2 — Jalszik”; 3 — eszik”. A gyermek idénként véletlenszertien ugrik at egyik allapotbol
a masikba, az el6zményektdl (a jelenre, mint feltételre nézve feltételesen) fiiggetleniil, vagyis &
egy harom &llapoti, folytonos idejii Markov lanc. Jelolje X (t) a gyerek allapotat ¢ idében. A
bedgyazott diszkrét idejii Markov lanc () atmenet-valdszintiség méatrixa a kovetkezs:

0 1 0
Q=1{08 0 02
0.8 0.2 0

Az allapotsorrend 1,2,3 balrol-jobbra és feliilrél-lefelé. Feltessziik, hogy az 1-es allapotban marad
Exp(8) ideig, a 2-es allapotban Fxp(1l) ideig és a 3-asban Fxp(5) ideig. (Mari az id6t 6rdban
méri.)
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8.5

8.6

8.7

frjuk fel a Markov lanc infinitezimalis generatorat. Indokoljuk.

a.)

b.) Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlésait.

c.) Az id6 hany szazalékaban van az 1-es, 2-es, 3-as allapotokban? Miért?
d.)

Ha a gyerek az 1-es allapotban van, Marinak 6ranként 100 hajszala hullik ki. Hasonl6an a
2-es allapotban 5, a 3-as allapotban 20 hajszalat veszit 6ranként. Koriilbeliil hany hajszéla
hullik ki Mérnck Marinak, mire a gyermek eléri a négyhetes kort? Miért?

Egy kisbolt parkolojaban 3 autéonak van hely. A parkoléhoz Poisson folyamat szerint érkeznek
az autos vevek, atlagosan 5 percenként. Ha a parkol6 tele van, akkor tovibbmennek, ha pedig
van hely, akkor leparkolnak és bemennek a boltba, ahol exponencialis eloszlast véletlen id6t
toltenek el, 5 perc varhato értékkel, egyméstol fiiggetleniil. Vasarlas utan azonnal autoba iilnek
és elhajtanak. Kezdetben a parkolo iires. Jelolje X; (¢ > 0) a parkoloban 16v§ autok szaméat ¢
perc elteltével.

a.) Modellezziik X;-t folytonos idejii Markov lanccal. Adjuk meg az allapotteret és az infinite-
zimalis generatort. (Vigyazat: érdemes észnél lenni. Két bent 1évS vevs egyike konnyebben
elmegy, mint egy vevs dnmaga.)

o

Szamoljuk ki X; stacionarius eloszlasat.

Hosszu id6 elteltével kozelitGleg mennyi a valdszintisége, hogy a parkoldt iiresen talaljuk?

2 o

)
)
.) Hosszt id6 atlagaban hany auto all a parkoléban?

e.) A potencialis autos vevék hany %-at vesziti el a bolt amiatt, hogy kicsi a parkoloja?

Egy béka fel-le ugral egy 4-foku 1épcsén, ahol a legalso szint a 0, a legfels6 pedig az 4, igy a béka
5 kiilonb6z6 helyen (vagyis szinten) lehet. A béka exponencialis eloszlasi véletlen ideig var 10
masodperc varhato értékkel, majd feldob egy dobokockat. Ha az eredmény 5 vagy 6, akkor ugrik
egyet felfelé, kivéve, ha méar legfeliil van (mert akkor nem ugrik sehova). Ha a dobas eredménye
1, 2, 3 vagy 4, akkor lefelé ugrik egyet, kivéve, ha méar legalul van (mert akkor nem ugrik sehova).
Ez utédn a béka ugyanezt ismételgeti, az el6zményektdl fiiggetleniil. Kezdetben a béka az 1-es
szinten van. Legyen Y (t) a béka helye t id§ elteltével. Az id6t mérjiik percben.

a.) Irjuk fel az Y'(t) Markov lanc allapotterét, tartézkodasi id6 paraméter vektordt és kezdeti
eloszlas vektorat! (Vigydzat: a szélsé dllapotokban sem lehet helyben ugrani, csak tovdbb
vdrni!)

<

Irjuk fel a beépitett diszkrét ideji Markov lanc atmenetmatrixat!

Irjuk fel az Y (t) Markov lanc rata-matrixit és infinitezimélis generatorat!

t sz

Kozelit6leg mennyi a valoszintisége, hogy a béka 1 masodperc elteltével a 2-es szinten lesz?

[o VRN
SN— SN—r SN— S~— SN—
=
sV
[,
N
o
Hawm
=
=
—_—
)
sV
oV
=]
o
o
>
—
QO
=
o
ae
=
QO
™
L]
)
i)
=
)
N
)
=
—t+
QO
)
—
O
(-
s
-

Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait! Szabad kihasznalni, hogy Y () sziiletési-
halalozasi folyamat.

g.) Kozelit6leg mennyi a valoszintisége, hogy 20 perc elteltével a béka legfeliil lesz? Miért?

h.) Mennyi lesz a béka helyének idGatlaga hossza tavon? Miért?

Egy lépcs6hazban 3 villanykorte van, és folyamatosan égnek — ha csak nincsenek éppen kiégve.
Az egyes villanykorték élettartama fiiggetlen és exponenciélis eloszlasi, 1 év varhato értékkel. A
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8.8

8.9

lépesshazban évente atlag kétszer megjelenik a gondnok (Poisson folyamat szerint), és az Osszes
kiégett kortét ujra cseréli. Jeloljiik X (¢)-vel a t id6 elteltével miikods korték szamat. Az id6t
mérjiik években.

a.) Adjuk meg az X (t) Markov lanc allapotterét és az dtmenetratikat (rata-matrixot). (Vigyd-
zat: ha éppen 2 korte mikodik, milyen rdtdval ég ki kozilik valamelyik?)

b.) Irjuk fel az infinitezimalis generatort!

c.) Tegnap délben pont 2 korte miikodott. Koriilbeliil mennyi a valoszintisége, hogy holnap
délben mind mitikodni fog?

d.) Tegnap délben pont 2 korte miikodott. Koriilbeliil mennyi a valdszintisége, hogy pont 20
évvel kés6bb mind miikodni fog?

e.) A lépcesShazban akkor van zavaroan sotét, ha legfeljebb 1 korte vilagit. Hosszt tavon az id6
hany szazalékdban van zavaréan sotét?

Egy fagyis bacsi el6tt gyerekek allnak sorba. O minden sorra keriil6 gyereket exponenciélis
eloszlasu véletlen idg alatt szolgal ki, fél perc varhato értékkel, az el6zményektsl és a sorban
allok szamatol fiiggetleniil. A gyerekek Poisson folyamat szerint érkeznek, percenként atlagosan
1, a multtol és a sor hosszatol fliggetleniil. Kivétel, ha a sorban mar 3 gyerek all, mert akkor
tobb nem &llhat be (az apukéja elvonszolja). Jelolje X () a sorban &llok szamat ¢ id6 elteltével.
Az id6t mérjiik percben. Modellezziik a sor hosszat folytonos idejii Markov lanccal.

a.) Mi a Markov lanc allapottere?

b.) Rajzoljuk fel a Markov lanc graf-reprezentacidjat — vagyis a lehetséges dtmenetek iranyitott
grafjat az egyes atmenetek rataival.

c.) Irjuk fel a Markov ldnc rdta-matrixat.

d.) Irjuk fel a Markov lanc tartézkodési id6 paraméter vektorat.

e.) Ha a sor hossza éppen 2, varhatoan mennyi id6 milva fog megvéltozni?

f.) Ha a sor hossza éppen 2, mennyi a valoszintisége, hogy a kovetkez6 allapot a 3 lesz?

g.) Irjuk fel a Markov lanc infinitezimélis generatorat.

h.) Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait.

i.) Ha a sor t = 0-kor iires, kozelit6leg mennyi a valoszintisége, hogy 2 ora elteltével 3 lesz a

hossza?
j.) Az id6 héany szazalékat tolti a fagyis bécsi tétleniil (mert iires a sor) hosszt tavon?
Egy fagyishoz a gyerekek Poisson folyamat szerint érkeznek, percenként &tlagosan ketten, és
beallnak a sorba. A fagyis bacsi minden gyereket fiiggetlen, exponenciélis eloszlasu id§ alatt

szolgal ki, 1 perc varhato értékkel. Ha a sorban nem all senki, a fagyis bacsi unatkozik. Hosszi
tavon az id6 hany szazalékdban fog unatkozni, ha

a.) A sor hossza legfeljebb 5 lehet, mert ha mar 5-en allnak sorban, akkor a tovabbi érkez
gyerekeket az apukijuk elrangatja.

b.) A sor hossza akarmennyi lehet, de ha legalabb 5, akkor csak a gyerekek legelszantabb %—a all
be. (Minden gyerek, a t&bbitdl fiiggetleniil, 3 valoszintséggel legelszantabb.)
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8.10

8.11

9.1

9.2

9.3

(Segitség: Legyen X (t) a sor hossza t perc elteltével. Szabad kihaszndlni, hogy X (t) sziletési-
haldlozdsi folyamat.)

Egy halozati kiszolgalohoz Poisson-folyamat szerint érkeznek a feladatok, masodpercenként at-
lagosan ketts, és beallnak a sorba. Az egyes igények kiszolgalasa egyméstol és a beérkezésektsl
is fiiggetlen, exponenciélis eloszlasi véletlen ideig tart, aminek varhaté értéke i méasodperc. A
sorban legfeljebb 5 feladat lehet (azzal egyiitt, amelyik éppen kiszolgalas alatt all), ami ezen feliil

esetleg érkezik, az elvész. Jelolje X; a t idGben a sorban 4ll6 feladatok szamét.

a.) Modellezziik a folyamatot folytonos ideji Markov lanccal! Adjuk meg az &llapotteret, és
rajzoljuk fel a graf-reprezentéaciot (az egyes atmenetek ratéaival).

b.) Adjuk meg a rata-matrixot, a tartozkodasi id6 paraméter vektort és a beagyazott diszkrét
idejid Markov lanc atmenetmatrixat.

c.) Irjuk fel a folyamat infinitezimalis generatorat.

d.) Kezdetben a sor iires. KozelitGleg mekkora valosziniiséggel lesz a sorban 120 méasodperc
elteltével pontosan 2 feladat?

e.) Az id6 mekkora hanyadat tolti a kiszolgalo iiresjaratban hosszi tavon?

f.) A beérkezo feladatok mekkora hanyada vész el hossza tavon?

Egy halozati kiszolgalohoz Poisson-folyamat szerint érkeznek a feladatok, masodpercenként at-
lagosan ketts, és beallnak a sorba. Az egyes igények kiszolgalasa egyméastol és a beérkezésektsl
1

is fiiggetlen, exponencidlis eloszlast véletlen ideig tart, aminek varhato értéke ; masodperc. A

sorban akarhany feladat lehet. Jelolje X; a ¢ id6ben a sorban all6 feladatok szamat.

a.) Modellezziik a folyamatot folytonos idejii Markov lanccal! Adjuk meg az &allapotteret, és
rajzoljuk fel a graf-reprezentéaciot (az egyes atmenetek ratéaival).

b.) Adjuk meg a rata-matrixot, a tartozkodasi id6 paraméter vektort és a beagyazott diszkrét
idejid Markov lanc atmenetmatrixat.

c.) Irjuk fel a folyamat infinitezimalis generatorat.

d.) Kezdetben a sor iires. KozelitGleg mekkora valosziniiséggel lesz a sorban 120 méasodperc
elteltével pontosan 2 feladat?

e.) Az id6 mekkora hanyadat tolti a kiszolgalo iiresjaratban hosszi tavon?

Maximum likelihood becslés

9-elemii mintat vettiink az X valoszintiségi valtozobol, ami (optimista) geometriai eloszlasu,
szamunkra ismeretlen p paraméterrel. Ezt kaptuk: 1,8,7,11,6,5,6,7,4,3. Adjunk maximum
likelihood becslést p-re! A feladatot az is szamolja rendesen végig, aki tudja, hogy mi fog kijonni.

Egy (esetleg) hamis dobokockan a 6-os valoszintisége valami ismeretlen p € (0; 1), az 6sszes tobbi

A UV . 1 2 . . . A .
szam valoszintisége pedig azonos, —P. A kockdval 10-szer dobva mintat vettiink az eloszlasbol,

és azt kaptuk, hogy 5;6;4;3;4;6;3;1;6; 3. Adjunk maximum likelihood becslést p értékére.

Mintat vettiink egy X normalis eloszlasi valoszintiségi valtozobol, melynek varhato értéke ismert:
m = 1000, de szorasa ismeretlen. Azt kaptuk, hogy 997, 1002, 998, 1003, 996, 1001, 998, 1004,
1005. Adjunk maximum likelihood becslést az eloszlas szoraséra.
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10.

10.1

10.2

10.3

10.4

10.5

10.6

Statisztikai probak

Egy mitiszer hossziisagot mér pm-ben. A mérés hibajarol tudjuk, hogy normalis eloszlasi:
hiba ~ N'(m, 0?), s6t a szorasnégyzet is ismert: o2 = 2. A gyarto pedig azt allitja, hogy m = 0.
Ennek ellen6rzésére 6 probamérést végeztiink pontosan ismert hossziisidgokon, és a kovetkezG
hibakat kaptuk (um-ben): 0.5; 0.7; —0.9; —0.4; 0.01; 1.1. Dontsiink 99%-os konfidenciaszinten
(vagyis € = 0.01) arrél a hipotézisrsl, hogy a gyarto igazat allit.

Az 1 kg-os kiszerelésii savanyu kdposzta csomagolasa soran a zacskoba keriilg kaposzta tomege
(amit gramm-ban mériink) normalis eloszlast valosziniségi valtozo, melynek varhato értékét és
szorasat nem ismerjiik. A gyarto persze azt allitja, hogy a varhato érték legalabb 1000. Ennek
ellenGrzésére mintat vettiink a kaposztas zacskokbol, és a kovetkez tomegeket mértiik: 1005;
1004; 1002; 998; 1004; 999. Dontsiink 90%-o0s szinten arrol, hogy a gyarto allitasa igaz-e.

Két nagy elektromos ellenéllasrol szeretnénk eldonteni, hogy melyik a nagyobb. Sajnos az ellen-
allast mérni csak hibaval terhelten tudjuk: a mitiszeriink altal mutatott érték egy valdsziniiségi
valtozo, aminek a varhato értéke a tényleges ellendllas, a szorasa pedig 8M (2. Ezért aztan
mindkét ellenéllason tobb mérést is végeztiink, és a kovetkezs értékeket kaptuk (MQ-ban).

A ellenallds | 758 | 772 | 745 | 765 | 764 | 747 | 764 | 751 | 765

B ellenéllas | 753 | 764 | 758 | 764 | 772 | 767 | | |
Dontsiink 99%-os szinten arrol a hipotézisrdl, hogy az A ellenéllas legalabb akkora, mint a B.

Segitség: Az A ellenéllashoz tartozo adatsor atlaga 759, korrigalt tapasztalati szordasnégyzete
87. A B ellenéllashoz tartoz6 adatsor atlaga 763, korrigalt tapasztalati szorasnégyzete 44.8.

Két nagy elektromos ellenéllasrol szeretnénk eldonteni, hogy melyik a nagyobb. Sajnos az ellen-
allast mérni csak hibaval terhelten tudjuk: a mitiszeriink altal mutatott érték egy valdszintiségi
valtozo, aminek a varhato értéke a tényleges ellendllas, a szérasa pedig ismeretlen (de minden
mérésnél azonos). Ezért aztan mindkét ellendllason tébb mérést is végeztiink, és a kovetkezd
értékeket kaptuk (MQ-ban).

A ellendllas | 758 | 772 | 745 | 765 | 764 | 747 | 764 | 751 | 765
B ellenallas | 753 | 764 | 758 | 764 | 772 | 767 | | |

Dontsiink 99%-os szinten arrol a hipotézisrdl, hogy az A ellenallas legalabb akkora, mint a B.

Segitség: Az A ellenallashoz tartozo adatsor atlaga 759, korrigélt tapasztalati szorasnégyzete
87. A B ellenéllashoz tartozo adatsor atlaga 763, korrigalt tapasztalati szorasnégyzete 44.8.

Egy hegy tengerszint feletti magassdgara vagyunk kivancsiak, de csak hibaval terhelten tudjuk
megmérni: a mérési eredmény normaélis eloszlast valoszintiségi valtozo, melynek varhato értéke
az (altalunk nem ismert) tényleges magassag, szorasa pedig 20 méter. Végrehajtottunk 10
egymastol fiiggetlen mérést, és a kovetkezd szamokat kaptuk (méterben): 7009, 7023, 6999,
6994, 6978, 7014, 6989, 6997, 7009, 6993.

Dontsiink 95%-os szinten arrol a hipotézisrdl, hogy a hegy legalabb 7000 méter magas.

Ha egy ember kitolt egy [Q-tesztet, az eredmény normalis eloszlasi valoszintiségi valtozd. Ennek
varhato értékét definicio szerint az illeté ember intelligencia-hdanyadosdnak nevezziik, szorasa
pedig 3. Adam és Eva is kitoltott néhany fiiggetlen IQ-tesztet, egymastol is fiiggetleniil. Adam
pontszamai: 111, 108, 111, 112. Eva pontszamai: 114, 112, 114, 119, 113. Déntsiink 95%-os
szinten arrol a hipotézisrél, hogy Adam és Eva intelligencia-hanyadosa azonos.
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