Sztochasztika 2 félvizsga - megoldasok

Fels6bb matematika informatikusoknak — Sztochasztika
2016. december 20. 10:00. Munkaid6: 90 perc. Minden feladat 5 pontot ér.
1. Egy Galton-Watson elagazé folyamatban az egylépéses utodszam-eloszlas generatorfiiggvénye g(z) = e
Mennyi a kihalas valoszintisége?

Megoldas: ¢'(z) = 62771%, igy az egylépéses utodszam-eloszlas varhato értéke m = ¢/(1) = 1. Vagyis

m < 1, a folyamat szubkritikus, ezért a kihalas valoszintisége 1.

2. Egy kis telefonkdzpontba a hivasok Poisson folyamat szerint érkeznek, percenként atlagosan 2. Adjunk
nagy eltérés becslést annak valoszintiségére, hogy reggel 8 6ratol szamitva a 400-adik hivasra kevesebb,
mint 2,5 o6rat kell varni.

(Segitség: a A paramétertd exponencidlis eloszldis Cramér féle rdtafiggvénye
I(x) =X x—In(Az) =1 (haz>0).
A X\ paraméterd Poisson eloszlds Cramér féle ratafiigguénye

I(z) =zln(x/X\)—xz+ X (hax>0))

1. Megoldas: Legyen n = 400 és X1, Xo, ..., X, az egyes hivasok kozott eltelt id§ percben. A feladat
szerint ezek fiiggetlenek és azonos 2 paraméterti exponencialis eloszlasuak (mivel a varhato értékiik % Igy
S, = X1+ -+ X, a 400-adik hivas ideje, és a kérdés P(S,, < 150). Erre a Hoeffding-egyenlGtlenség
nem alkalmazhatd, mert az X-k nem korlatosak. Marad a Cramér tétel. Ehhez a kérdéses valoszintiséget
P(S, < 150) = P(2= € (0, 2]) = P(52 € (a, b]) alakba irjuk. Mivel EX}, = m = i-re b < m, a Cramér tétel

n
szerint (az exponencidlis eloszlas ratafiiggvényét hasznalva A = 2-vel)

IP’(& € (a,b]) S e MO = ¢ 1E) & 1507 9841077,
n

2. Megoldas: Vegyiik észre, hogy a hivasok Poisson folyamat szerint érkeznek, ezért az 1 perc alatt
érkezé hivasok szama Poisson eloszlasi A = 2 varhato értékkel, és az egyes percek fiiggetlenek. Igy ha
n=150¢és S, = X; +---+ X, a 2,5 ora alatt befutott hivasok szama, ahol X}, ~ Poi(2), akkor a kérdés
P(S,, > 400). Mivel % >m = EXj =2, a Cramér tétel szerint (a Poisson eloszlés ratafiiggvényét hasznalva
A = 2-vel)

Sn 8

P(S, > 400) = P(22 € |-

00)) S e B0TB) 71507 984 . 1077,
n 3 ~

3. Megoldas: Pontosan ugyanezt kapjuk akkor is, ha egybevessziik a 2,5 6ra alatt érkezd Osszes hivast:
a 150 perc alatt érkezé hivasok szama Poisson eloszlasti A = 300 varhaté értékkel. Igy alkalmazhatjuk a
Cramér tételt az S, = X, egytagu sszegre (n = 1), ahol X; ~ Poi(300), és a kérdés P(S,, > 400). Mivel
400 > m = EX; = 300, a Cramér tétel szerint (a Poisson eloszlas ratafiiggvényét hasznalva A = 300-zal)

P(S, > 400) = IP(i € [400, 00)) < e HH00) 5 o=15:07 5 9 84 . 1077,
n

3. Az abran lathato graf egy diszkrét idejd, id6ben homogén Markov lanc pozitiv valoszintségi egylépéses
atmeneteit mutatja. Osztalyozzuk az allapotokat aszerint, hogy melyik melyikkel érintkezik! Minden
osztalyrol allapitsuk megy, hogy



e zart-e vagy nyilt, \ /
e lényeges-e vagy lényegtelen, 3 /
e visszatérd-e vagy atmeneti, /
L)
e mennyi a periddusa. C
Megoldas:

osztaly | zartsdg | lényegesség | visszatérés periodus
{1} nyilt | lényegtelen | atmeneti | oo, vagy nincs

{2;3} nyilt | lényegtelen | Atmeneti 2

{4;5} zart lényeges visszatérd | 1, aperiodikus

Edemes megjegyezzni, hogy az {1} egy tisztességes egyelemii osztaly: énmagaval definicié szerint minden
allapot kommunkial, még akkor is, ha pozitiv lépésszamban nem lehet oda 6nmagabol (sem) visszajutni.
Maésképp mondva: az i «~ j relacié (,i kommunikal j-vel”) egy rendes ekvivalencia, és a belSle ad6do
osztalyozasnak az allapottér minden elemét le kell fedni. Az mas kérdés, hogy az {1} osztéaly periédusa
problémas: az lireshalmaz legnagyobb kozos osztdja, ami izlés szerint lehet oo, vagy nem definialt.

. Jancsi és Juliska randit beszélt meg a Kokojszi utca és a Boborjan utca keresztezddéséhez. Azt azonban
nem beszélték meg, hogy a négy sarok koziil melyiken talalkozzanak. Jancsi pontban 11 érakor érkezik az
északnyugati sarokhoz, majd keresni kezdi Juliskat. A négy gyalogos-lampa percenként egyszer, egyszerre
valt zoldre. Ilyenkor Jancsi i valoszintiséggel marad, ahol volt, i valoszintiséggel orajaras-iranyba megy at
a zebran, % valoszintiséggel pedig 6rajarassal ellentétes iranyban. Ekozben Juliska orakat késik, igy Jancsi
hosszasan bolyong a négy sarok kozott. Jelolje X,, Jancsi helyét (vagyis hogy melyik sarkon all) n perc
elteltével.

(a) Adjuk meg az X,, Markov lanc allapotterét és dtmenet-valosziniiség-matrixat.

(b) Mennyi a valoszintisége, hogy Jancsi két perc elteltével ugyanott van, mint a legelején?

()

(d) A magas hazak arnyékot vetnek a délkeleti és a délnyugati sarokra, az északkeleti és az északnyugati
sarok viszont napos. Hosszu tavon az idé hany szazalékat tolti Jancsi napon?

Egy ora elteltével megkozelit6leg mekkora valoszintiséggel taldljuk Jancsit a délkeleti sarkon?

Megoldas:

(a) Az allapottér legyeg S = 1,2,3,4, és szamozzuk a sarkokat az észanyugatitol kezdve, orajarasal
ellentétes iranyban. Igy az Atmenetmaétrix

1/4 1/2 0 1/4
1/4 1/4 1/2 0
0 1/4 1/4 1/2
1/2 0 1/4 1/4

P =

1/4
1/4 117 11 11 5
PHy=(1/4 1/2 0 1/4 =l 44 li==
(P = (/4 1/ Mo 117217127 16
1/2
amit persze ugy is el lehet mondani, hogy i . i valséggel marad végig ahol volt, % . i valséggel elmegy
6rairanyba aztan visszajon, i . % valséggel pedig forditva.



(c) Egy ora hosszi id6, kozelitsiink a stacionérius eloszlassal, vagyis oldjuk meg a (PT — )77 = 0 lineéris
egyenletrendszert. A transzponalas nagyon fontos. Az egyenletrendszer métrixos alakban, az
attekinthetGség kedvéért néggyel végigszorozva:

-3 1 0 210
2 =3 1 010
0 2 -3 110
10 2 =30

Innent6l

i.) Szabad megsejteni, hogy szimmetria-okbol a stacionérius eloszlas az egyenletes, aztén leellen-
Orizni, hogy a m; = 1y =3 = my = i tényleg kielégiti az egyenletrendszert, vagy
ii.) szabad megoldani az egyenletrendszert.

Mindenképpen arra jutunk, hogy m = (i i i i) A feladat kérdésére a valasz w3 = i.

(d) Legyen f:S — {0;1} a napon levés indikatorfiiggvénye, vagyis

1, ha x =1 vagy x = 4,
flx) =
0, ha nem.

Az ergodtétel szerint f(X,,) idatlaga hosszii tavon Y, o f(i) = m + m4 = 3.

5. Egy kisbolt parkolojaban 3 auténak van hely. A parkol6hoz Poisson-folyamat szerint érkeznek az autos
vevok, atlagosan 5 percenként. Ha a parkold tele van, akkor tovabbmennek, ha pedig van hely, akkor
leparkolnak és bemennek a boltba, ahol exponencidlis eloszlastu véletlen id6t toltenek el, 5 perc varhato
értékkel, egyméstol fiiggetleniil. Vasarlas utan azonnal autéba iilnek és elhajtanak. Kezdetben a parkolo
tires. Jelolje X; (t > 0) a parkoloban 1év6 autok szaméat ¢ perc elteltével.

(a) Modellezziik X;-t folytonos idejii Markov lanccal. Adjuk meg az allapotteret és az infinitezimalis
generatort. (Vigyazat: érdemes észnél lenni. Két bent 16v6 vevs egyike konnyebben elmegy, mint egy
vevl dnmaga.)

(b) Szamoljuk ki X; stacionérius eloszlasat.

(c) Hosszi id6 elteltével kozelitéleg mennyi a valosziniisége, hogy a parkolot iiresen talaljuk?

(d)

)

d

(e) A potencidlis autos vevsk hany %-at vesziti el a bolt amiatt, hogy kicsi a parkoldja?

Hosszi id6 atlagaban hany auto all a parkoloban?

Megoldas:
X; véges allapotterii sziiletési-halalozési folyamat. Az idét percben mérjiik, igy a felfelé ugras rataja (auto
jon) mindig %, hacsak nem tele van a parkolo, a lefele ugras ratéja (auté megy) pedig az i allapotbol i - %,
1=0,1,2,3.

(a) Az allapottér S = {0;1;2; 3}, a generator

~1/5 1/5 0 0
1/5 —2/5 1/5 0
0 2/5 -3/5 1/5
0 0 3/5 -3/5

G =

(b) A sziiletési-haldlozasi folyamat stacionérius eloszlasa a szomszédos allapotoknak olyan relativ sulyt
ad, ami reciproka az egymasba valo dtugrasok ratai aranyanak. Vagyis mg:my =1:1,m :m =2:1,
o i3 =3 : 1,. Osszesitve my:m :m w3 =6:6:3:1. Az aranysort lenormalva
6 6 3 1 ) _

W:(l_ﬁl_@‘l_ﬁ‘ﬁ



Persze ugyanez jon ki, ha megoldjuk az GTnT = ( egyenletrendszert (a transzponélas nagyon
fontos), vagyis azt, hogy (az atlathatosag kedvéeért 5-tel végigszorozva)

-1 1 0 010
1 =2 2 00
0 1 -3 310
0o 0 1 =30

Hosszu id6 elteltével a kiindulési allapottol fiiggetlentil a stacionarius eloszlassal kozelitiink: P(X; =

0] Xo=0)=m =3 =37.5%.

Az ergodtétel értelmében az idGatlag a staciondarius eloszlas szerinti varhato érték, vagyis

6 6 3 1 15
o =0- 1. —4+92. —4+3.—="20.94.
;’”T 61616016 16

(Ha valaki mindenaron az allapottéren értelmezett valos értéki fiiggvényre akarja az ergodtételt
alkalmazni, tekintse az f: S — R, f(i) = i fiiggvényt.)

A parkold az id§ 73 = 1—16—aban van tele, tehat az autosoknak pontosan azt az %—at azaz 6.25%-at
veszitjiik el, aki ezalatt jon. Mésképpen szamolva: percenként atlagosan % autos jon arra, de a
Markov lanc felfelé ugrasainak szama (vagyis a ténylegesen leparkolé autok szama) idéatlagban csak

moAo1 + T Arg + oAz = (T + T + ) - % = }—2 . %, vagyis az arra jaro autok 1—16—0da nem parkol le.



