Fels6bb Matematika Informatikusoknak — Sztochasztika
vazlatos jegyzet-vazlat a 2. részhez

Kivonat

Ez egy nagyon rovid véazlat sok hibaval, kovetkezetlenséggel és elirdssal. Egyel6re az elsd
harom témakor anyaga van benne. Nem koveti pontosan az eladason elhangzottakat, f6leg
nem azok sorrendjét. Cserébe remélhetleg tartalmazza a legfontosabb tudnivalokat. Nem
torekszem az ismereteket tokéletesen szétvalasztani definicidkra, tételekre és bizonyitasok-
ra. S&t, bizonyitasokat egyaltalan nem irok le. Szintén nem torekszem a felépités logikai
sorrendjének pontos betartiasara, igy elGfordul, hogy egy fogalmat hamarabb hasznalok,
mint ahogy definidlom. Ezért ez az iromany igazén matematikus lelkiiletd olvaséknak nem

ajanlott.
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1. Ismétlés

1.1. Nevezetes valoszintiségi valtozok

A valoszintiségi valtozo egy ,véletlen szam”, ami egy kisérlet kimenetelétdl fiigg (de altalaban
nem ad teljes informaciot a kisérlet kimenetelérsl). Matematikailag egy

X: Q=R

fliggvény, ahol ) a valoszintiségi mezd, vagyis egy kisérlet 6sszes lehetséges kimeneteleinek hal-
maza. Igy ha B C R, akkor

{XeB}={weQ: X(w)eB}CQ



egy esemény, vagyis a kisérlet azon lehetséges kimeneteleinek halmaza, amihez az X fiiggvény
B-beli értéket rendel. Igy értelemes a P(X € B) valosziniiségrol beszélni.

Legfontosabb jellemzGje az ,eloszlasa”, ami azt a ,tudast” jelenti, hogy milyen értékeket vehet
fel, és ezeket milyen valdszintiséggel veszi fel.

Ez az eloszlas altalaban jellemezhets az F' eloszldsfigguénnyel:

1. Definici6é. Az X waldsziniség vdltozo eloszldsfiigguénye az F : R — [0, 1], amit gy definid-
lunk, hogy minden x € R-re

F(z) =P(X <z) (az angol nyelvi irodalomban), vagy
F(z) =P(X <z) (az orosz, ill. régebbi magyar nyelvi tankinyvekben).
Tulajdonsagai:
e [" monoton novekvd

e lim F(z)=0

T—r—00

o lim F(x)=1

T—00
e F folytonos, kivéve az olyan = € R-ekben, amikre P(X = z) > 0.

A két definicio kozotti arnyalatnyi kiilonbségnek szamunkra nincs jelent&sége, mert csak annyi
mulik rajta, hogy ha egy = € R értéket az X val.valtozo pozitiv valoszintiséggel vesz fel (vagyis
P(X = z) > 0), és emiatt z-ben az F-nek ugrasa van, akkor ezen az z helyen az F balrol
folytonos lesz vagy jobbrol folytonos. Mi viszont az eloszlasfiiggvényt

e vagy csak folytonos eloszlasi val.valtozokra hasznaljuk, ahol szakadéasi pontok nincsenek,
vagyis F' tgyis (mindkét iranybol) folytonos, a két definicié megegyezik,

e vagy csak olyan pontokban nézziik, ahol folytonos (lasd gyenge konvergencia definicidja),
és ott mindegy.

Alkalmazésa: a,b € R, a < b-re
P(X € (a,b]) = F(b) — F(a) (az angol nyelvii irodalomban szokésos definicioval)

P(X € [a,b)) = F(b) — F(a) (a magyar nyelvii tankényvekben szokasos definicioval)
Ha X aboszolut folytonos, akkor tokmindegy:

P(X € [a,b)) = P(X € [a;b]) = P(X € (a,b)) = P(X € (a,b]) = F(b) — F(a)

Az eloszlasfiiggvény szép és jo, mert minden val.viltozo6 eloszlasa jellemezhet vele, de a vele
valo szamolas nehézkes. Ezért csak két specialis esettel foglalkozunk.

1.1.1. Nevezetes diszkrét valészintiségi valtozok

Ha az X val.valtozo csak véges, vagy megszdmlalhatoan végtelen sok értéket vehet fel, akkor az
eloszlas megadasa annyit jelent, hogy felsoroljuk a lehetséges értékeket:{xy, o, x3,...}, illetve
ezek valosziniiségeit: {pi1, pe, ps, ... . Vagyis p; = P(X = x;).

Tulajdonséagai: p; > 0és y . p; = 1.

2. Definici6. A fenti X wal.vdltozo vdarhato értéke
EX =) pi;
(ha létezik, vagyis ha ez a sor abszolut konvergens, esetleg £00).
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1. Tétel. Ha X a fenti diszkrét val.vdltozd, és g : R — R fiiggvény, akkor g(X) is diszkrét
val.vdltzo, és vdrhato értéke

E(g(X)) = Zp,g(x,)
(ha létezik).

Legfontosabb példa:

E(X?) = szxf

3. Definicié. FEgy X wval.vdltozo variancidja, avagy szordsnégyzete
VarX = D?’X := E((X — EX)?),
ha ez létezik.

Kiszamolésa:

Var(X) = E(X?) — (EX)*.

A legfontosabb példak mindegyikében p € (0, 1) paraméter (esetleg lehet p = 0 vagy p = 1),
és q := 1 — p csak egy jelolés.

Bernoulli eloszlas:

X Bernoulli eloszlast p paraméterrel, vagyis X ~ B(p), ha lehetséges értékei 0 és 1, valamint
P(X =0) =¢qés P(X =1) =p. Jelentése: X = 1, ha egy kisérlet sikeres, és X = 0, ha nem.
Erre érdemes tgy tekinteni, hogy X a sikeres kisérlet,ek” szama egyetlen probalkozasbol.

Tulajdonsagai:

E(B(p))=p . Var(B(p)) =pq

Binomialis eloszlas:
Legyen n € N. Azt mondjuk, hogy X binomiélis eloszlasu (n,p) paraméterrel, vagyis X ~
Bin(n,p), ha lehetséges értékei {0,1,2,...,n} és ezekre

P(X = k)= (Z) o,

A binomialis eloszlas képleténél sokkal fontosabb megjegyezni a jelentését: X a sikeres kisérletek
szama, ha n teljesen fiiggetlen kisérletet végziink, és a siker val.sége mindegyikre p. Mas szo6-
val, a binomialis eloszlas(i va.valtozo) fiiggetlen Bernoulli eloszlas(a val.valtozo)k osszege: Ha
£1,8,...,& ~ B(p) és teljesen fliggetlenek, valamint X = & + - - -+ &,, akkor X ~ Bin(n,p).
Tulajdonsagai:
E(Bin(n,p)) =np , Var(Bin(n,p)) = npq

Geometriai eloszlas: X (optimista) geometriai eloszlast p paraméterrel, vagyis X ~ Geom(p),
ha lehetséges értékei {1,2,3,...} és ezekre

P(X = k) = pg"".
Jelentése: X azt jeloli, hogy hanyadik lesz az elsd sikeres probéalkozas, ha teljesen fiiggetlen
kisérletek sorozatat végezziik, és a siker val.sége mindegyikre p. Tulajdonsagai:

1
E(Geom(p)) = =, Var(Geom(p)) pedig nekiink nem fontos.

p

Példa: Ha X azt jeloli, hogy hanyadik kisérletre sikeriil egy szabalyos dobokockaval 6-ost
dobni, akkor X ~ Geom(%), és nem meglepé moédon EX = 6.
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Pesszimista geometriai eloszlas: X pesszimista geometriai eloszlasi p paraméterrel, vagyis
X ~ PessGeom(p), ha lehetséges értékei {0,1,2,3,...} és ezekre

P(X = k) = pg".

Jelentése: X azt jeloli, hogy hany kudarc el6zi meg az elsd sikeres probéalkozast, ha teljesen
fiiggetlen kisérletek sorozatat végezziik, és a siker val.sége mindegyikre p. Tulajdonsagai:

1
E(PessGeom(p)) = - —1 , Var(PessGeom(p)) pedig nekiink nem fontos.

p

Példa: Ha X azt jeloli, hogy egy szabélyos dobdkockaval gurigazva az elsé 6-0s elGtt hanyszor

szomorkodunk, mert nem 6-os jott ki, akkor X ~ PessGeom(%), és nem meglepé moédon EX = 5.

Poisson eloszlas: Legyen A > 0 valés szam. Azt mondjuk, hogy X Poisson eloszlasi A\ para-
méterrel, vagyis X ~ Poi()), ha lehetséges értékei {0,1,2,...,n} és ezekre

A
k!

Jelentése: X a sikeres kisérletek szama, ha nagyon sok teljesen fiiggetlen kisérletet végziink, és
a siker val.sége mindegyikre nagyon kicsi, de sem a kisérletek n szamat, sem a siker p val.ségét
nem ismerjiik (vagy nem akarjuk kozvetleniil hasznalni), csak a ketté szorzatat (vagyis a varhato
értéket): X := np. Tulajdonsigai:

P(X=k)=e

E(Poi(A\)) =X , Var(Poi()\)) = A

A Poisson eloszlashoz tartozo mesébdl latszik, hogy a Poisson eloszlas valamilyen értelem-
ben hataresete a binomialisnak, amint n — oo, p — 0 és np — A. Léasd kés6bb, a ,gyenge
konvergencia” fejezetben.

1.1.2. Nevezetes abszolut folytonos valészintiségi valtozok

Egy X val.valtozot akkor neveziink abszolut folytonosnak, ha van neki egy f = R — R* stirti-
ségfiiggvénye, ami azt tudja, hogy minden [a,b] C R intervallumra

b
P(X € [a,b]) = /f(x) dz.

Ebben az esetben minden konkrét x € R-re kiilon-kiilon P(X = z) = 0, igy mindegy, hogy nyilt
vagy zart intervallumok valdszintiségeit nézziik.

Tulajdonségai: f(z) > 0¢és [T f(z)da = 1.

4. Definicié. A fenti X wal.vdltozo varhato értéke
EX = / xf(x)dz
(ha létezik, vagyis ha ez az improprius integrdl abszolut konvergens, esetleg £00).

2. Tétel. Ha X abszolut folytonos val.vdltozo és g : R — R fiigguény, akkor a g(X) val.vdltozo
varhato értéke

(ha létezik).



Legfontosabb példa:

o0

E(X?) = / 2% f () dx.

— 00

Egyenletes eloszlas: Legyen a és b valos szam, a < b. X egyenletes elszlast az [a, b] interval-
lumon, vagyis X ~ Uni(a,b) vagy X ~ E(a,b), ha siirtiségfiiggvénye

f(x):{ﬁ’ haa <z <b

0, ha nem.

A stirtiségfiiggvénynek az intervallum végpontjaiban felvett értékének nincs jelentGsége.
Tulajdonsagai:

a+b ,  (b—a)
5 . Var(Uni(a,b)) = D

E(Uni(a,b)) =

Exponencialis eloszlas: Legyen A > 0 valos paraméter. X exponenciélis eloszlédsi A paramé-
terrel, vagyis X ~ Exp()), ha stiriségfiiggvénye

Ae ™™ hax >0
f@) = {O, ha nem.
Momentumai: " )
E(Ezp(N) =~ , Var(Ezp()) =
A A2
Eloszlasfiiggvénye:

l1—e™ h
F(x):{ e, hax>0

0, ha nem.
Sokkal fontosabb tulajdonsag: oOrokifjasdg. Ha X exponencialis eloszlasu és s,¢ > 0

valos szamok, akkor
P(X >s+tX >s5)=P(X >1).

Ez azt jelenti, hogy ha egy kiityii élettartama exponencidlis elsozlasu val.valtozo, és a kiityi s
ideig még nem romlott el, akkor az élettartaméanak héatralévd része pont olyan eloszlési, mint
eredetileg volt. Vagyis a kiityii nem oregszik.

Normalis eloszlas:

5. Definicio. Az X wal.vdltozé standard normalis eloszlasia, vagyis X ~ N(0,1), ha siriség-
fiiggvénye

[¥]

1 z

p(r) = \/%6_7'

Tulajdonsagai: EN(0,1) =0, VarN(0,1) = 1.
Ennek eloszlasfiiggvénye a standard normadalis eloszlasfiigguény, vagyis

O(x) =P(X <z)= / o(z)dx

—00

Ez sajnos nem irhato fel elemi fiiggvényekkel, ezért numerikusan kell szamolni, vagy tabla-
zatbol kell kikeresni. A tablazatokban tobbnyire csak x > O-ra van benne, mivel

p(—r) =1-¢(x).



6. Definicid. Legyen m és o valds paraméter, o > 0. Az X wal.vdltozo normélis eloszlast m és
o? paraméterekkel, vagyis X ~ N(m,c?), ha siriségfiigguénye

1 (@=m)?
Fro2 () = e 20t

\V2Tmo

Tulajdonsagai:
e EN(m,0%) =m
e VarN (m,o?) = o?

vagyis a paramétereknek természetes jelentése van: m a varhato értéket, o a varianciat vagyis
szorasnégyzetet jeloli, igy o a szérds. Magyar nyelvii tankonyvekben néha el6fordul, hogy a
normélis eloszlds masodik paramétereként nem a szorasnégyzetet, hanem a szorast hasznaljak,
de nalunk a méasodik paraméter mindig a szérasnégyzet.

3. Tétel. A fenti N'(m,c?) eloszlds eloszldsfiigguénye

ﬂwww=®(x_m),

g

ahol ® a standard normdlis eloszldsfiiggvény.

Kovetkezmény: Ha X ~ N(m,0?), a < b € R, akkor

]P’(Xe[a,b])zcb(b_m) —@(a_m).
o o
4. Tétel. Ho X ~N(0,1), a,b €R, a#0 és Y = aX + b, akkor X ~ N(b,a?).

Megjegyzés: ha Y = aX ahol a € R, akkor VarY = a?VarX, vagyis DY = |a|DX akkor is,
ha a < 0.
Az el6z6 tétel mas szoval:

5. Tétel. HaY ~ N(m,o?), akkor *=" ~ N (0, 1).

1.2. Fiiggetlenség, feltételes valdszintiség
1.2.1. Feltételes valdsziniiség, teljes valdsziniiség tétel

7. Definicid. Legyenek A és B események (ugyanazon valdsziniségi mezdn), és legyen P(A) > 0.
Ekkor a B esemény feltételes valosziniisége az A felétel mellett

P(A és'B)
P(B|A) i= ————=
(BlA) = =5
8. Definicid. Legyen Q) valdsziniségi mezd (vagyis eqy kisérlet dsszes lehetséges kimeneteleinek
halmaza). Események eqy Ay, As, - - - C Q véges, vagy megszamldlhatéan végtelen rendszerét teljes

eseményrendszernek newvezziik, ha

o |, Ar = Q, vagyis az Ap-k kizil valamelyik biztosan bekivetkezik, és

o Vj £ kA, NA; =0, vagyis az Ay-k kizil semelyik kettd sem kovetkezik be egyszerre.

Mas szoval, az Ay, As, ... akkor és csak akkor teljes eseményrendszer, ha ezen események koziil
mindig pontosan egy kovetkezik be.

6. Tétel (Teljes valoszintiség tétel). Ha Ay, As, ... teljes eseményrendszer és B tetszdleges
esemény, akkor

P(B) = 3" P(ALP(BIAy).

A jobboldali dsszeget gy kell érteni, hogy ha valamelyik k-ra P(Ax) = 0, akkor a P(A,)P(B|Ax)
szorzat is nulla (bdr a mdsodik tényezdben a feltételes valdsziniség nincs definidlva).



1.2.2. Paronkénti és teljes fiiggetlenség

9. Definicid. Legyenek A és B események (ugyanazon valdsziniségi mezdn). A és B fiiggetle-
nek, ha
P(A és B) = P(A)P(B).

Megjegyzés: ha P(A) > 0, akkor A és B fiiggetlensége pontosan azt jelenti, hogy P(B|A) =
P(B), vagyis a B esemény bekovetkezési valoszintiségére nézve az A bekovetkeztébdl, mint felté-
telb6l semmi nem kovetkezik (A nem hordoz erre nézve informaciot). A fiiggetlenség definicioja
azonban ennél altalanosabb, és P(A) = 0 esetén is értelmes.

Két szélsoséges példa: Ha P(A) = 1 vagy P(A) = 0, akkor A minden eseménytdl fiiggetlen
(beleértve onmagat is). (Hat persze: ha egy esemény biztos, akkor a bekovetkezésébdl semmilyen
kovetkeztetést nem lehet levonni. Ha meg lehetetlen, akkor se, mert tgyse fog bekovetkezni.)

Legyen [ tetszéleges indexhalmaz (lehet véges, megszamlalhatoan végtelen, kontinuum sza-
mossagi, vagy akar annal is nagyobb), és legyen minden i € I-re A; egy esemény (ugyanazon
valoszintiségi mezdn).

10. Definici6. Az {A;}icr események paronként fiiggetlenek, ha Vi,j € I, @ # j-re A; és A,
fiiggetlenek, vagyis
VZ,j € [, ) 7£ j—re]P’(Al-Aj) = P(Al)]P)(AJ)

11. Definici6. Az {A;}ic; események teljesen fiiggetlenek, ha minden K C I véges részhalmaz-

: P (ﬂ Ak> = [ P4

keK keK

Nyilvanvalo, hogy a teljes fiiggetlenségbdl kovetkezik a paronkénti fiiggetlenség. Forditva
ez nem igaz. Tekintsiik pl. azt a kisérletet, hogy kétszer feldobunk egy szabdalyos érmét, és a
kovetkezG eseményeket:

e Ay :={az els6 dobas eredménye fej}
e A, := {a masodik dobés eredménye fej}
e A3 := {a két dobas eredménye azonos}
HF ellendrizni, hogy {A;, A, A3} paronként fiiggetlenek, de nem teljesen fiiggetlenek.

12. Definici6. Legyenek X és Y wvaldsziniségi vdltozok (ugyanazon valdsziniségi mezén). X és
Y fiiggetlenek, ha tetszdleges By, By C R halmazokra az {X € By} és {Y € By} események
fiiggetlenek.

Diszkrét val.valtozokra ez azt jelenti, hogy minden z,y € R — re
PX =2Y =y)=P(X =2)P(Y =y).

Folytoson val.valtozokra pedig azt jelenti, hogy az X és Y egyiittes stirtiségfiiggvénye (amit most
nem definialok)

f@,y) = fx(@)fy(y)

alaku.

13. Definici6. Legyenek Xy, Xs, ... waldsziniségi vdltozok (ugyanazon valdszinidségi mezdn).
Ezek az Xy-k teljesen fiiggetlenek, ha tetszdleges By, Ba, - - - C R halmazokra az Ay, :== { Xy € By}
események teljesen fiiggetlenek.

Val.valtozok egy rendszerének paronkénti fiiggetlensége hasonl6an definidlhato, de nekiink a
teljes fliggetlenség a fontos.



1.2.3. Val6szintiségi valtozok Osszegének és szorzatanak varhaté értéke, az Osszeg
szOrasa

7. Tétel. Legyen X1, Xo,... val.vdltozok véges vagy megszamldlhato sorozata. Ekkor
EXi+Xo+...)=EX; +EX, + ...
(ha a jobb oldal létezik).

Hangstulyozom, hogy a fenti tétel tetszdleges val.valtozokra igaz, és semmiféle fiiggetlenséget nem
kell feltenni.

8. Tétel. Legyenek X ésY fiiggetlen valdsziniségi viltozok. Ekkor E(X -Y) = EX - EY (ha
mindkét oldal létezik).

Kovetkezmény:
9. Tétel. Legyenek X és 'Y fiiggetlen valosziniségi viltozok. Ekkor
Var(X +Y) = VarX + VarY,

vagyis

D(X +Y) = VDX + D%.

Nagyon fontos, hogy fiiggetlen val.valtozoknak a szorasnégyzete adodik Ossze, és nem pedig
a szorasa.
Ennek altalanositasa a kovetkezs:

10. Tétel. Legyen Xy, Xs,... wval.vdltozok véges vagy megszamldlhato sorozata. Ha az Xj-k

teljesen fiiggetlenek, akkor
Var (Z Xk> = VarX,,
k k

(Ex) e

Mondanom se kell, hogy ebben a tételben a teljes fiiggetlenség, mint feltétel, kulcsfontossagu.

vagyis

2. Kiegészitések az ismétléshez

2.1. Teljes varhato6 érték tétel

Ha X valoszintiségi valtozo, A pedig esemény és P(A) > 0, akkor természetes modon definialhatd
X feltételes eloszldsa az A feltétel mellett, igy mint az az informéacio, hogy X az 6 lehetséges
értékeit milyen feltételes valosziniségekkel veszi fel. Diszkrét X esetén ez a

valoszintiségek ismeretét jelenti. Abszolut folytoson esetben pedig gondolhatunk egy f(x|A)
feltételes siirtiségfiiggvényre, amit az definial, hogy minden a < b € R-re

P(X € [a,b)|A) = /f(x|A) dz.

Ezek segitségével értelmes beszélni az X val.valtozo feltételes vdrhato értékérdl az A feltétel
mellett:



o diszkrét esetben E(X|A) := )", 2xP(X = x4]A)
e absz.folytoson esetben E(X|A) := [7 xf(z|A)dz.

11. Tétel (Teljes varhato érték tétel). Legyen X wval.vdltozo és Ay, As, ... teljes esemény-
rendszer. Ekkor

EX =) P(A,)E(X|A)

(ha a jobb oldal létezik).

A jobboldali 6sszeget ugy kell érteni, hogy ha valamelyik k-ra P(Ay) = 0, akkor a P(A)E(X|Ax)
szorzat is nulla (bar a masodik tényezében a feltételes varhato érték nincs definidlva).

2.2. Poisson folyamat

Ez a fejezet a Poisson és az exponencidlis eloszlas k6z6tti meghitt j6 viszonyrdl szol.

Moricka egy augusztusi éjszakan a hullocsillagokat nézi. Tizpercenként atlagosan egyet sikeriil
megcsodélnia. Minden [t1,t,] idintevallumra jelolje Xp, 4,1 az ezen idGszakban latott hullocsilla-
gok (véletlen) szamét. Az id6t mérjiik percben, igy A = {5 az id6egységenként, atlagosan latott
hulloesillagok szama (mert ,tizpercenként egy” az annyi mint ,percenként %0”.

Rogzitett ¢ és ty mellett Xy, 4,-t kézenfekvs Poisson eloszlassal modellezni, hiszen nagyon
sok meteoroid probélkozik azzal, hogy pont ez id6 alatt, és pont Moéricka orra el6tt égjen el a
légkorben, de ez minden meteornak kiilon-kiilon csak nagyon kis val.séggel sikeriil. X|;, ;,) pedig
a sikeres probalkozok szama. Ennek varhato értéke (to — 1) - A, persze annal nagyobb, minél

hosszabb intervallumrol van szo. vagyis
X[t1,t2] A POZ((tQ - tl))\)

Ha nem csak egy rogzitett [tq,1s] idGintervallumban nézziik a hullocsillagok szaméat, ha-
nem folyamatdban akarjuk latni az egymast koveté megfigyelések idépontjait, akkor a Poisson-
folyamathoz jutunk.

Jelolések:

e Legyenek oy,09,03,... az egyméast kovets hullocsillagok megfigyelési idGpontjai, a ¢t = 0
id6ponttol kezdve.

e Legyen 7 = 01, T = 09 — 01, T3 = 03 — 09, ..., Tn = Op — On_1, Vagyis 7, azt jeloli, hogy
mennyit kell még varni az n-edik hull6csillagra az n — 1-edik utéan.

e 0 <t < srelegyen Xy = #{k : op € [t,s]}, vagyis a [t,s]| id6szakban megfigyelt
hull6csillagok szama.

12. Tétel. A kovetkezd két dllitds ekvivalens:

a.) Ti,T9, T3, ... teljesen figgetlenek és azonos exponencidlis eloszldsiak N paraméterrel: 1), ~

Exp())

b.) Mindent < s-re Xy ~ Poi((s —t)A), tovabbd ha a [ti, s1], [te, s2], . .. [tn, sn] intervallumok
diszjunktak, akkor az Xy, 511, X(ta,sols - - > Xtn,sn] val.vdltozok teljesen fiiggetlenek.

14. Definici6. A fenti tulajdonsdgi rendszerben a t — Xo, véletlen fiigguényt X intenzitdsi
Poisson folyamatnak nevezziik. A {o1,09,...} véletlen ponthalmazt pedig A intenzitdsi Poisson
pontfolyamatnak nevezziik.



2.3. Az exponencilis eloszlas ratajarol

Itt érdemes megemlékezni az exponencidlis eloszlas paraméterének intuitiv jelentésérsl: Ha 7 ~
Exp(\), varakozasi id6, akkor kicsi At-re a definicié miatt

P(r < At) = \At,

és az orokifjisag miatt
P(r <t -+ At|r > t) = \AL.
Vagyis ha egy exponencidlis eloszlast varakozasi id§ leteltére varunk, és az id6 még nem jott
el, akkor a kovetkezd rovid At id6 alatt valo eljovetel valosziniisége persze At-vel arényos, az
aranyossagi tényezdé pedig éppen a A paraméter.
Ezért nevezziik az Fxp()\) eloszlas A paraméterét az exponencialis eloszlas ratdjanak.

3. Val.valtozok sorozatainak konvergenciija

15. Definici6 (Erés konvergencia). Legyenek X és Xy, Xo, ... val.vdltozok ugyanazon az )
valdsziniségi mezdn. Azt mondjuk, hogy X, majdnem biztosan konvergdl X-hez, avagy X, 1
valoszintiséggel konvergal X -hez, avagy erGsen konvergal X -hez, ha

P({X, — X}) = L.

Jelolése:
X, ™ x

Ebben a definicioban {X,, — X} azt az eseményt jelenti, hogy az X, véletlen szamsorozat tart
az X véletlen szamhoz, vagyis

{X, > X} ={we: X,(w) = X(w)}.

Ebben rogzitett w € Q-ra X,,(w) mar egyszert valés szaimsorozat, X (w) pedig valos szam, igy a
konvergencia a régi analizis-beli szamsorozat-konvergencia.

16. Definici6 (Gyenge konvergencia 1). Legyenek X és X1, Xo, ... val.vdltozok, nem feltét-
len egyazon valosziniiségi mezdn. Legyen X eloszlasfigguénye F, illetve X,, eloszldsfigguénye F,,.
Azt modjuk, hogy X,, gyengén konvergal X -hez, avagy eloszlasban konvergal X -hez, ha

teljesiil minden olyan x € R-re, ahol F' folytonos.
Jelilése:
X,= X

A yal.valtozok gyenge konvergencidja’ elnevezés kicsit félrevezets, mert ez a konvergencia
lathatoan csak az eloszlasok tulajdonsaga. Ahhoz, hogy értelmes legyen rola beszélni, nem
hogy kozos val-ségi mez6 nem sziikséges, amin az X,,-ek és az X élnek, de még csak val.valtozokra
sincs sziikség: elég, ha megadjuk az eloszlasukat. Mondunk pl. olyat, hogy ,val.viltozok egy
sorozata gyengén konvergal egy eloszlashoz’, vagy hogy ,eloszlasok egy sorozata konvegal egy
hatareloszlashoz” Ezt mindenki értse jol - a pontos szohasznalati definiciokat nem irom ide.

A gyenge konvergencia fenti definicidja ekvivalens az alabbival:

17. Definici6 (Gyenge konvergencia 2). Legyenek X és X1, Xo, ... val.vdltozok, nem feltét-
len egyazon valdsziniségi mezdén. Azt modjuk, hogy X,, gyengén konvergal X -hez, avagy elosz-
lasban konvergal X-hez, ha minden g : R — R korldtos és folytonos prébafiigguényre

Eg(X,) — Eg(X).
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Mivel g korlatos és folytonos, ezek a varhatd értékek mindig léteznek és végesek. Rogzitett g
mellett Eg(X,,) valos szamsorozat, Eg(X) pedig valos szam.

13. Tétel. Ha X, ™Y X, akkor X,, = X.

Ennek megforditasa olyannyira nem igaz, hogy sokszor, amikor X,, = X, erGs konvergenciarol
nincs is értelme beszélni, mert nincs kozos valoszintiségi mezo.

3.1. Nagy szamok torvényei

Ebben a fejezetben legyen Xi, X5,... teljesen fiiggetlen és azonos eloszlast val.valtozok

sorozata, és legyen

n n

koziiliik az els6 n-nek az atlaga. A nagy szamok torvényei azt mondjak, hogy % bizonyos
feltételek mellett, bizonyos értelemben tart az X;-k kozos varhato értékéhez.

3.1.1. Markov és Csebisev egyenlGtlenség

Az alabbi két tétel nagyon egyszerti, hasznos és univerzalis eszkoz val.valtozokkal kapcsolatos
valoszintiségek becslésére

14. Tétel (Markov egyenlétlenség). Legyen X nemmnegativ val.vdltozd, ést € RY, Ekkor
EX
P(X >1t) < e
15. Tétel (Csebisev egyenlGtlenség). Legyen X wval.vdltozo, aminek vdrhato értéke létezik:

m=EX e€R. Ekkort € RT-ra

VarX

B(|X —m| >#) £ —

3.1.2. Nagy szamok gyenge torvénye

A gyenge konvergencia definicidja atirhato kicsit egyszertibbre abban a specialis esetben, amikor
a hatarérték val.valtozo konstans, vagyis egy determinisztikus szam:

1. Lemma. Legyenek Y, Ys, ... val.vdltozok, és legyen Y = c¢ determinisztikus. Y,, = ¢ akkor
és csak akkor, ha minden € > 0-ra

P(|Y, —¢c|>e) =0
amint n — o0.

A val.valtozok Gsszegének varhato értékérdl és szordsnégyzetérdl szolo tételek azonnali kévet-
kezménye, hogy

2. Lemma. Ha X, X,,..., X, teljesen fiiggetlenek és azonos eloszlisuak, m = EX, € R a
kézos vdrhato értékiik, o> = VarX, a kizis szordsnéqyzetiik és S, = X1 + Xo + --- + X,,, akkor

S

n
E—=m
n
€s )
S, o
Var—= = —.
n n
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A fenti két lemmabol és a Csebisev egyenlGtlenséghdl kijon a nagy szamok gyenge torvényének
konnyebbik valtozata:

16. Tétel (Nagy szamok gyenge torvénye, véges szorasu eset). Legyen Xi, Xo,... tel-
jesen fiiggetlen €s azonos eloszldsi val.vdltozok sorozata, m = EX;, € R a kizds vdarhato
értékiik és o> = VarXy a kézis szordsnégyzetiik. Legyen S, = X, + --- + X,,. Tegyiik fel

tovdbbd, hogy 0* < co. Ekkor
S,

= =m.
n

Késébb, sokkal ergsebb eszkozokkel (lasd karakterisztikus fiiggvény modszer), be fogjuk latni
az altalanos esetet:

17. Tétel (Nagy szamok gyenge torvénye, altalanos eset). Legyen Xi, Xs,... teljesen
fliggetlen €s azonos eloszldsu val.viltozok sorozata, m = EX; € R a kézés vdrhato érté-
kiik. Legyen S, = X; + ---+ X,,. Ekkor

n

— = m.
n

Lényegesen nehezebben belathatd az erGs torvény, amit csak kinyilatkoztatok:

18. Tétel (Nagy szamok erds torvénye). Legyen X1, Xs, ... pdronként fiiggetlen és azo-
nos eloszldsu wval.vdltozok sorozata, m = EX, € R a kizds vdrhato értékik. Legyen

S, =X, +---+X,. Ekkor

Sn m.b.
Zn g
n

3.2. Karakterisztikus fiiggvény modszer

3.2.1. Definici6, tulajdonsagok

18. Definicié. Az X wval.vdltozo karakterisztikus fligguénye a Wr — C fligguény, amit gy defi-
nidlunk, hogy
Ux(t) :=E (™).

Itt i = \/—1 a komplex eqyséqqyik.

A karakterisztikus fiiggvény mindig létezik minden t € R-re

Elemi tuladonsagok:

1.) A karakterisztikus fiiggvény igazabol az eloszlds tulajdonsaga: a val.valtozotol csak annak
eloszlasan keresztiil fiigg.

2.) A karakterisztikus fliggvény tényleg karakterizalja az eloszlast, vagyis ha az X és Y
val.valtozok karakterisztikus fiiggvénye azonos, akkor ¢k azonos eloszlasiak.

3.) ¥x(0) =1 és 1, folytonos R-en.
4.) ha ¢ € R, akkor Wx . (t) = W x ().
5.) ha ¢ € R, akkor W.x(t) = Wx(ct).
Kiszamolésa:
o Ha X diszkrét és p, = P(X = xy,) az eloszlasa, akkor Wy (t) = >, pre™*.

e Ha X abszolut folytonos és stirtiségfiiggvénye f, akkor Wy (t) = 7 f(z)e'™ du.
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Az alabbi tételek mind egy-egy rettentGen fontos tulajdonsagrol szolnak:

19. Tétel (Karakterisztikus fiiggvény és varhato érték). Ha EX [étezik és véges, akkor
Uy folytonosan differencidlhato és W'y (0) = iEX.

20. Tétel (Karakterisztikus fiiggvény és magasabb momentumok). Legyen k € N. Ha
E(X*) létezik és véges, akkor Wy k-szor folytonosan differencidlhatd és a k-adik derivdlt a nulla
helyen U (0) = FEXF,

21. Tétel (Karakterisztikus fiiggvény és konvolacid). Ha X és Y figgetlenek, akkor
Uxiy(t) = Vx(t) Uy (t).

Kovetkezmény: ha X1, Xo, ..., X, figgetlenek és azonos eloszldsuak, tovdbbd S,, = X1+ - -+ X,
akkor

Vs, () = (Ux(1)"

A legfontosabb tulajdonsag viszont az, hogy a karakterisztikus fiiggvények konvergenciaja
ekvivalens a gyenge konvergenciaval:

22. Tétel (Folytonossagi tétel). Legyenek X valamint X1, X, ... val.vdltozok, melyek karak-
terisztikus fligguényei W illetve W1, Vo, . ... Ezekkel a jelolésekkel X,, = X akkor és csak akkor,
ha V,, — U pontonként, vagyis minden t € R-re W, (t) — V¥(¢).

3.2.2. Nevezetes eloszlasok karakterisztikus fiiggvénye
e Ha X ~ B(p), akkor Ux(t) = q + pe”

e Ha X ~ Bin(n,p), akkor Wx(t) = (g + pe)"

e Ha X ~ Geom(p), akkor Ux (t) = pe”

T 1—gett

e Ha X ~ PesszGeom(p), akkor W (t) =

—p T
1—ge®t

e Ha X ~ Poi()\), akkor Wy (t) = e =D

e Ha X ~ Uni(a,b), akkor Wx(t) = &=t

e Ha X ~ Exzp()), akkor Uy (t) = 2=

+2

e Ha X ~ N(0,1), akkor Ux(t) =e =

0'2t

e Ha X ~ N(m,c?), akkor Ux(t) = e¢'™me"2

2

3.2.3. Nagy szamok gyenge torvénye, tjra

A folytonosségi tételbdl — felhasznalva a karakterisztikus fiiggvény kapcsolatat a konvolicioval
és a varhato értékkel, gyakorlas képpen kijon a nagy szamok gyenge torvénye altalanos esetének
bizonyitasa (amit most nem irok le):

23. Tétel (Nagy szamok gyenge torvénye, altalanos eset). Legyen X, X,,... teljesen
fliggetlen €s azonos eloszldsu val.viltozok sorozata, m = EX; € R a kézés vdrhato érté-
kiik. Legyen S, = X1+ ---+ X,,. FEkkor

Sn

— = m.
n
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3.2.4. Centralis hatareloszlas tétel
A fenti gyakorlas utan, lényegében ugyanazt a szamolast megismételve kijon a fejezet fénypontja:
24. Tétel (Centralis hatareloszlas tétel). Legyen X1, Xs,... teljesen fiiggetlen és azo-

nos eloszldsi val.vdltozok sorozata, m = EX;, € R a kizds vdrhato értékiik és o> = VarX;, a
kézis szordasnégyzetiik. Tegyiik fel, hogy o? < co. Legyen Sy, = X, + -+ + X,,. Ekkor

S, —nm

NG = N(0,1).

c stz

a tétel feltételei mellett, minden rogzitett x € R — re

P(ﬁigﬂgx)%¢@)

amint n — oo, ahol ¥ a standard normaélis eloszléasfiiggvény.

Alkalmazasa: ha X, X,, ..., X, fliggetlen azonos eloszlastiak m varhato értékkel és o szorassal

és S, az Osszegiik, akkor
h— _
p@;emﬂ)z@( m)_¢(“ m).

o o

Hogy a kozelités milyen [a, b]-re és milyen n-re mennyire jo, az méas kérdés.
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