Bevezetés az algebraba 2 11. feladatsor 2024. aprilis 29.

. Egy 10 x 10-es A mdtriz sajdatértékei Ay = 1, Ao = 2 Az A — A\ I hatvanyainak rangja
rendre 8,6,5,4,4. Az A — Aol hatvanyainak rangja rendre 7,6,6. Irjuk fel A Jordan-féle
normdlalakjdt!

Megoldds: Irjuk fel egy tablazatba a rangok sorozatit (a nulladik hatvannyal, tehat

az egységmatrixszal kezdve). Ekkor a masodik differenciasorozat adja meg az adott
sajatértékhez tartozo adott méretl Jordan-blokkok szamat.

ko 1 2 3 4 5
r(A-DF10 8 6 5 4 4
dy, 2 2 1 1 0
ng 0 1 0 1

k o 1 2 3
r((A—20*10 7 6 6
dy, 3 1 0
ng 2 1

Tehat a Jordan-alakban egy 4 x 4-es és egy 2 x 2-es 1-blokk, és egy 2 x 2-es és két 1 x 1-es
2-blokk van. Azaz j(A) = diag(Jl, JQ, Jg, J4, J5), ahol

0

1 1 2 1
Ji = S HH T A

OO O =
O O = =
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L. . R . L. .. 4
Van-e az A mdtriznak 1-dimenzids, illetve 2-dimenzids invaridns altere R™-ben?

11 -1 0
11 -1 2
A= 4 3 -2 2
1 0 0 0

Megolddas: Ha U = span(u) egydimenzi6s invarians altér, akkor Au € span(u), azaz
Au = Au valamely A € R-re (és forditva, minden sajatvektor invarians alteret general).
Viszont A karakterisztikus polinomja k(x) =

=z -1 0 1 1 0 l—z 1 —1
1 1—z -1 9
4 3 o_ . 9 |T~ 1—=x -1 2| —z| 1 1—2z -1 | =
h i 0 - 3 92—z 2 4 3 92—z

—(-2-6+4+22+2-22)—w(-23+3xr—-2—-4-3+4—4drx+2+x+3—3x) =
2 —z(—x3 - 3x) = 2t + 32% + 2 = (22 + 1)(2? + 2), tehat A-nak nincs valos sajatértéke,
igy nincs egydimenzioés invarians altere R*-ben.

Mivel k4(z) minden C-beli gyoke egyszeres, A-nak mint komplex maéatrixnak a
minimélpolinomja is (z? + 1)(2? + 2). De akkor az R|x]-beli minimalpolinomja sem lehet
kisebb fokt. Ez azt jelenti, hogy ka(A) = (A? + I)(A? + 2I) = O, viszont A? + 21 nem
nulla, ezért A2 + I nem lehet invertalhat6. Keressiik meg A% + I magjat!

1 -1 0 0 11 00 110 0
, o 0o 0o 00 -2 2 00 1 -1
AHI=17 17 997100 11" ]looo0 o

11 -1 1 00 00 000 0
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Tehat Ker(A42 + I) a 2-dimenziés span((—1,1,0,0),(0,0,1,1)) altér, és tudjuk, hogy A
tetszdleges polinomjanak magtere, tehéat ez is, A-invarians.
Masképp: keressiink egy sajatvektort C*-ben! A sajatértékek 44, +2i.

1—14 1 -1 0 1 0 0 —1
_— 1 1—1 -1 2 0 1 —1 141
A-il=1y 3 a i 2| 7lo 1-i -1 24
1 0 0 —1i 0 3 —2—i 244
1 0 0 —1 1 00 —i
01 -1 141 0 1 0 )
0 0 —2 1 0 0 1 -1
0 0 1—¢ —1+42 0 0 O 0
Egy sajatvektor v = (i, —i,1,1), tehat Av = iv, igy ARev +iAIlmv = Av = i(Rev +
iImv) = —Imv + iRev, s mivel A valos méatrix, ebb6l ARev = —Imv és Almv =

Re v kovetkezik, tehat U = span(Rev,Imv) = span((0,0,1,1),(1,—1,0,0)) kétdimenzios
invarians altér.

. Bizonyitsuk be, hogy ha A,B € K"*"-re AB = BA, akkor A minden sajdtaltere B-
muartans.

Megoldds: Legyen V) < K™ az A M\-hoz tartozo sajataltere. Ha v € Vy, akkor A(Bv) =
(AB)v = (BA)v = B(Av) = BAv = A(BvV), tehat Bv € V).

. Hatdrozzuk meg az aldbbi mdtrizok Jordan-féle normdlalakjdt, és adjuk meg egy Jordan-
bazisat! )

3 0

A=

O = O =
OO W W
S Ww o O

1
0 2
0 0
0 0

oS O O

0
3
3

Megoldds: ka(z) = (z —2)*(x — 1
r(A—2I)=3=dimVa =4—-3=1= J(A)-ban egy 2-blokk van, és igy ez 2 x 2-es.
r(A—I)=2=dimV; =4—-2=2 = J(A)-ban két 1-blokk van, és igy ezek 1 x l-esek.
Tehat

2 1.0 0
0 20 0
JA=19 0 1 0
00 0 1

A X = 2-hoz egyetlen 2 hosszusagt Jordan-lancot kell keresniink, mert egyetlen 2 x 2-
es Jordan-blokk van. Elészor (A — AI)* magterének, K;-nek a bazisat kell megtalalnunk
(most ¢ = 1,2-re). Aztan az ¢ csokkend rendjében (az alabbiakban jobbrol balra) a K
bazisabol a jobbrol érkezé Jordan-lancok K;-beli elemei és a K; 1 baziselemei altal generalt
altérhez kiegészits baziselemeket valasztani (ezt bonyolultabb esetben Gauss-eliminacioval
végezhetnénk).

A K; magtér meghatérozasahoz (A — A\I)? redukalt 1épcsds alakjara van sziikségiink: L;.
Ezutan az (A — M) redukaldsahoz elég az L;(A — AI) alakbol kiindulnunk, mert ha
L; = P(A—\I)" valamely invertalhato P-re, akkor az L;(A—\I) = P(A—XI)**! méatrixot
is megkaphatjuk az (A — AI)**! matrixbol ugyanazokkal az elemi sormiiveletekkel. Az
egyenletrendszerbdl kihagyhatjuk a 0 sorokat, s mivel ezek a jobbrol szorzésnal tovabbra
is 0 sorokba mennének, ez nem valtoztat a késébbi egyenletrendszerek megoldasan. (A
Jordan-lancok elGallitdsdhoz nem kell elére meghatarozni a Jordan-normalalakot: addig
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folytatjuk a hatvanyozast, amig még csokken a matrix rangja, vagy egyszeriibben, amig a
magtér dimenzidja, azaz n—(a rang) el nem éri a A algebrai multiplicitasat.

0 1 1 0
00 0 © 0100.@4_21)0000{00 o}
A—2I= =0 0 1 0 — |0 0 -1 0|~
00 -l 0001 00 0 -1 0001
0 0 0 -1
1 1 0
0 0 1
K : 0 Ky : ol lo
L0 0 0
Jordan-lanc(ok) A = 2-hoz:
[17 0
bi= |, (420 b=,
L0 0
A )\ = 1-hez tartozo altalanositott sajatvektorok mind sajatvektorok, tehat a Jordan-
lancok itt 1-elemiiek, a V; bézisat kell csak meghatarozni.
1 110 -1 0
01 0 0 1 010 0 0
A_IZOOOOH[OIOO]:HD?’:1’b4:0
0 0 0O 0 1
Tehat a Jordan-bazis a fenti vektorokbol { by, bs, bs, by }.
B egyetlen sajatértéke a 3.
0 3 00
boa |00 00 N [0 1 0 0] (B=3D) [o 0 0 0}
0 0 0 3 0 0 0 1} 0 0 0O
0 0 0O
1 07 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
Ki:dgl |1 Kz ol ol 1] |o
0 0 0 0 0 1
Jordan-lanc(ok) A = 3-hoz:
-3 01
bi= |, (53D b= |,
L0 L0
0 0
b3 = g (B<—3]) by = 8
L0 [ 1]
A Jordan-bazis a fent kapott { by, bs,bs, by}, és a Jordan-normalalak két 2 x 2-es 3-
blokkbol all:
31 00
0 3 00
0 0 3 1
0 0 0 3

. Bizonyitsuk be, hogy ha K < L végtelen testek,
mdtrizok, akkor K™*™-ben is hasonlok!

és A, B € K™*" hasonlok mint L folotti
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Megoldds: A és B akkor hasonlok, ha van olyan P invertdlhaté maéatrix, amelyre
P 'AP = B, azaz AP = PB. Ez a P n? darab ismeretlen elemére egy lineéris egyen-
letrendszer, amelynek &ltalanos megoldasa valahédny K-beli vektor (valojaban méatrix)
paraméter-egyiitthatos linearis kombinacioja. A feltétel, hogy P invertalhato, azt jelenti,
hogy |P| # 0, és P determinansa a paramétereknek K folotti tobbvaltozos polinomja. Azt
kell tehat belatnunk, hogy ha ennek a polinomnak van olyan L-beli behelyettesitési értéke,
ami nem 0, akkor a paraméterekbe alkalmas K-beli elemeket is be tudunk helyettesiteni
ugy, hogy az értéke ne legyen 0.

Legyen f(x1,...,zr) € Klz], és tegyik fel, hogy valamely ai,...,ar € L elemekre
flay,...,ar) # 0. A valtozok szaméara vonatkozo teljes indukcidval bizonyitjuk, hogy
ekkor van olyan by,...,br € K, hogy f(b1,...,bx) # 0. n = l-re igaz: egy m foku
egyvaltozos nemnulla polinomnak legféljebb m gycke lehet, és K végtelen. Tegyiik fel,
hogy (k — 1)-valtozos polinomra igaz az allitas. f-et felirhatjuk xp-nak Klzq,...,z5_1]
folotti polinomjaként, amelynek nem minden egyiithatéja azonosan nulla L folott, mert
akkor L folott sem lenne nemnulla behelyettesités. Tehat valamelyik egyiitthatonak az in-
dukcios feltevés szerint van (by, .. ., bx—1)-gyel valo K-beli nemnulla értékii behelyettesitése.
Tekintstik a g(xg) = f(b1,...,bk—1,zk) egyvaltozos polinomot. Mivel ez nem az azonosan
nulla polinom, csak véges sok gyoke lehet K folott is, és igy van olyan b, € K, amelyre
Megj.: Véges testekre is igaz az allitas, csak ez a bizonyitas arra az esetre nem miikodik.

6. Bizonyitsuk be, hogy minden négyzetes mdtrix hasonld a transzpondltjihoz!

Megoldds: Legyen A € K™*" és L > K egy bovebb test, amelyben ka(x) linearis
faktorokra bonthaté. Ekkor L-ben van A-nak Jordan-normélalakja. Az el6zé feladat
szerint elég belatni, hogy A ~ AT az L folott. Legyen A ~ J = diag(Jy,...,Ji) az A
Jordan-normalalakja a B = By ... By béazisra valo attéréssel. Legyen B, a B; forditott
sorrendben. Ekkor az A matrix a B’ = Bj ... UB, bazisban JT, tehat JT ~ J. Legyen
A=PJP 1 é J' =QJQ . Ekkor

AT — (P—l)TJTPT — (P—l)TQJQ—lpT — (Q—lPT>—1J(Q—1PT) ~ J~ A.

7. Hasonlosag erejéig hany olyan 3% 3-as komplex mdtriz van, amelynek a négyzete megegyezik
a kébével?
Megoldds: Tegyiik fel, hogy A € C**? és A3 = A2. Ekkor A minimalpolinomja osztoja
az x> — 22 = z%(x — 1) polinomnak. Ebbdl kdvetkezik, hogy A sajatértékei csak 0
vagy 1 lehetnek. Ha A diagonalizalhato, akkor a Jordan-normalalakja diagonalis, 1-ekkel
és/vagy 0-kkal az atloban. Mivel a hasonlosagi osztalyokban a Jordan-blokkok sorrendje
valtoztathato, csak az szamit, hogy hany 1 és hany 0 van az atloban: ez négy lehetdség.
Ha A nem diagonalizilhat6, akkor a minimalpolinomnak van tobbszoros gyoke, és ez az
ma(z) | 2?(z—1) miatt csak a 0 lehet. Tehéat a miniméalpolinom vagy a2, vagy x%(z—1). Az
elsé esetben a karakterisztikus polinom csak —a? lehet, és a Jordan-normalalak egy 2 x 2-
es és egy 1 x l-es 0-blokkbol all, a mésodikban a karakterisztikus polinom —z?(z — 1),
és a Jordan-normaélalak egy 2 x 2-es 0-blokkbdl és egy 1 x 1-es 1-blokkbol all. Tehéat ha-
sonlosag erejéig hat olyan méatrix van, amelynek a kobe megegyezik a négyzetével, és ezek
Jordan-normaélalakja

1 00 1 0 0 1 0 0 0 0 O 01 0 01 0
o 10,01 0}, {0 O O, |0 O O, |0 0 O}, 0 O O
0 0 1 0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 1

8. Igazoljuk, hogy minden invertdlhato komplex mdtriznak van négyzetgyoke! Mutassuk meg,
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. . . . . 2 1 .,
hogy szinguldris mdtrixokra ez nem feltétleniil igaz! Adjuk meg az A = [0 2} mdtriz
valamelyik négyzetgyokét!

Megoldas:  Elég a a Jordan-blokkokra belatni az allitast, ugyanis akkor egy teljes
Jordan-matrixbol is lehet négyzetgyokot vonni (minden diagonalis blokkot egy négyzet-
gyokével helyettesitve), és akkor a J = P~'AP Jordan-normalalak M négyzetgyokével
A=PJP ! =PM?P~! = (PMP 1)

Legyen J egy n x m-es A\-blokk, és u?> = X\ # 0. Ha N egy n x n-es u-blokk, akkor N2
atlojaban \, folotte 2u, flotte 1-ek vannak, mindenhol mashol 0. Mivel p # 0, az N2 — \I
matrix 1épcsds alaki, (n — 1) rangt, ezért N? Jordan-normalalakja egy n x n-es A-blokk,
azaz van olyan invertalhaté P, amelyre P N2P = J, vagyis J = (P"1NP)%

Szingularis métrixbol viszont nem feltétleniil lehet négyzetgyokst vonni. Példaul az A =
0 0

sajatértéke, igy minimélpolinomja csak x vagy 2 lehetne, de akkor annak a négyzete 0
lenne, és nem A.

1 ) . .
{O } matrixnak nem lehet négyzetgyoke, mert ha lenne, annak is csak 0 lehetne a

Az elbbiekben lattuk, hogy a B = {\éﬁ \}5} Jordan-blokk négyzete hasonlo az A =

(2) H Jordan-blokkhoz, csak most a hasonlosag matrixat is meg kell adni.
B2 = |:(2) 2\2/§:|’ B2 — 9] = [8 2\()/§:|7 Ker(B2 _ 21) — span(el), Ker(32 _ 21)2 _

2 -
span(er, es), igy ey egy 2 hosszisagi (2v/2,0) B<;21(0,1) Jordan-lancot general. Igy a

P = Wﬁ

P lBp =1 [4 1].

(1)} Attérési matrixszal (P~'BP)? = P71B2P = A, vagyis A négyzetgyoke

2v2 |0 4

. Hatdrozzuk meg az aldbbi A mdtriz Jordan-normdlalakjdt és Jordan-bdzisdt, majd ennek a
segitségével szamitsuk ki az A™ hatvanyokat!

3 1
2 0
—2 -3

O = =

Megoldds: ka(x) = —23+32°—-2—6—22+9—-3z+2z = — (2> —-32°+3x—1) = —(z—1)3.
Tehat A egyetlen sajatértéke az 1.

2 1 1 2 1 1
A-1= 2 -1 11 = (0 =2 0 {(2) (1) (1)}
-2 -3 -1 0 -2 0

miatt dim V; = 1, vagyis a J Jordan-normalalak egyetlen Jordan-blokkbol all. A Jordan-
bézis igy egyetlen Jordan-lanc, és barmely olyan vektor generalhatja, amelyet az A—\I-nek
csak a harmadik hatvanya viszi nulldba, s mivel minden vektor altalanositott sajatvektor
az 1-hez, elég egy tetszbleges olyan vektort valasztani, amely nincs benne a Ker(A — I')?
altérben.

2 1 1
2 0 1 2 —1 1
01 0] 2 -1 1 _[2 . 1} = (1 —1/2 1/2]

(A—I)2»—>[ 2
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Igy Ker((A — I)?) = span((1,2,0),(—1,0,2)), és v = (1,0,0) ezen kiviil van. A v altal

generalt Jordan-lanc
(4,0,—8) ££(2,2,—-2) 2=X(1,0,0).

Tehat
4 2 1]t n (3]0 -1 -1
Ar=pPJ"P~'=] 0 2 0|0 1 n 3 0 4 0f=

-8 -2 0|0 0 1 8 —4 4

4  4n+2 2n? +1 e

=10 2 om 3 0 4 0=

-8 -8 —2 —4n?+2n 8 —4 4
Mm2+1 —n?24+92n n?

= 2n -n+1 n

—4n24+2n 202 —5n —-2n2+n+1

Megjegyzés: Kés6bb latni fogjuk, hogy A™-et az Hermite-féle polinominterpolacioval is ki
tudjuk szamitani, a Jordan-normélalak és a Jordan-bazis meghatérozasa nélkil.



