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. Irjuk fel az aldbbi mdtriz karakterisztikus polinomjdt és minimdlpolinomyjdt!
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Megoldas: Mivel A fels6 hidromszogmatrix, a karakterisztikus polinom kézvetleniil le-
olvashaté beléle: ka(z) = —(x — 1)(z — 2)%2. Az ma(z) minimalpolinom osztdja ennek, de
minden sajatérték gyoke ma(z)-nek, igy ma(z) = (z — 1)(z — 2) vagy (z — 1)(z — 2)2.

10 2][0 0 2 000
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igy ma(z) = (x — 1)(x — 2).

(Mellesleg ez abbol is kvetkezik, hogy dim V5 = 2, igy A minden sajatértékének megegyezik
az algebrai és geometriai multiplicitasa = A diagonalizalhat6 = a minimalpolinomja a
kiilobo6z6 sajatértékekhez tartozo gyoktényezok szorzata.)

Van-e az egységmdtrizon kivil olyan mdtriz R**?-ben, illetve Q**%-ben, amelynek az otodik
hatvinya az eqységmdtriz?

Megoldds: Valdos matrixbol van ilyen: az origd koriili 72°-os forgatas méatrixa.

Tegyiik fel, hogy A € Q**? | és A5 = I. Ekkor az z° — 1 polinom annullélja az A
matrixot, kovetkezésképpen m4(z) | (#° —1). De z° — 1 irreducibilisekre bontasa Q[z]-ben
(x — 1)®5(z) = (x — 1)(z* + 23 + 22 + 2 + 1), ezért ma(z) irreducibilis tényezéi is ezek
koziil valok. De degma(z) < degka(x) = 2, igy csak x — 1 szerepelhet m 4(x)-ben, s mivel
2% — 1-nek osztoja, ma(z) = x — 1, amibsl A = I kdvetkezik. Tehat az egységmatrixon
kiviil nincs mas ilyen racionalis elem matrix.

. Lassuk be, hogy a 2 X 2-es mdtrizok kézott pontosan azok hasonlok, amelyeknek megegyezik
a minimdlpolinomjuk, de 3 X 3-as mdtrizokra ez mdr nem igaz.

Megoldds: A miniméalpolinom osztdja a karakterisztikus polinomnak, ezért egy 2 x 2-es
matrix miniméalpolinomja legféljebb masodfoki lehet.

Ha degma(z) = 1, azaz ma(z) = = — ¢ alaka, akkor A — ¢l = O, azaz A = cl, tehat a
matrix (nemcsak hasonlosag erejéig) egyértelmdi.

Tth. degma(z) = 2.

Ha m(x) reducibilis, azaz m(z) = (z — ¢)(x — d) valamely ¢,d € K-ra, akkor ¢ # d esetén
két kiilonbozs sajatértéke van, tehat A diagonalizalhato, és A ~ diag(c, d). Ha ¢ = d, akkor
c az egyetlen sajatértéke, de dimV, = 1, mert kiilonben x — ¢ lenne a minimalpolinom.
Igy van olyan v € K2, amely nem sajatvektora A-nak. Az ilyen v-re v és Av linearisan
fiiggetlenek, és az A matrixa a B = {v, Av } bazisban éppen az mu(z) kisérématrixa

a kisérématrix konstrukcidja szerint. Ezért az (z — ¢)? minimalpolinomi métrixok mind
2

_CC -hez, igy egymashoz is.

1 2
Ha m(z) irreducibilis, akkor nincs sajatvektora, tehat barmely v # 0 vektorra fiiggetlenek
a v és Av vektorok, s igy a B = {v, Av} bazisban az el6z6 esethez hasonloan A
méatrixa megegyezik az m(x) kisér6méatrixaval. Tehat ebben az esetben is hasonlok az
m(x) minimalpolinomt matrixok.

Viszont a 3 x 3-as matrixok koziil m(x) = z(z — 1) a minimélpolinomja a diag(1,1,0) és a
diag(1,0,0) matrixnak is, amelyek nyilvan nem hasonlok, mert példaul kiilonb6z6 ranguak.

hasonlok az (z — ¢)? kisérématrixahoz, [
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. Legyen A = diag(By, ..., By) blokkdiagondlis mdtriz. Bizonyitsuk be, hogy

a) ka(z) = kp, (z) - kp, () - - kp, (2);

b) mA(I) = [mB1 (x)a mB, (1‘)7 T, By, (x)],

c) r(A) =r(B1) +7r(B2)+...+r(Bk).

Mi a helyzet, ha A csak blokkhdromszdg alakid?
Megoldds: a) ka(z) = |A—zl| = |diag(By —zI,...,By—xl)| = |By—xI|---|By —xI| =
kBl (.CE) T kBk (113)

b) Tetsz6leges f(x) € Klx| polinomra f(A) = diag(f(B1),...,f(Bk)), igy f(A) = O
& f(B;) = O VYi < mp,(z) | f(z) Vi & [mp,(x),...,mp, (x)] | f(x), tehat A
minimalpolinomja my (z) = [mp, (z),...,mp, (x)].

c) A teljes méatrixra alkalmazva a Bj,...,Bj elemi sormiiveleteit, lépcsds alakra
hozhatjuk a diagonalis blokkokat. Ez az alak, a kozbeékel6dé O soroktdl eltekintve
az egész matrixnak is 1épcss alakja lesz (azaz a 0 sorokat az aljara mozgatva lépcsds
lesz), tehat az A lépcsés alakjaban a nemnulla sorok szama éppen a B;-k 1épcsés
alakjaban szereplé nemnulla sorok szamanak sszege. Azaz r(A) = > r(B;).

7
Legyen A fels6 blokkhdromszog-matrix, By, ..., By diagonalis blokkokkal.
ka(z) = kp,(z)---kp,(z), mivel blokkharomszogmatrix determinénsa is a diagonalis
blokkok determinansanak szorzata.
A miniméalpolinomra mar nem igaz a blokkdiagonalis esetben érvényes Osszefliggés, de
annyi igen, hogy

9(z) = [mp,,...,mp,J-re g(z) | ma(z) | g(2)",

ugyanis ma(A) = 0 miatt m4(B;) = 0 minden i-re (a haromszégmatrix hatvanyainak, il-
letve polinomjainak a diagonalis blokkjai a megfelel6 diagonélis blokkok hatvanyai, illetve
polinomjai), igy mp, (x) | ma(x) minden i-re, ezért g(z) | ma(x). Masrészt g(B;) = 0 mi-
att g(A) minden diagonalis blokkja 0, vagyis g(A) a blokkharomszog-felbontéshoz tartozo
Vi <Vy <... <V = K" invarians altérsorozat tagjait az eggyel kisebb indexii altérbe
viszi, igy g(A)* mindegyiket nulldba viszi, azaz g(A)* = 0, amibSl ma(z) | g(x)*.

Ami a rangot illeti, r(A) > > r(B;) nyilvan igaz, mert a B;-k lépcsds alakjahoz tartozo
B;-ben nemnulla sorok itt is fiiggetlenek, mint a blokkdiagonélis esetben (a megadott sor-
rendben 1épcsds matrixot alkotnak), de a nullava tett sorai nem feltétleniil valnak nullava,
igy a rang lehet a rangok 6sszegénél nagyobb is. Példaul

1 1 0 O
111 0 _

A=10 ¢ 1 1| rameia3d, 7(Bi)+r(B)=1+1=2
0 0 1 1

. Mi lehet a Jordan-féle normdalalakja annak a komplex mdtriznak, amelynek a

a) karakterisztikus polinomja (x — 1)%, minimdlpolinomja (x — 1)*, az 1-hez tartozo Vi
sajdtaltér dimenzidja 2;

b) karakterisztikus polinomja —(x — \)7, minimdlpolinomja (z — )3, dim(Vy) = 3, ahol
V\ a X sajdtértékhez tartozo sajdtaltér?

7

Megoldds: a) 6x6-os matrix, amelynek csak 1 a sajatértéke, és a Jordan-normalalakjaban
a legnagyobb blokk 4 x 4-es, és Osszesen két Jordan-blokkja van, tehat a Jordan-
normalalak egy 4 x 4-es és egy 2 X 2-es 1-blokkot tartalmaz.

b) Ez egy 7 x 7T-es matrix, amelynek egyetlen sajatértéke a A, legnagyobb Jordan-blokkja
3 x 3-as, és Osszesen hidrom Jordan-blokkja van. 7-nek két ilyen felbontasa is van:
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7T=3+3+1vagy 7= 3+ 2+ 2, tehat kétféle Jordan-alak is lehetséges:

A 1 0 0 0 0 07 A1 0 0 0 0 07
0O A1 0 0 0 O 0O A1 0 0 0 O
0 0A 0 0 0 O 0O 0A 0 0 0 O
0O 00 X1 00 és 0O 00 X1 00
0 00O X 10 0 00O X 0 O
0 000 0 X O 0 00 00 X 1
0 0 0 0 0 0 A LO 0 0 0 0 0 Al
6. Mi az alabbi mdtrizok Jordan-féle normdlalakja?
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 2 2 1 2 2 2 0 0 1
1 1 1 1 1 0 2 0 0 2 2 1 0 0
1 1 1 1 1 0 0 -5 0 0 2 0 1 0
1 1 1 1 1

Megoldds: Az els6 matrix diagonalizalhato (méar csak azért is, mert valés szimmetrikus).
Mivel minden sordsszege 5, a matrixnak sajatértéke az 5 az (1,1,1,1, 1) sajatvektorral. A
matrix rangja 1, ezért a 0 is sajatértéke 4-dimenzios sajataltérrel. Igy a matrix diagonalis
(és akkor Jordan-féle) alakja diag(5,0,0,0,0).

A masodik matrix sajatértékei 2 és —b, és a 2-hoz tartozd sajataltér csak 1-dimenzids,
tehat a matrix nem diagonalizalhato, és igy a Jordan-alakja

2 1 0
0 2 0
0 0 =5

A harmadik métrix egyetlen sajatértéke a 2, és dim V5 = 1, ezért a Jordan-normalalakja
egyetlen blokkbol all:

S O N

1
2
0

N = O

A negyedik maétrix ortogonélis, tehat diagonalizalhato. A karakterisztikus polinomja
—(z3 — 1), ezért a sajatértékei 1,¢,e2, ahol € = cos 2?” + i sin 2% A Jordan-normélalakja
diag(1,¢,e?).
7. Hasonlosdg erejéig hany olyan komplex mdtrix van, melynek
a) karakterisztikus polinomja —(x — 1)3(z — 3)%;
b) minimdlpolinomja (x + 2)8, és sajdtaltere 2-dimenzios?

Megoldds: a) A Jordan-normélalakban az 1-blokkok méretének megoszlasa lehet 3, 2+ 1
vagy 1 +1+1, a 3-blokkoké 4, 3+1,2+2, 2+ 1+ 1vagy 1+ 1+ 1+ 1. Ez Gsszesen
3 -5 =15 lehet&ség.

b) A mimimé&lpolinombol kiévetkezik, hogy a méatrix egyetlen sajatértéke —2, és a legna-
gyobb Jordan-blokkja 6 x 6-0s. A sajataltér dimenzioja miatt pedig csak két Jordan-
blokk lehet, igy a 6 x 6-oson kiviil a méasik mérete 1,2, 3,4,5 vagy 6 lehet, ez 0sszesen
6 lehetGség.
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. Mutassuk meg, hogy ha két 3 X 3-as vagy 2 x 2-es komplex mdtrix karakterisztikus polinomja
és minimdlpolinomja megeqgyezik, akkor a két mdtrix hasonlo.

Megoldds: A karakterisztikus polinomban minden (z — \) gyoktényezs kitevGje legfoljebb
a = 3, a minimalpolinomban ezért csak 1, a — 1 vagy a lehet. A Jordan-normalalakban
az els§ esetben minden A-blokk 1 x 1-es, a masodikban van egy (a — 1) x (a — 1)-es A-
blokk, és akkor azon kiviil mar csak egy 1 X 1-es lehet, a harmadikban pedig egyetlen
a X a-as A-blokk van. Tehat ilyen méretdi maéatrixokra a karakterisztikus polinom és a
minimalpolinom meghatérozza a Jordan-normaélalakot, igy ezek kozott az azonos karak-
terisztikus és minimalpolinommal rendelkezé matrixok Jordan-normaélalakja megegyezik,
vagyis az ilyen matrixok hasonlok egymashoz.

(4 x 4-esre ez mAr nem igaz: példaul ka(z) = (z — 1)* és ma(z) = (z — 1)? igaz a 2 + 2-es
és a 24 1 + l-es felbontasu, 1 sajatértékhez tartozo Jordan-matrixra is.)

. Mi lehet az A% mdtriz minimdlpolinomja, ha A € C™*" minimdlpolinomja (x + 1)*?
Megoldds: Ha (A + I)?2 = O, akkor (A + I)?(A —1)?2 = (A2 —1)? = O, igy A?
minimalpolinomja oszt6ja az (z — 1)? polinomnak. Viszont  — 1 nem lehet, mert ha
A2 — T = O lenne, akkor A miniméalpolinomja osztéja lenne (z? — 1)-nek. Tehat A2
minimélpolinomja (z — 1)2.

Masképp: A Jordan-alakjaban, J(A)-ban csak 2 x 2-es és 1 x 1-es —1-blokkok vannak
(és van legaldbb egy 2 x 2-es). J(A)? diagonélis blokkjai [(1) _i
az egyetlen sajatértéke, és (J(A)? — I)-nek a négyzete O, de maga nem, tehat J(A)2-nek
és igy a hozza hasonlé A%-nek is a minimalpolinomja (z — 1)2.

és [ 1] alakuak, tehat 1



