Bevezetés az algebraba 2 9. feladatsor 2024. aprilis 15.

. Hdny pozitiv és hdny negativ sajatértéke van az aldbbi énadjungdlt mdtriznak?

0 1+: -1 0
1—1 1 0
-1 0 1
0 —1 0

i
0
2
Megoldas: A Sylvester-tétel szerint barmely olyan D diagonéalis matrixnak, amely valamely
invertalhatd P matrixszal P* AP-ként megkaphatd, ugyanannyi pozitiv, negativ és 0 ele-

me van az atlojaban, tehat a kérdést meg lehet valaszolni dgy, hogy A-t szimultan sor-
oszlopmiiveletekkel diagonalizaljuk.

0 1+ -1 0 -1 0 1 0 1 0 -1 0
1—1 1 0 =1 5 1—1 1 0 2 0 1 1—12 1 5
-1 0 1 0 0 1+ -1 0 -1 1+ 0 0
0 —1 0 2 0 —1 0 2 0 —1 0 2
1 0 -1 0 1 0 0 0 10 0 0
0 1 1—2 1 2 0 1 1—14 1 5 0 1 1—3 { o
0 1+: -1 O 0 1+2 -1 O 0 0 -3 1-—1
0 — 0 2 0 —i 0 2 0 0 1+ 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 2 01 O 0 2 01 O 0
0 0 -3 1-—u¢ 0 0 -3 1—: 0 0 -3 0
0 0 1+: 1 0 0 0 5/3 0 0 0 5/3

Ebbdl kévetkezik, hogy a sajatértékek kozott is harom pozitiv és egy negativ van.

(A masik lehetGség a karakterisztikus polinom kiszamitasa, ami ebben az esetben nem tul
kényelmes. Mindenesetre k4 (z) = z* — 423 + 22 + 8¢ — 5-ben harom eljelvaltas van, s
mivel egy onadjungalt matrixnak minden sajatértéke valos, a Descartes-féle elGjelszabaly
ebben az esetben azt mondja, hogy ebbdl pontosan harom pozitiv, és igy egy negativ.)

0 1
. Szamitsuk ki az A= |1 1| madtriz redukdlt és teljes SVD-felbontdsdt!
1 0
2 1

Megoldas: A*A = {1 5 ykasa =2 —4z+3=(z—3)(z—1).

V3 0
0 1|
A* A-hoz ortonormalt sajatbazis a sajatértékek 3,1 sorrendjében: { \%(1, 1), \%(—1, 1) }.
T 11 1 V3
Vi, = L{ N ], AV, = L |2 0f, Uy = 2 0| (AVy els6 oszlopat
v2 |1 1 V2 1 —1 | _v3

o1 = v/3-mal, a masodikat oo = 1-gyel osztottuk le.)
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Redukalt felbontas: A = Ui V) = 7

2 0
NG _

1 V3 0 1 11
bontashoz csak Up-et kell kiegésziteni unitérré (ortogonalissa), és 3i-et nullakkal 3 x 2-
essé, mert V; maga is unitér. U;-ben harmadik oszlopnak jo lesz az els6 kettd vektoridlis

szorzata, igy a teljes felbontéas:

] A teljes fel-
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LovE VI [VE O] [,
A=-1L |29 0 —v2 0 1|1 { } .
NG V2 | —

1 =3 V2] 0 0 b
Az U = [U;|Us] matrixban az Us oszlopai egyébként N (A*) ortonormalt bazisat adjak, igy
a hianyzo6 oszlopot ebbdl is ki tudtuk volna szamolni, ahogy a V' = [V;|V3] matrixban V5
oszlopai az N(A) tetszSleges ortonormélt bazisaként is megkaphatok.
21 21
1 -1
és A=Y mdtrizok SVD-felbontdsdt is!

Megoldds:
w4 | =2 (|2 2| |5 3
AA_{—Q@' —1} {1 —1}_{3 5}

1,1), illetve

. Szamitsuk ki az A = [

] madtriz SVD-felbontdsdt, és annak felhaszndldsdval az A*

ka-a(x) = 22 —102+16, tehat A* A sajatértékei 8,2, és —

\ﬁ( 1,1) hozzajuk

1(-
tartozo sajatvektorok.
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Al = veTlur = \% E _” {1/%\/5 1/(3/—] [_Z (1) de ebben a szingularis

értékek nem fogyd, hanem novs sorrendben vannak, ezért megforditjuk a szingularis
értékek, és veliik egyiitt a hozzajuk tartozo jobb és bal szinguléaris vektorok (azaz V' osz-
lopainak és U™ sorainak) sorrendjét is, hogy SVD-felbontast kapjunk:

FEETREI E e  N R VAV R 0 -1
V2l 11 0 1/2v2][—-i 0]
. Minél egyszeribben hatdrozzuk meg az alabbi mdtrizok redukdlt SV D-felbontdsdt!

a-fr - ] c-[b 3]

Megoldds: a) Mivel az A métrix onadjungalt (elég, hogy normalis), tartozik hozzé
ortonormalt sajatbazis, s6t ezt vehetjiik gy, hogy a megfelels sajatértékek abszolut

értékei csokkendek legyenek: —2-hoz (0,1), 1-hez (1,0) tartozik. Igy a Q = {0 1}

10
11 1[0 1{|=2 0]|0 1
a=[o af e =0 o] [0V 0
A diagonalis matrixban modosithatjuk az elGjeleket egy unitér matrixszal vald
szorzéssal.

R R L R

matrixszal
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Ebben a felbontasban a két széls6 métrix unitér, a kozépsé pedig nemnegativ di-
agonalis, amelyben a diagonélis elemek fogyd sorrendben vannak, ezért ezek a di-
agonalis elemek csak a szingularis értékek lehetnek, és a felbontas a teljes SVD-
felbontas. A redukalt ugyanez, mert a matrix teljes rangi négyzetes matrix.

b) Itt is alkalmazhatunk egyszeriisitett modszert, mivel a maéatrix rangja 1. Ekkor

O(Vh) = O(B*B) = O(B*) = S(B) = span((1,1)), tehat V; = \/Li [”, és a
BV, = {ig} = 2-\% [:” szorzatbol U; = \/LE {:H és 31 = [2]. Tehat a
redukalt SVD-felbontas

-1 -1 1 (-1 1
B = = — [2]-—1J1 1].
5 D)= (a) e
c¢) Erdemes a matrix transzponaltjara kiszamitani a felbontdst, mert akkor kisebb

matrixra (csak 2 x 2-esre a 3 x 3-as helyett) kell sajatvektorokat keresni, és aztan
a felbontast megtranszponalni.

5 —4

4 5], kcc*(x):m2—10x+9, A1=9, D=1

e Y RN e

A C*V; oszlopait a megfelels szingularis értékekkel (o7 = VA1 = 3, 02 = VA2 = 1)
leosztva megkapjuk a U; matrixot:

-1 3
1 3 01 -1 1
C*=US1Vi=——|-4 0 — .
1113\/513[01}2{ }

1 1
4 0
1 1

Igy az eredeti matrix redukalt SVD-felbontasa:

C_l 2 0 _ 1L {-1 113 0] 1 (-1 -4 1
10 =2 1] 2 1 1]]0 1]3/2] 3 0 3]’
5. Irjuk fel a 4. feladatbeli B és C' mdtrizok teljes SVD-felbontdsdt és a C mdtriz SVD-
felbontdsanak diadikus alakjdt!

Megoldads: A B teljes SVD-felbontasahoz tetszélegesen kiegészitjiik a redukalt felbontasbeli
szemiortogonalis matrixokat ortogonalissa, és a 1-et B-vel megegyezd méretd X-va:

NS [ N

A C matrix teljes SVD-felbontésa a redukalt felbontas kiegészitésével:

O A B e N | i
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C diadikus felbontéasa a redukélt SVD felbontasbo6l

3-%{‘”-%[—1 —4 1]+1-%{”-%[1 0 1]=

g [ e a6 —1/6] (12 0172

- —-1/6 —4/6 1/6 /2 0 1/2]|°

. Szdmitsuk ki a 4.-beli B és C' mdtrizok pszeudoinverzét az SVD-felbontds segitségével!
Megoldds: Az Uy%;Vy* redukalt felbontést matrix pszeudoinverze Vy X~ 1UT.

o[ ] gl -
4

C+_{1 20}*_1 jlg{% O}L{—l 1]_12_2
0 -2 1 3v2 | 1 sl L0 VAL 1 Tl

. Szamitsuk ki a 4. feladatbeli négyzetes mdtrizok poldrfelbontdsdt! Melyiknek van tobbféle
is?

Megoldds: Ha A = UXV* teljes SVD-felbontas, akkor A polarfelbontasa A =
(UXU*)(UV™).

I e s |1 0] 1 o . |11 0 -1
A 4. feladatelsoketmatrlxaraezA—{0 2} [0 _ll,esB—[l 1] [_1 01.

Az invertalhatdé A méatrixnak egyértelmii a polarfelbontasa, B polarfelbontasdban viszont

az ortogonalis matrix tobbféle is lehet, példaul a B = “ ﬂ [_é _(1)] felbontés is

megfelel.

. Adjuk meg a 4.-beli nem 1-rangu mdtrizok legjobb 1-rangu kozelitését! Mekkora a kozelitd
mdtriz eltérése Frobenius-normdban?

Megoldds: Az A matrixra

0 o =V12+02+02+02 =1,
o F

AN = { ﬂ [2][0 1]= {0 0} . Az cltéres

1 0
0 0
vagy a tételbsl adoddan a kihagyott szingularis értékek négyzetosszegének négyzetgyoke,

ami V12 = 1.

A C matrixra

0(1):%[_”[3]%[—1 —4 1]:[_%3 _g _%ﬂ

Az eltérés (/1 +02+ 1+ 1402+ 1 =1, illetve \/oF = 1.



