Bevezetés az algebraba 2 7. feladatsor 2024. marcius 25.

1. Milyen kupszeletet irnak le az alabbi egyenletek? Vidltoztassuk meg a koordindtarendszert
1igy, hogy az egyenletek a(z')? + b(y')? = c alakiak legyenek!
a) v —4xy +y> +6y—2=0
b) xy =1
Megoldas:  a) Teljes négyzetté valo kiegészitéssel:
2?2 —day+y? +6y—2= (v —2y)? -3y +6y —2=(x—2y)2 —3(y — 1)% + 1, tehat
az ¥’ = x — 2y és y' = y — 1 helyettesitéssel a gorbe egyenlete (z')? — 3(y')? = —1. Ez
egy hiperbola egyenlete, de a koordinatatranszformacié nem egybevagosag:

x| |2 +2y+2] |1 2] | 2
b= 0 )

tehat az j koordinatarendszert ugy kapjuk meg a régibdl, hogy az (1,0) és (0,1)
bazisvektorok helyett az (1,0), (2,1)-et valasztjuk, és az origdt a (2,1) pontba toljuk.
(Ortogonélis transzformacioval és eltolassal is lehet diagonalizalni, ha pontosan sze-
retnénk abrazolni a gérbét, mint a 3. feladatban.)

b) zy = (z+y)? —t(x—y)? =1, azaz az 2/ = v +y és y = x — y, vagy masképpen
z = 1(2'+y') és y = 1(2/ —y') koordinatatranszformécioval az (z')* — (y')? = 4 alakra

. . . . . 1 1
jutunk. Itt az attérés linearis transzformacié, amelynek métrixa % [1 _1]. Ez

ugyan nem ortogonélis, de ha helyette a P = % [ 1 1

— (y')? = 2 hiperbola-egyenletet kapjuk, és ez mar mérettarto transzformacio.

] matrixot hasznaljuk, akkor

az (z')?

2. Hozzuk diagondlis alakra az x3 + 223 + 2% + 21129 + 27913 kvadratikus alakot! Adjunk meg
eqy bdzist, amelyben diagondlis alaki!

Megoldds: A kvadratikus alak méatrixa

1 1 0
A=11 2 1
0 1 1
ka(z) = —(x—3)(z—1)z, és az egyes sajatértékekhez tartozo egy-egy normalt sajatvektor:

A1 = 3-hoz %(1,2,1), Ao = l-hez %(1,0,—1), és A3 = 0-hoz %(1,—1,1) ortonormalt
bézist alkotnak. Tehét

L [roveov2
Q=—712 0 —V2|1e Q7 1AQ =QTAQ =
Vel 3 2

S O W
S = O
o O O

A kvadratikus alak az 0j bazisban 3(x})? + (z5)2.

3. Hozzuk kanonikus alakra az 5x° + 8xy + 5y? — 18z — 18y + 9 = 0 egyenletd mdsodrendi
gorbe egyenletét és dbrdazoljuk a gorbét és az uj koordindtarendszer tengelyeit az eredeti
koordindtarendszerben!

Megoldds: Az egyenlet matrixos felirasa:

[z y][i ‘51] [ﬂﬂ—w —18]{§]+9:0.
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A sajatértékei 9 és 1, a hozza tartozd ortonormaélt sajatbazis { \%(1, 1), \%(—17 1)},
1 -1 9 0

. _ 1 £1e L, 1 _ T _

ésa @ = 7 {1 1} ortogonalis matrixszal Q™ AQ = Q' AQ {0 1} .

Attérve az 1j bazisra:

x 11 =1 [ .. o
y =1 1]y | Az egyenlet az 1j koordinatarendszerben:

A kvadratikus alak A = {5 4] matrixat ortogonalisan diagonalizaljuk.

0=1[z'" v ]QTAQ [z:] +[-18 —18]Q B:} +9=

0@ 1 () + [—18VE 0] [j] 1o-
= 9(2")2 + ()% — 18V22 + 9 =9(z' —V2)? + (¢/)? - 9,

amibdl egy z = 2’ — /2 és "' =1/ eltolassal az

(z")? + (%)2 =1

kanonikus alakhoz jutunk. Ez egy ellipszis egyenlete, amelynek (az 1j koordinatarendszer-
ben) a kézéppontja az origd, a vizszintes féltengelye 1, a fiiggéleges 3 hosszi. A régiben
ezek a tengelyek az (1,1), illetve (—1,1) bazisvektorokkal parhuzamosak, de a méretiik
ugyanakkora, mivel ortogonalis transzformaciot alkalmaztunk, és a kdzéppont egyenlete az
/

2 =0, y" = 0 értékekbdl visszaszamolva [z} =Q {2,} =Q [\(/)E] = “}
. Keressiik meg azt a mdtrizot, mely a definicio alapjin igazolja, hogy az aldbbi két mdtrix
kongruens, azaz olyan invertdlhatd P mdtrizot, amelyre B = PT AP, ha

12 0 10 0
A=12 0 2/, B=|0 0 o0
02 -1 00 -1

Megoldds: Hozzuk szimultan sor-oszlopmiveletekkel diagonélis alakra az A maétrixot,
aztdn a diagonalis elemeket elGjelek szerint B-nek megfelelGen rendezziik a megfelels osz-
lopok és sorok cseréjével, majd a ¢ # 0,+1 diagonalis elemek sorat és oszlopat elosztjuk
\/H—vel, hogy megkapjuk a B matrixot.

12 0 1 2 0 1 0 O 1 0 0 1 0 0
2 0 2|3]10 -4 2|32]0 -4 23|10 —4 2|30 -4 0|
0 2 -1 0o 2 -1 0 2 -1 0 00 0 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0 O 1 0 0
0 0 0[=|00 O0[>|00 O0[>00 0],
0 —4 0 0 0 —4 0 0 -2 0 0 -1
és az attérés matrixat megkapjuk, ha I-re is végrehajtjuk az oszlopmiiveleteket:
1 00 1 -2 0 1 -2 -1 1 -1 =2 1 -1 -1
01 0[]0 1 of3|0 1 2[S]0 & 1150 £ 1|=P
0 0 1 0 01 0 0 1 0 1 0 0 1 0
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Alternativ megoldas:

Ortogonalis diagonalizalassal is diagonalis alakra hozhatjuk az A métrixot (ekkor a
sajatértékeket a B-nek megfelels elGjelsorrendben vessziik sorra),

és a Q7 1AQ = QT AQ = diag(dy, .. .,d,) = D diagonalis matrixot tovabb bontjuk:

D = diag(cy, ..., c,)diag(sgn(dy), . .., sgn(d,))diag(ci, ..., c,) = CBC

alakban, ahol ¢; = \/m , ha d; # 0, és 1 kiilonben, sgn pedig az elgjelfiiggvény. Ekkor
QTAQ = CBC = CTBC-bsl B = (QC~H)TA(QC™1).

A sajatértékek 3,0,—3, és hozzajuk tartozo sajatvektorok rendre (2,2,1), (—2,1,2) és
(1,—2,2). Tehat

(2 2 1)t 2 0] 2 2 1 30 0
QTAQ==-|-2 1 2|2 0 2|=]|2 1 —2{=1(00 0=
311 —2 2]]o 2 —1]3]1 2 2 0 0 —3
V3 0 0lfr o0 o][v3 0 o0
=] 01 o0|]0o 0 0 01 0| =
00 v3||0 0 -1 0 0 V3
(2 -2 1][yv3 oo L [2 -2V
P==12 1 -2 0o 1 0 |=——]2 NE,
311 2 2| o o 1v3| 3V3|1 23 2

invertalhaté méatrixszal B = PTAP.

5. Adjunk példdt olyan A, B € R"™™*"™ madtrizokra, amelyekre
a) A B, de A +# B;
b) A~ B, de A% B.
Megoldds: a) I = (21)TI(2I) = (2I)I(2I) = 4I, de I nyilvan nem hasonl6 4I-hez (I-t
barmivel konjugalva P~ TP = I-t kapjuk).
b) Elég olyan A szimmetrikus matrixot taldlni, amit valamivel megkonjugélva (nyilvan
nem ortogonalissal) nem szimmetrikus méatrixot kapunk, mert szimmetrikus métrix

csak szimmetrikussal lehet kongruens. Példaul A = (1) _? és P = (1) ”
1 =111 0|1 1 1 2
. . _ p—1 - - 2 A
valasztassal B = P~ AP = {0 1] {0 _1] {0 1] = {0 _1] hasonl6 A-hoz,

de nem kongruens vele.

6. Milyen feltétel mellett lesz az aldbbi valds mdtrix pozitiv, illetve negativ definit? Milyen
jellege lehet még a mdtriznak mds a értékekre?

a
A=1|2
0

S QN

0
0
a

Megoldds: A féminorjai rendre a, a® — 4, a(a? — 4). Ezek akkor mind pozitivak, ha a > 2,
tehat ekkor lesz A pozitiv definit, és akkor —, +, — elGjeltiek, ha a < —2, tehat A pontosan
ekkor negativ definit. Ahhoz, hogy valamilyen szemidefinit, de ne definit legyen, az A
métrixnak szingularisnak kell lennie, azaz |A| = (a? — 4)a = 0, és ez csak a = 0,2, —2

2 0
sarokmatrix sajatértékei £2, tehat az indefinit, és igy A is. Ha a = 2, akkor szimultan
sor-oszlopmiiveletekkel A = diag(2,0,2), ha pedig a = —2, akkor A = diag(—2,0, —2).
Osszefoglalva: A negativ definit, ha a < —2, negativ szemidefinit (de nem definit), ha
a = —2, pozitiv szemidefinit (de nem definit), ha a = 2, pozitiv definit, ha a > 2, és a
maradék esetekben, tehdt —2 < a < 2 esetén, indefinit.

esetén teljesiil. Konnyen lathato, hogy a = 0 esetén a méatrix indefinit: a [0 } bal f6ls6
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a) Bizonyitsuk be, hogy x* + 523 + = + 6 nem lehet eqy valds szimmetrikus mdtriz karak-
terisztikus polinomja.

b) Legyen A € R™™" egy szimmetrikus mdtriz, amelynek a karakterisztikus polinomja
ka(z) = —(23 + 222 — 10x + 6). A Descartes-féle eldjelszabdly segitségével dllapitsuk
meqg a mdtriz jellegét!

Megoldds: a) Az f(x) = 2 + 523 + x + 6 polinomnak nyilvdn nem lehet pozitiv gyoke,
ehhez még a Descartes-féle eljelszabaly sem kell. Az f(—z) = 2*—52% —2+6 polinom
egylitthatoin két elGjelvaltas van, ezért f-nek legfoljebb két valos negativ gyoke lehet
(multiplicitassal szamolva). Ebbgl kovetkezik, hogy f-nek nem minden gyoke valos,
tehat nem lehet egy szimmetrikus matrix karakterisztikus polinomja

b) A polinom egyiitthatoi kétszer valtanak elGjelet. Mivel tudjuk, hogy minden gyoke
valos, ebbdl kovetkezik, hogy a pozitiv gyokok széma pontosan 2, igy van negativ
gyoke is, tehat a matrix indefinit.

. Bizonyitsuk be, hogy eqy pozitiv szemidefinit €s eqy pozitiv definit mdtriz dsszege mindig
pozitiv definit.

Megoldds: Ha P pozitiv definit, S pedig pozitiv szemidefinit, akkor minden x # 0 vektorra
x'(P+ 9)x = xT Px + x7 Sx > 0, ugyanis az els6 tag pozitiv, a masodik nemnegativ.

. Ldssuk be, hogy az aldbbi A mdtriz nem kongruens semelyik valos diagondlis mdtrixszal,
de also (és felsd) hdromszogmatrizszal kongruens. Lehet-e az utobbindl az dttérés mdtriza
ortogondlis?

1
-1

1

A:

O N =
—oe N

Megoldds: A nem lehet diagonalissal kongruens, mivel nem szimmetrikus.

Ha kongruens fels6 haromszégmatrixot keresiink, akkor A-t alakitsuk &t szimultan sor-
oszlopmiveletekkel. A sormiiveleteket a fels§ haromszogmatrix alakra hozashoz valasztjuk
(vigyazunk arra, hogy ha az i. oszlopig rendben van, akkor a sormitiveletek az elsg i soron,
és igy a sor-oszlopmiiveletek az els§ ¢ oszlopon ne valtoztassanak). Természetesen itt a
megfelels oszlopmiiveletek nem feltétleniil nullaznak, de az nem is cél.

1 2 1 1 2 1 1 0 1
A=12 4 -1|310 0 =330 0 =35
01 1 01 1 01 1

1 0 1 1 1 0 1 10 1 1 3
01 1|30 1 13101 112 ]0 1 4| ~A
0 0 -3 0 -3 0 0 0 3 00 3

Az als6 haromszog alakra hozast lehetne felfelé nullazassal csindlni, de a Gauss-
elminaciénal a maésik iranyt szoktuk meg, ezért inkabb AT-at hozzuk felsé haromszog
alakra.

1 20 1 20 1 0 -1 1 0 -1
AT=12 4 1[0 o0 11210 0 1|30 -3 1/~
1 -1 1 0 -3 1] 0 -3 1] 0o 0 1
1 -1 0 1 =1 0] 1 —1 1]
1 =3[0 1 =3[3]0 1 —4|=BxAT =
0 1 0 0 0 3 0 0 3
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1 0 0
A~BT=|-1 1 0
1 —4 3

Nem lehet ortogonalis konjugalassal hdromszog alakra hozni a matrixot, mert ha lehetne,
akkor A minden sajatértéke valos lenne (a sajatértékek megegyeznének a haromszogmatrix
sajatértékeivel, amik a haromszogmatrix diagonélis elemei). De A karakterisztikus poli-
nomja k4 (z) = —x + 622 — 6x + 3, és egy kis fiiggvényvizsgalattal lathatjuk, hogy ennek
csak egy valos gyoke van.



