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. Bizonyitsuk be, hogy eqy A € C"*" mdtriz pontosan akkor ferdén dnadjungdlt, ha iA

onadjungdlt.

Megoldds: (iA)* = iA* = —iA*, tehét

A ferdén 6ndajungalt < A* = —A & —iA* =iA & (1A)* =iA < iA 6ndajungilt.

Az A = (1) _(1)] mdtriz onadjungdlt és unitér (igy persze normdlis is). Keressink egy
olyan B mdtrizot, amely hasonlé A-hoz, és még csak nem is normdlis!

Megoldas: Barmely olyan nem normalis 2 X 2-es méatrix megfelel B-nek, amelynek a
sajatértékei 1 és —1, mert az diagonalizalhato, és A a diagonalis alakja. Legkonnyebb
egy ilyen matrixot a haromszogmatrixok kozott keresni, akkor csak az kell, hogy 1 és
—1 legyenek az atlojaban. Raadasul egy olyan haromszogmaéatrix, amely nem diagonalis

) . 1 .
semmiképpen sem lehet normalis. Tehat példaul az { } méatrix megfelel.

0 -1

a) Mutassuk meg, hogy a kévetkezé matrizok ortogondlisan hasonldk.

1 111 4 0 0 O
1 111 0 0 0 O
A= 1 1 1 1})° b= 0 0 0 O
1 1 11 0 0 0 O

b) Hatdrozzuk meg a hasonldsdg ortogondlis mdtrixdt!
¢) Hatdrozzuk meg A karakterisztikus polinomjdt!

Megoldds: a) Mivel a matrix szimmetrikus, a f6tengelytétel szerint ortogonalisan diago-
nalizalhato. Csak a sajatértékeket kell meghatarozni. Lathato, hogy r(A) = 1, igy
a 0-hoz tartozo6 sajataltér dimenzidja 4 — 1 = 3. Tehéat a 0 legalabb haromszoros
sajatérték, s mivel a nyom 4, a negyedik sajatérték csak 4 lehet, vagyis A diagonéalis
alakja valoban D. (Mellesleg, kénnyen lathato is, hogy minden sordsszeg 4, igy az
(1,1,1,1) vektor sajatvektor, A = 4 sajatértékkel.)

b) A 0-hoz tartozé sajataltér az (1,1,1,1)% =: W, tehat merdleges a 4-hez tartozo
sajatvektorra (ez a normalitasbol is kovetkezik). Csak W-hez kell ortogonalis bazist
talalni. Ezt megoldhatjuk a Gauss-eliminaciobodl kapott
{(-1,1,0,0),(-1,0,1,0),(—1,0,0,1) } bazis ortogonalizalasaval, vagy eleve az
(1,1,1,1) ortogonalis kiegészitésével, de kereshetiink szép bazist: az (1,1,1,1)-re
meréleges (+1,41,+1,+1) vektorok koziil (tehat amelyekben két plusz és két mi-
nusz van) konnyen kivalogathatunk egymésra merdlegeseket:
{(1,1,-1,-1),(1,-1,1,-1),(1,-1,—1,1) }. Az R* igy kapott bazisat lenormalva a
kovetkezs ortogonélis attérési matrixot kapjuk:

1 1 1 1
1(1 1 -1 -1
211 -1 1 -1

1 -1 -1 1

c) Hasonlo matrixok karakterisztikus polinomja megegyezik, ezért elég ezt a D-re felirni,
és D-b6l egyszeriien leolvashato, hogy a karakterisztikus polinom (z — 4)z3.

4. Bizonyitsuk be, hogy normdlis madtrix kilonbozé sajdtértékethez tartozo sajdtalterei

merdlegesek egymdsra, pontosabban
a) A € C™" pontosan akkor normdlis, ha C" az A sajdtaltereinek ortogondlis direkt
dsszege (azaz a komponensek pdaronként merdlegesek eqymdsra);
b) A€ R"™™" pontosan akkor szimmetrikus, ha R" az A sajdtaltereinek ortogondlis direkt
dsszege
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Megoldds: a) Tegyik fel, hogy A normaélis, és legyenek a kiilonbozd sajatértékei
A1y Ag. A spektraltétel miatt van A-hoz C"-nek ortonormaélt sajatbéazisa. Legyen
U; az ezek koziil a \;-hez tartozo sajatvektorok altal kifeszitett altér. Ekkor V = C" az
U;-k ortogonalis direkt Gsszege. Mésrészt U; < V), minden i-re, igy n = > dimU; <
> dimVy, < n, tehat U; = V), Vi, azaz C" a V),-k ortogonalis direkt Osszege.
Ebbdél kévetkezik, hogy a kiilonbo6z6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok merglegesek
egymasra.
Forditva, ha C" = @V), ortogonalis direkt Osszeg, akkor a sajatalterek egy-egy
ortonormalt bazisanak (amelyek léteznek, mert Vy,-k is euklideszi terek) unidja V-
ben ortonormaélt sajatbazis, igy A normalis.

b) Ugyantgy, mint a komplex esetben, csak itt a valos f6tengelytétel kovetkezményét kell

hasznalni: A € R™*" pontosan akkor szimmetrikus, ha R"-ben van A-hoz tartozo
ortonormaélt sajatbazis.

5. Adjuk meg az

0N

Il

|
I
N W =
_ o O

mdtriz Schur-felbontdsdt!

Megoldds: Legyen A a feladatban megadott méatrix. A karakterisztikus polinomja

(x —1)(2? —4x +4) = (x — 1)(x — 2)%2. A X\ = 1 sajatértékhez sajatvektor az es, és ezt
konnyen kiegészithetjiik ortonormalt bazissa: { es,eq,e; }, tehat elészor a Q1 = [es €3 €]
matrixot hasznéljuk:

00 1 1 1 0][o 0 1 1 7 —4
Q'AQ, =QTAQ, =0 1 0| |—-1 3 0|0 1 o|l=]0 3 —1
1 0 0l|—-4 7 1|]1 00 01 1

A jobb als6 sarokban levs 2 x 2-es matrixnak sajatértéke a 2, amelyhez tartozo sajatvektor
(1,1), igy ennek a haromszog alakra hozasahoz az { % (1,1), \%(1, —1) } bazist hasznéaljuk,
mikozben az elsé koordinatan trividlisan hatunk.

3 a1

07171 7 —47 71

1 0 0 1
1 1 1 1 V2 V2
QTQTAQ:Q: =19 55 »||03 -1||0 5 H|=]0 2 2|=T
0 w% _w% 01 1|10 w% _%5 0O 0 2

Tehat A egy Schur-felbontasa A = QTQT a fenti Q = Q,Q2 és T matrixokkal.

6. Az aldbbiak kézil melyik mdtriz hozhaté valos vagy komplex diagondlis alakra? Lehet-e a
diagonalizdlé mdtriz unitér/ortogondlis?

0 2 -1 1 0 0 .
A=|0 1 2|, B= B?g _gg] C=1|2 1 0|, D= {1_2H 1;21
0 0 3 3 -1 1
Megoldds: Az A métrix diagonalizalhato R f6l6tt is, mert van 3 kiillonb6z§ valos sajatértéke
a 3 X 3-as matrixnak, de nem lehet unitéren diagonalizidlhato, mert akkor normalis lenne,
de haromszogmatrix csak akkor lehet normalis, ha diagonélis.
B unitér, tehat unitéren is diagonalizalhat6. Viszont a diagonalis alak nem lehet valds,
mert akkor a méatrix 6nadjungalt (azaz valos 1évén szimmetrikus) lenne.
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C' haromszogmaétrix, ezért leolvashato rola, hogy csak az 1 a sajatértéke, haromszoros
algebrai multiplicitassal. Ha diagonalizalhat6 lenne, akkor az I méatrixhoz lenne hasonlo,
de az I-nek minden konjugaltja 6nmaga. Tehat C' egyaltalan nem diagonalizalhato.

D 6ndajungalt, ezért unitéren valés diagonalis alakra hozhato. Osszefoglalva:

A|B|C|D
diag. alak R vagy C |[R|C|—| R
unitéren diag.-haté? | n| i| n| i




