Bevezetés az algebraba 2 5. feladatsor 2024. marcius 11.

mdtriz QR-felbontdasdt Householder-tiikrozések
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1. Hatdrozzuk meg az A = | —2
2

segitségével!

Megoldds: Az els§ tiikrozés az (1, —2,2) vektort viszi a (3,0,0)-ba, azaz a (2,2, —2), vagy
kényelmesebben az (1,1, —1) normalvektoru sikra tiikroziink.
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A maésodik tiikrozés az els6é koordinatat helybenhagyva az yz-sik (4,3) vektorat viszi az
(5,0) vektorba. Ez az yz-sikon az (1, —3) normalvektora egyenesre valo tiikkr6zés, amelynek

matrixa % {;L _Z], tehat
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Q=(Q201) "' =0Q1Q3 = Q1Q2 = R —10 10 —5|-re A=QR
10 11 2
(Itt QT = Q;, mert a tiikr6z6 matrixok szimmetrikusak.)
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2. Hatdrozzuk meg az A = 3 10 1| madtriz QR-felbontdsdt Givens-forgatdsok
0 —-12 1
segitségével!
Megoldds:
1 -4 3 0 -4 =5 7 5 10 -5
Q1A= R -3 —4 0 3 0 1|=(0 -5 -5
0 0 5 0 —-12 1 0 —12 1
1|18 0 0 5 10 -5 5 10 -5
Q201A = 3 0O -5 —-12|-]0 -5 —5|=1]0 13 1| =R
0 12 -5 0 —12 1 0 0 =5
1| 52 15 —36
Q=(Q01)" =Q7Q] = | 39 20 —48|-re A=QR
0 —60 —25

3. Szamitsuk ki aza = (1,4, 1+1i) ésb = (1—1i,1, 14+13) vektorok skaldris szorzatdt és tdvolsdgdt!

Megoldas: (a,b) =1(1—1i)—i-i+ (1 —i)(1+1i) =4—1.
la—b[ = [(i,0,0)] = 1.
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. Ortogonalizdljuk a C*-beli {(i,0,1), (1,i,14 1)} vektorrendszert, és egészitsiik ki C* orto-
gondlis bdzisdva! Tegyiik ortonormdlttd ezt a bdzist!

Megoldds: Egészitsiik ki rogton bazissa a by = (4,0, 1), ba = (1,4, 1 + i) vektorrendszert,
mondjuk, a by = (0,0, 1) vektorral, és ezt a bazist ortogonalizaljuk, akkor az j bazis els6
két vektora az eredeti vektorrendszer ortogonalizéltja lesz.

C1 = b1 = (i,07 1),

ch=by— 3c; = (1 - 34, 4, 5 +1). Legyen co = 2¢h = (2 — 4, 2i, 1+ 2i).

¢ =bs— 1ci — T =(0,0,1) — 3(4,0,1) — 5 (=5i,4 + 24,5) = (=i, -2 — 4, 1).
Legyen c3 = (—i,—2 — i, 1).

Tehat az eredeti vektorrendszer ortogonalizaltja {(,0,1),(2 — 4, 24, 1+ 27) }, az ennek
kiegészitésével kapott ortogonalis bazis {(i,0,1), (2 —4,2i,1 + 2i), (—i,—2 —i,1)}, az

ortonormalt pedig { \/ii(i,(), 1), ﬁ@ — 4,24, 1+ 2i), %(—z’, —2—1i,1)}.

. Legyen x,y € R". Bizonyitsuk be, hogy az x + iy € C" vektor pontosan akkor merdleges a
konjugdltjdra, ha x és'y a valds euklideszi térben azonos hosszusdgu, egymdsra merdleges
vektorok!

Megoldds:

(x — iy, x+1iy) =(x,%X) + (x,1y) + (—iy,x) + (—iy, iy)
=(x,x) +i(x,y) +i(y,x) +i-i(y,y) =
=xI* =y’ +i(x,y) +ilx,y) = [x|* — [y + 2 (x,y)
=0

2 2 .
& X =lyl"=06é (x,y) =0
& x| =ly| és xLly.

. Dontsiik el az alabbt mdtrizok mindegyikérdl, hogy onadjungdlt, ferdén énadjungadlt, unitér,
illetve normadlis-e?
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Megoldas: B onadjungalt, ezért normaélis is, de nem ferdén 6nadjungalt, és nem unitér. C'
unitér, ezért normalis is, de nem 6nadjungélt, és nem is ferdén 6nadjungalt. A nem unitér,
nem 6nadjungalt, és nem ferdén 6nadjungalt. A normalitast ellenérizhetjiik az A*A = AA*
egyenlGséggel, vagy észrevehetjiik, hogy A egy unitér (és igy normalis) métrix skalarszorosa,
ezért maga is normélis. Végiil D szintén nem 6nadjungalt, ferdén énadjungélt vagy unitér,
és a normalitast ellendrizve azt latjuk, hogy D*D = [; g}, mig DD* = {_g _i],

ezért D nem is normalis.



