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1. Adjuk meg az aldbbi vi,vs,vs € R* vektorok dltal kifeszitett W altérnek egy ortogondlis
bazisdat a standard skaldrszorzatra nézve Gram-Schmidt-ortogonalizacioval! Hatdrozzuk meg
av = (1,2,3,4) vektor merdleges vetiletét W-re, és adjuk meg a vetiilet koordindtavektordt
a megadott ortogondlis bazisban.

vi =(0,1,0,—-1), vo =(1,-1,0,1), v3 = (1,3,1,—-1)

Megoldds: El6szor csak ortogonalizalunk, aztan normalunk. Egy-egy ortogonalizilas utan
az 1j vektort helyettesithetjiik a skalarszorosaval, ha az szebb.

Ci =V = (0, 1, 0, —1),

co=vy — {¥2he; = (1,-1,0,1) + 2(0,1,0, —1) = (1,0,0,0).

lc1]?

C3 = Vs — (Té;"’§’>cl — feavsl ey = (1,3,1,—1) — £(0,1,0,—1) — (1,0,0,0) = (0,1,1,1).

lez|?
Tehat a { vy, ve, vs } vektorrendszernek megfelels ortogonalis rendszer
{(0,1,0,-1),(1,0,0,0),(0,1,1,1) }, és a generalt altér ortonormalt béazisa ebbdl

{\/Lg(oa 1707 _1)7 (1707070)7 \/Lg(oa 17 17 1) }

2. Tekintsiik az (1,1,0,1),(1,1,0,0) dltal kifeszitett W alteret V = Zj vektortérben.
a) Mutassuk meg, hogy W=+ nem direkt kiegészitdje W -nek.

b) Vilasszunk ki a Zg standard {e1,eq,es,es} bdzisabol két elemet, amelyek W -nek
valamelyik direkt kiegészitdjét feszitik ki!

Megoldds: ~ a) Lathato, hogy (1,1,0,0) merdleges W mindkét generatorelemére, tehat
W NW=L #£0, igy W+ nem lehet direkt kiegészitéje W-nek.
A W meré6legesét egyébként az Ax = 0 homogén egyenletrendszer megoldéséaval
szamithatjuk ki, ahol A sorai a W egy generatorrendszere (a megoldas vektoros
alakjabol a W= bézisat is leolvashatjuk). Ezutan a W + W+ dimenzi6jat ellen-
orizhetjiik egy masik Gauss-eliminacioval, amit a két generatorrendszer unidjara al-
kalmazunk. Mivel dim W + dim W+ = dim V, pontosan akkor lesz V. =W @ W+, ha
dim(W + W) = dim V.

b) Végezziink Gauss-eliminaciot arra a maétrixra, amelynek els§ néhany oszlopa a W
megadott generatorrendszere, a tobbi az, amibdl a kiegészitést valaszthatjuk (ez lehet
altalaban a teljes tér egy tetszGleges generatorrendszere). A lépcsss alak vezérelemei
altal megjelolt oszlopok a W bézisaval kezdGdnek, és ezt egészitik ki a tobbiek a V
egy bazisava. Ne felejtsiik el, hogy modulo 2 szamolunk ebben a feladatban!

1 1.1 0 0 O 1110 00 1 1.1 0 0 O
1101 00 L 0 01 100 L 0110 0 1
0 00 010 000010 0 01 1 00
1 0 00 01 01 1 0 01 000010

A béazisoszlopok az 1., 2., 3. és 5., tehat egy direkt kiegészitG altér egy lehetséges bézisa
{e, es}.

3. Tekintsiik az R%-et mint euklideszi teret az A = 9 5

xT Ay skaldrszorzattal. Legyen u = (1,1), v = (1, —1).
a) Milesz az (e1,e2) 4 €s (U, V) 4, skaldrszorzatok értéke, és mi az e; €s ey hossza ebben
az euklideszi térben?

L 2} mdtriz dltal megadott (X,y) 4 :=

b) Adjunk meg erre a skaldrszorzatra nézve ortonormdlt bdzist R%-ben!
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Megoldds: Vegyiik észre, hogy A pozitiv definit, mert szimmetrikus, és [z y] [; ?} [?j —

2% + 4oy + 5y = (¢ + 2y)%2 + y? > 0 minden (z,y) # 0-ra. Tehat az A &ltal definialt
bilineéris fiiggvény skalarszorzat, és R? ezzel a skalarszorzattal euklideszi tér.
a) (e;,e;) = el Ae; az A matrix ij indexd eleme. Tehat (ej,ez), = (e2,€1), =2, €
hossza \/(e1,e1) 4, =1, ey hossza pedig V5 ebben az euklideszi térben.
N 1 2 1]
(u,v)=u’Av=_1 1] [2 5} {_1} = —4.
b) Hasznaljunk Gram-Schmidt-ortogonalizaciot a (, ), skalarszorzatra nézve, az
{e1, ez } bazison.
c1 =e1 = (1,0),
Co = ey — S2ac = (0,1) — 2(1,0) = (—2,1). Tehat {ci,c2} = {(1,0),(~2,1)}

(c1 701>A

ortogonalis bazis, és (ci,c1), =1, (cg,c2)4 = [—2 1] B g} [_ﬂ =1, igy ez

egyuttal ortonormalt bazis is.

. Mutassuk meg, hogy az n X n-es ortogondlis mdtrixok csoportot alkotnak, azaz ortogondlis
mdtrizok szorzata ortogondlis, inverze ortogondlis és az eqységmdtriz ortogondlis.
Megoldds: Ha A=' = AT és B~! = BT akkor (AB)™! = B~'A~! = BT AT = (AB)T,
(A=A L =(A DY es I t=T=1"T.

. Melyik szemiortogondlis az aldbbi mdtrizok kézil? A szemiortogondlisoknak melyik oldali
inverze létezik? Adjuk is meg a megfeleld egyoldali inverzeket!

cosae —sina 0 1 1 0

sin « cosax O -1 1 0

A= 0 0 0]’ b= 0O 0 O
0 0 1 0O 0 1

Megoldas: B nem szemiortogonalis, mert bar a sorai és oszlopai is ortogonélisak, nem
alkotnak ortonormaélt rendszert. A oszlopai viszont ortonormélt rendszert alkotnak, igy A

(az oszlopokra nézve) szemiortogonélis, és AT A = I. Ez azt jelenti, hogy A bal inverze
AT,

a) Irjuk fel azt a 2 x 2-es forgatdsmdtrizot, amely az (1,2) vektort elforgatja a (v/5,0)
vektorba!

b) Irjuk fel av = (1,—1,1, —1) normdlvektori hipersikra valé Householder-tiikrézés stan-
dard mdtrizdt!

¢) Irjuk fel annak a Householder-tikrézésnek a mdtrizdt, amely a v = (1,—1,1,—1)
vektort olyan vektorba viszi, amelynek csak az elsd koordindtdja nem nulla, és az elsé
koordindta negativ! Milyen normdalvektorid hipersikra tikréz ez a transzformdcio?

1 2
. camatric L
Megoldds: a) A forgatasmatrix 7 {_2 1

1 -1 1 -1 11 -1 1
-1 1 -1 1 1 1 1 -1

1 s 2 — 1
b) A tiikrozés métrixa [ — % 1 1 1 —1 2 | 1 1 1 1
-1 1 -1 1 1 -1 1 1

c) |v| = 2, igy a hipersik normalvektora (—2,0,0,0) — (1,—1,1,—-1) = (-3,1,—1,1), és

9 -3 3 -3 -3 3 -3 3
-3 1 -1 1 3 5 1 -1

e e 2 -1
a tlikrozés matrixa I — 5 3 _1 1 -1 6| _3 1 5 1
-3 1 -1 1 3 -1 r 5
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1 3 9
-1 3 1 ) . . . .
. Legyen A = | 3 5| Hatdrozzuk meg az A mdtrix QR-felbontdsdt, valamint teljes
-1 3 -3

QR-felbontdsdt Gram—Schmidt-féle ortogonalizdcioval!
Megoldds: Ortogonalizaljuk a matrix oszlopait, azaz aza; = (1,—1,1,—1), as = (3,3,3,3)
és az = (9, 1,5, —3) vektorokat. Az ortogonalizalas soran szabad a kapott ortogonalis vek-
torokat pozitiv skalarral megszorozni, mert attol még a hozzé tartozo ortonormalt rendszer
ugyanaz lesz.
C1 = a; = (1 1 1 1)

=(3,3,3,3) — g(l —1,1,-1) = (3,3,3,3), igy co = (1,1,1,1) is lehet.
c3 = (9,1,5 -3) — 181, 1,1, 1) —12(1,1,1,1) = (2,2,-2,-2), igy ¢ = (1,1, -1, -1).
A megfelelo ortonormalt rendszer igy
ai =3(1,-1,1,-1), g2 = £(1,1,1,1), q3 = 3(1,1,—1,—1). Ebbdl

11 1
1|-1 1 1 - 208
Q== = R=QTA=10 6 6
2 11 -1

L1 1 00 4

A teljes felbontashoz -t kell kiegésziteni ortogonalis métrixszé példaul egy negye-
dik, fiiggetlen vektor ortogonalizalasaval: (1,0,0,0) — (1 1 ,1,—-1) — —(1 1,1,1) —

P

%(1, 1,-1,-1) = i(l, —1,—1,1) = a negyedik vektor %(1, — , 1), és a felbontas
1 1 1 1 2 0 8
a_l|-1 1 1 =10 6 6
2] 11 -1 -1{]0 0 4
-1 1 -1 1 0 0 O

. A 7. feladat A madtrizdra hatdrozzuk meg az Ax = b linedris egyenletrendszer egyetlen
legjobban kézelité megolddsdt QR-felbontds segitségével, ha b = (0,0,0,1). Miért van csak
eqy legjobban kozelitd megoldds?

Megoldds: Az Rx = QTb egyenletet kell megoldanunk:

2 0 8 -1 4 ~1/2 1/4
06 6/x=2|1 1 1 1lb=| 12/ = x=|5/24
00 4 1 1 -1 -1 —1/2 ~1/8

Ha A teljes oszloprangi (és esetiinkben az), akkor (AT A) = r(A) miatt a norméalegyenlet
matrixa teljes rangu, azaz invertalhatd, kovetkezésképpen egyértelmt a normalegyenlet
megoldéasa.



