Bevezetés az algebraba 2 3. feladatsor 2024. februar 26.

. Hatdrozzuk meg a spektrumdt annak az A € R™™"™ mdtriznak, amelynek minden eleme 1.
Diagonalizdlhato-e ez a mdtriz, €s ha igen, mi a diagondlis alakja?

Megoldds: n = 1-re a spektrum {1 }.

Tegyiik fel, hogy n > 2. Mivel r(A) = 1 < n, a 0 sziikségképpen sajatérték, és dim Vy =
n — 1. A geometriai multiplicitis nem lehet nagyobb az algebrainal, igy a 0 algebrai
multiplicitasa is legalabb n — 1, ezért ezen kiviil mar csak egy sajatérték lehet, legyen ez A.
A métrix nyoma n =04 ...+ 0+ A = )\, tehat a spektrum az algebrai multiplicitasokkal
{0,...,0,n} (a 0-t n-szer véve).

Ebbdl az is kévetkezik, hogy az algebrai multiplicitasok megegyeznek a geometriaiakkal,
ezért A diagonalizalhato, és a diagonélis alakja diag(0,0,...,0,n).

. Melyek diagonalizdlhatok az aldbbi mdatrizok kézil R, illetve C f6lott?

-1 -1 -1 1 0 0 0 0
A= 1 1 1], B:{2 1], c=110 -1
3 1 3 0 1 0
Megoldds: ka(z) = —23+32% —22 = —2(z—1)(z —2), vagyis a 3 x 3-as matrixnak harom

kiilénb6z6 valos gyoke van, igy diagonalizalhato R f6lott is.

kp(z) = (x — 1)%, de r(B — I) = 1 miatt dimV;, = 2 — 1 = 1 kisebb az 1 algebrai
multiplicitasanal, igy B sem R, sem C {616tt nem diagonalizalhato.

ko(z) = —2® — 2 = —z(2? + 1) nem bonthaté R f5ltt lineéris faktorokra, ezért C az R
folott nem diagonalizalhato. Viszont C folott ko (z) = —xz(z — i)(x + i) mutatja, hogy
C-nek C-ben harom kiilonb6z6 sajatértéke van, ezért C folott diagonalizalhato.

. Hatdrozzuk meg az aldbbi mdtriz spektrdlfelbontdsdt és ennek segitségével a 12-edik
hatvdnydt! Mi a v = (1,2,2) vektor vetilete a sajdtalterekre a &V, felbontdshoz tartozo
vetitésnél?

2 3 =3
M=13 2 -3
3 3 -4

Megoldds: A spektralfelbontast kiszamithatjuk az A = PDP~! felbontas sajatértékek
szerint csoportositott Gsszegre bontasabol, de a sajatvektorok megkeresése és P invertéalasa
helyett a spektralfelbontas vetitéméatrixait meghatarozhatjuk az aldbbi egyenletrendszerbdl
is:

P + ... + Py = 1
MNP+ 0+ NP = A
MTIP 4+ Alp = Ak
ahol A1, ..., \x a diagonalizalhat6 A matrix sajatértékei. Esetiinkben

|A—xl| = —(z+1)*(x—2), és r(M +I) = 1 miatt dimV_; = 2, igy M diagonalizalhato,
tehat hasznéalhatjuk a modszert.
A Py, Py-re felirt egyenletrendszer

L 11 | T o[t o %I—%A N
-1 2 ] A 0 3 | A+ 0 1 | 3A+3I
1 [0 -1 1 1 1 1 -1
-1 -1 2 11 -1
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Tehat
0 —1 1 1 1 —1
A=(-1)-|-1 0 1|+2-|1 1 -1
-1 -1 2 1 1 -1
a spektralfelbontas, és
0 -1 1 1 1 -1 4096 4095 —4095
A2 = -1 0 1| +409-|1 1 —1| = |4095 4096 —4095
-1 -1 2 1 1 -1 4095 4095 —4094

A v vektor vetiiletei a v = vy + vy (vi € V_1, vo € V5) felbontas alapjan: vy = Piv =
(0,1,1) és vo = Pyov = (1,1, 1).
o 147 1 e o . e

. Rajzoljuk fel az A = L—i 4 mdtrix €s az A° mdtrix Gersgorin-koreit, és ezek
segitségével adjunk felsé becslést A sajatértékeinek abszolut értékére. (Tudjuk, hogy ha
\ sajdtértéke A-nak, akkor \? sajdtértéke A*-nek.)

Megoldds: A sorokhoz tartozé Gersgorin-korok |z — (1 +4)| < 1 és |z —i| < v/2. Mind-
kettében 14+/2 a maximalis abszolit érték (a kor kdzéppontja origotol vett tavolsaganak és
a kor sugaranak Osszege), igy az uniojukban is az. Az oszlopokhoz tartozo Gersgorin-korok
|z—(1+i) < V/2és |z—i| < 1, itt a maximalis abszolat érték 2¢/2 és 2, a maximumuk 2v/2. A
sajatértékek mindkét unioban benne vannak, igy |A| < min{1++/2,2v2} = 14+/2 ~ 2,41.
A2 1+4 1+ 2

3+i —i

|z 4+ i| < V10, az oszlopokhoz tartozok pedig |z — (1 4+ i)] < V10, |z +i| < /5.
Tehat |A?| < min{max{v/2 + v/5,1 + v/10},max{v/2 + v/10,1 + v/5}} = 1 + V10, igy

Al < V14 V10~ 2,04

. Mutassuk meqg a karakterisztikus egyenlet felirasa nélkil, hogy az aldbbi A mdtrixnak van
legaldbb két valds sajdtértéke! (Haszndljuk a Gersgorin-kioroket!)

]. Az A? soraihoz tartozd Gersgorin-korok |z — (1 + i) < /5,

S = O N
— o O O
NN O W
SO = O

Megoldds: Az oszlopokhoz tartoz6 Gersgorin-korok:
Gi: |z=2|<1, Go: |2—9|<1, Gs: |z—2| <5, Gy: |z—6]<1.

Itt G; U Gs UGy = Gs diszjunkt Go-t6l, ezért a négy sajatértékbsl (multiplicitassal
szamolva) az els6 harmat, a méasodik egyet tartalmaz. Viszont valds egyiitthatos polinom
(ilyen a valos matrix karakterisztikus polinomja is) nem valés gyokei konjugélt parokat
alkotnak, tehat az x tengelyre szimmetrikusan helyezkednek el, ahogy a G1,G2,Gs, Gy
Gersgorin-korck is. Igy a Gs-ba es6 harom sajatértékbdl legfoljebb egy par lehet az x
tengelyen kiviil, a Go-ben levs pedig sziikségképpen az x tengelyen van. Tehat A-nak van
legalabb két kiilonbozd valos sajatértéke. (Valojaban pontosan kettd van.)



