Bevezetés az algebraba 2 10. feladatsor 2024. aprilis 22.

. Irjuk fel az alabbi matrix karakterisztikus polinomjat és minimalpolinomjat!
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. Van-e az egységmatrixon kiviil olyan matrix R**?-ben, illetve Q?**-ben, amelynek az
o0todik hatvanya az egységmatrix?

. Lassuk be, hogy a 2 x2-es matrixok kozott pontosan azok hasonlok, amelyeknek megegyezik
a minimalpolinomjuk, de 3 x 3-as matrixokra ez méar nem igaz.

. Legyen A = diag(By, ..., By) blokkdiagonalis métrix. Bizonyitsuk be, hogy
a) ka(z) = kg, (z) - kp,(z) - kp, (2);
b) ma(z) = [mp, (x),mp, (), -, mp, (x)];
c) r(A) =r(By)+r(B2)+...+7(Bg)-

Mi a helyzet, ha A csak blokkhéromszog alaka?

. Mi lehet a Jordan-féle normalalakja annak a komplex matrixnak, amelynek a

a) karakterisztikus polinomja (z — 1)®, minimalpolinomja (z — 1)%, az 1-hez tartozé V;
sajataltér dimenzidja 2;

b) karakterisztikus polinomja —(z — A)”, minimalpolinomja (z — )3, dim(Vy) = 3, ahol
V) a A sajatértékhez tartozo sajataltér?
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. Mi az alabbi matrixok Jordan-féle normalalakja?

1 1 1 11
1 1 1 1 1 2 2 1 2 2 2 0 0 1
1 11 11 0 2 0 0 2 2 1 0 0
1 1 1 11 0 0 =5 0 0 2 01 0
1 1 1 11

. Hasonlosag erejéig hany olyan komplex matrix van, melynek

a) karakterisztikus polinomja —(x — 1)3(x — 3)%;

b) minimélpolinomja (x + 2)¢, és sajataltere 2-dimenzi6s?

. Mutassuk meg, hogy ha két 3 x 3-as vagy 2 x 2-es komplex matrix karakterisztikus polinomja
és minimalpolinomja megegyezik, akkor a két méatrix hasonlo.

. Mi lehet az A% métrix minimélpolinomja, ha A € C™*" minimalpolinomja (z + 1)2?



.
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Hazi feladatok
Beadasi hataridé: aprilis 29.
A feladatokra teljes, tomor és vildgos megolddst kériink részletszamitasokkal, indokldssal, az
eredmény leirdsa nem elegendd. A feladatok egy pontot érnek, a csillagos kettét. A hétbdl
hat feladat megoldasdt adjuk be, ezekbdl legaldbb 4 pontot el kell érni. Eqyiitt gondolkozni

szabad, de mds megolddsdt lemdsolni nem!

. Irjuk fel az alabbi matrix karakterisztikus polinomjat és minimalpolinomjat!

1 0 1 -1

0 1 -1 1

A= 0 0 1 0
-1 -1 1

. A Cayley—Hamilton-tétel bizonyitasaban felirtuk egy A matrixra az adj(A — zI) méatrixot

mint méatrixegytitthatos polinomot. Szamitsuk ki ezt a polinomot (irjuk is fel mindegyik
méarixegyiitthatot) az alabbi A matrixra!
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. Mi az alabbi matrixok Jordan-féle normaélalakja, és mi a minimélpolinomjuk?
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. Mi lehet a Jordan-féle normélalakja annak a komplex métrixnak, melynek

a) karakterisztikus polinomja —(z — 2)7, minimélpolinomja (x — 2)?, a 2-héz tartozo Vs
sajataltér dimenzidja 2;

b) karakterisztikus polinomja (z — A\)%, minimalpolinomja (z — \)?*, dim(Vy) = 3, ahol
Vy a A sajatértékhez tartozo sajataltér?
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. Legyen A egy 5 x 5-0s, 2 sajatértékd, B pedig egy 5 x 5-0s, 0 sajatértéki Jordan-blokk.

Mi az A? és a B? matrix Jordan-normalalakja?

. Hasonloség erejéig hany olyan komplex matrix van, melynek

a) karakterisztikus polinomja —(z — 2)5(x + 3)?;
b) minimélpolinomja (x — 1), és sajataltere 2-dimenzi6s?

Bizonyitsuk be, hogy minden Zo folotti 2 x 2-es matrix nyolcadik hatvanya megegyezik a
négyzetével! Fogalmazzuk meg az allitast a minimalpolinomokkal kapcsolatos allitasként!



