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Bevezetés az algebraba 2 8. feladatsor 2024. aprilis 8.

. Bizonyitsuk be, hogy ha egy szimmetrikus matrix nem indefinit, lehet csupan lefelé hato

sormiiveletekkel fels6 haromszog alakra hozni (ahogy az LU-felbontésban), és az igy kapott
haromszogmatrix diagonalis része kongruens az eredeti matrixszal (tehat meghatarozza a
jellegét).

a) Hatarozzuk meg az alabbi A matrix pozitiv (szemi)definit négyzetgyokét.
b) Irjuk fel az A métrixot A = RT R alakban, ahol R fels6 haromszégmatrix, nemnegativ
diagonalis elemekkel.

o 4 =2
A= 4 5 2
-2 2 8

a) Hatéarozzuk meg a W = span((1, 1,0), (0,2, 1)) altér jobb és bal oldali merélegesét a
©(x,y) = xT By valos bilinearis fiiggvényre nézve, ha

B=|-

— N
N = O
—_ O

b) Hatéarozzuk meg a p-hez tartozo kvadratikus alakot és annak jellegét.
¢) Adjunk meg R3-ben olyan bazist, amelyben a kvardatikus alak négyzetdsszeg, és irjuk
fel ebben a bazisban a kvadratikus alakot.

. Legyen egy ¢ komplex skalarszorzat (azaz pozitiv definit hermitikus bilin. fv.) Gram-—

matrixa az €& = { ey, e5 } standard béazisban {_3 ;} :

a) Szamitsuk ki ej, ey hosszat és skalaris szorzatat a (C?, ) euklideszi térben.

b) Adjunk meg egy @-ortonormalt bazist C?-ben.

¢) Adjuk meg ¢ Gram-matrixat abban a B béazisban, amelynek elemei by = (1,7) és
by = (1,-1).

. Hatéarozzuk meg a ¢(x,y) = x* Ay hermitikus bilinearis fiiggvényhez tartozo kvadratikus

alak jellegét, ahol

1 1 1+
A= —1 2 1
1—4 1 3

Irjuk fel a (x,x) kvadratikus alakot az 1, T2, 3 polinomjaként, és irjuk fel a kvadratikus
alakot egy (p-ortogonalis bézisban is.

. Bizonyitsuk be, hogy minden indefinit hermitikus bilinearis fiiggvényre nézve van olyan

nem nulla vektor, amely meréleges 6nmagéara!

Tekintsiik R*-en a p(u,v) = det[u | v] bilinearis fiiggvényt. Irjuk fel ¢ Gram-matrixat a
standard bazisban! Van-e R?-nek ¢-ortogonalis béazisa?
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Hazi feladatok
Beadasi hataridé: aprilis 15.
A feladatokra teljes, tomor és vildgos megolddst kériink részletszamitasokkal, indokldssal, az
eredmény leirdsa nem elegendd. A feladatok egy pontot érnek, a csillagos kettét. A hétbdl
hat feladat megoldasdt adjuk be, ezekbdl legaldbb 4 pontot el kell érni. Eqyiitt gondolkozni

szabad, de mds megolddsdt lemdsolni nem!

1. Adjuk meg az A = {168 g} méatrixhoz azt a pozitiv szemidefinit B méatrixot, amelyre
B? = A.
2. Adjuk meg az alabbi A matrix A = RTR Cholesky-felbontasat, ahol R felss
haromszogmaéatrix nemnegativ diagonalis elemekkel!
1 -1 2
A=|-1 5 —2
2 =2 5)
3. Hatérozzuk meg R*-ben az (1,—1,1) vektor altal generalt altér bal, illetve jobb oldali
merdlegesét a o(x,y) = xT Ay bilinearis fiiggvényre nézve, ha
1 2 -1
A=10 1 1
1 1 =2
4. Egy C? x C%-en értelmezett komplex bilineéris fiiggvény ¢(x,y) = iZ1ys — iZ2y1.

7.

a) Irjuk fel ¢ Gram-matrixat a standard bazisban!
b) Lassuk be, hogy ¢ hermitikus!
c) Hatéarozzuk meg a jellegét!

. Adjunk meg egy olyan bazist, amelyben az el6z6 feladatbeli ¢ matrixa diagonalis! Irjuk

fel a bilinearis fliggvényt ebben a bazisban (x), x4, v}, y5 polinomjaként kifejezve).

. Legyen a,b € R, és tekintsiik a

©(p,q) = p(a)q(b) + q(a)p(b)

bilinearis fiiggvényt a legfeljebb elséfoki valos polinomok terén. Irjuk fel a ¢ méatrixat
a standard {1,z } bazisban! Az a és b értékétdl fiiggGen mi a jellege a p-hez tartozo
kvadratikus alaknak?

a) Bizonyitsuk be, hogy az 1. feladat A méatrixdnak minden négyzetgyoke szimmetrikus,
s6t, csak a feladat megoldasaban szereplé B és —B az A négyzetgyokei!

b) Adjunk példat olyan szimmetrikus, nem nulla matrixra, amelynek van nem szim-
metrikus négyzetgyoke is R**2-ben!



