Bevezetés az algebraba 2 6. feladatsor 2024. marcius 18.

. Bizonyitsuk be, hogy egy A € C"*" matrix pontosan akkor ferdén énadjungélt, ha iA
onadjungalt.

. Az A= 0 —1 méatrix onadjungalt és unitér (igy persze normalis is). Keressiink egy
olyan B matrixot, amely hasonl6 A-hoz, és még csak nem is normaélis!

a) Mutassuk meg, hogy a kovetkezs matrixok ortogonalisan hasonlok.

— e
— e
— e
— e
S OO =
OO OO
o O OO
o O O O

b) Hatéarozzuk meg a hasonlosag ortogonalis matrixat!
c) Hatarozzuk meg A karakterisztikus polinomjat!

. Bizonyitsuk be, hogy normalis méatrix kiilonb6z6 sajatértékeihez tartozéd sajatalterei
merdlegesek egymésra, pontosabban
a) A € C"" pontosan akkor normaélis, ha C" az A sajataltereinek ortogonélis direkt
Osszege (azaz a komponensek paronként merdlegesek egymasra);
b) A € R™ " pontosan akkor szimmetrikus, ha R" az A sajataltereinek ortogonalis direkt
Osszege

. Adjuk meg az
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matrix Schur-felbontasat!

. Az alabbiak koziil melyik méatrix hozhaté valos vagy komplex diagonalis alakra? Lehet-e
a diagonalizalé méatrix unitér/ortogonalis?
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Hazi feladatok
Beadési hatarids: marcius 25.

A feladatokra teljes, tomor és vildgos megolddst kériink részletszamitasokkal, indokldssal, az
eredmény leirdsa nem elegendd. A feladatok egy pontot érnek, a csillagos kettét. A hétbdl
hat feladat megoldasdt adjuk be, ezekbdl legaldbb 4 pontot el kell érni. Eqyiitt gondolkozni

szabad, de mds megolddsdt lemdsolni nem!

. Bizonyitsuk be, hogy normalis matrixnak (komplex) skalarszorosa, hatvanya, és inverze (ha

van) normalis, de normalis matrixok szorzata lehet nem normalis (adjunk ellenpéldat)!

a) Mutassuk meg, hogy a kovetkezs matrixok ortogonalisan hasonlok:

1 -1 1 3 0 0
A=1]-1 1 =11, D=0 0 0
1 -1 1 0 0 O
b) Hatéarozzuk meg a hasonlosag ortogonalis matrixat!
c) Hatarozzuk meg A karakterisztikus polinomjat!
. Adjuk meg az A = [_(1) ﬂ matrix Schur-felbontéasat!
. A € R¥? szimmetrikus matrix, ka(z) = —(z — 1)(z — 2)?, &s (1,1,0) az A-nak a

A = 1 sajatértékhez tartozo sajatvektora. Adjunk meg R-ben az A sajatvektoraibol allo
ortonormalt bazist, és ennek segitségével hatarozzuk meg az A matrixot. (Felhasznalhatjuk
a 4. gyakorlo feladat allitasat.)

Tegyiik fel, hogy az N € R"*"™ matrix normalis, az A matrixot pedig gy kaptuk N-bdl,
hogy az i. sorat, majd az i. oszlopat megszoroztuk —1-gyel (tehéat az i indexti eleme nem
valtozott). Bizonyitsuk be, hogy A is normalis! (Utmutatas: hogyan kaphatjuk meg N-et
A-bol méatrixszorzassal?)

. Az alabbiak koziil melyik méatrix hozhato valos, illetve komplex diagonalis alakra? Lehet-e

a diagonalizalé méatrix unitér/ortogonalis?

2 0 0 0 1 2
A=11 -1 0 B = 1 0 -1
1 1 1 -2 1 0

Legyen A € C"*" egy 6nadjungalt matrix. Bizonyitsuk be, hogy az A, A2, A3, ... matrixok
vagy mind kiilonbozéek, vagy legfeljebb két kiilonb6z6 van koztiik!

a b+ ci
b—ci d
énadjungalt matrixot, amelyre az { A, A%, A% ...} halmazban pontosan két kiilénbozs
matrix van?

Milyen feltétel mellett adnak az a,b,c,d € R valés szamok olyan A =



