Bevezetés az algebraba 2 4. feladatsor 2024. marcius 4.

. Adjuk meg az alabbi vq, Vs, vz € R? vektorok altal kifeszitett W altérnek egy ortogonalis
bézisat a standard skalarszorzatra nézve Gram-Schmidt-ortogonalizaciévall Hatarozzuk
meg a v = (1,2,3,4) vektor mergleges vetiiletét W-re, és adjuk meg a vetiilet ko-
ordinatavektorat a megadott ortogonalis bazisban.

V1 = (0,1,0,—1), Vo = (1,—1,0,1), V3 = (1,3, 17—1)

. Tekintsiik az (1,1,0,1),(1,1,0,0) altal kifeszitett W alteret V = Z3 vektortérben.

a) Mutassuk meg, hogy W+ nem direkt kiegészitSje WW-nek.

b) Valasszunk ki a Zj standard {e;,es,es, e,} bazisabol két elemet, amelyek W-nek
valamelyik direkt kiegészitGjét feszitik kil

2 .
5 & matrix altal megadott (x,y) 4 :=
xT Ay skalarszorzattal. Legyen u = (1,1), v = (1, —1).
a) Milesz az (eq,e2) 4 és (u, V) ,, skalarszorzatok értéke, és mi az e; és e; hossza ebben
az euklideszi térben?
b) Adjunk meg erre a skalarszorzatra nézve ortonormalt bazist R%-ben!

. Tekintsiik az R?-et mint euklideszi teret az A = {1

. Mutassuk meg, hogy az n X n-es ortogonélis métrixok csoportot alkotnak, azaz ortogonalis
matrixok szorzata ortogonalis, inverze ortogonalis és az egységméatrix ortogonélis.

. Melyik szemiortogonalis az alabbi matrixok koziil? A szemiortogonélisoknak melyik oldali
inverze létezik? Adjuk is meg a megfelel6 egyoldali inverzeket!

cosa —sina 0 1 1 0
sima cosa 0 -1 1 0
A= 0 0 0]’ B = 0 0 O
0 0 1 0 0 1
a) Irjuk fel azt a 2 x 2-es forgatasmatrixot, amely az (1,2) vektort elforgatja a (1/5,0)
vektorbal!
b) Irjuk fel a v = (1,—1,1,—1) normalvektora hipersikra val6 Householder-tiikrozés
standard matrixat!
c¢) Irjuk fel annak a Householder-tiikrézésnek a matrixat, amely a v = (1,—1,1,—1)

vektort olyan vektorba viszi, amelynek csak az els6 koordinataja nem nulla, és az els6
koordinata negativ! Milyen normalvektori hipersikra tiikroz ez a transzforméci6?
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. Legyen A = 1 3 5| Hatarozzuk meg az A matrix QR-felbontasat, valamint teljes
-1 3 -3

QR-felbontasat Gram—Schmidt-féle ortogonalizaciovall

. A 7. feladat A méatrixara hatarozzuk meg az Ax = b linearis egyenletrendszer egyetlen
legjobban kozelité megoldasat QR-felbontas segitségével, ha b = (0,0,0,1). Miért van
csak egy legjobban koézelité megoldas?
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Hazi feladatok
Beadési hatarids: marcius 11.

A feladatokra teljes, tomor és vildgos megolddst kériink részletszamitasokkal, indokldssal, az
eredmény leirdsa nem elegendd. A feladatok egy pontot érnek, a csillagos kettét. A hétbdl
hat feladat megoldasdt adjuk be, ezekbdl legaldbb 4 pontot el kell érni. Eqyiitt gondolkozni

szabad, de mds megolddsdt lemdsolni nem!

. Adjuk meg az alabbi vi, vy, v vektorok altal kifeszitett térnek egy ortogonalis bazisat a

standard skalarszorzatra nézve Gram-Schmidt-ortogonalizacioval!
vi=(1,1,1,1), vo = (1,2,1,2), v3 = (1,2,3,6).

Szamitsuk ki a vi, vy, vy vektorok koordinatavektorait erre az ortogonalis bazisra nézve!

. Igazoljuk, hogy a; = (1,0,0,0), a, = (0,0,1,1), a3 = (0,0,1,—1), a4, = (0,—1,0,0)

ortogonalis bazist alkotnak az R* standard euklideszi térben. Legyen W := span(aj, as).
Szamitsuk ki az x = (1,3,0,2) vektor W-re val6 mer6leges vetiiletét, és bontsuk az x
vektort egy W-beli és egy W-beli vektor ésszegére!

. Tekintsiik az R* euklideszi teret az (x,y), = x’ Ay skalarszorzattal, ahol A = {2 2}.

2 4
Adjunk meg ebben a térben egy ortonormalt bazist az (x,y), skalarszorzatra nézve a
{e1, ey } bazis Gram—Schmidt-ortogonalizalasaval.

1 2 2
. Hatarozzuk meg az A = 1 _3 _8 méatrix QR-felbontasat és teljes QR-felbontasét
1 -2 =8

Gram—Schmidt-féle ortogonalizacioval!

. Tekintsiik a 4. feladatbeli A matrixot. Hatarozzuk meg az Ax = b linearis egyenletrendszer

legjobban kozelité megoldasat QR-felbontas segitségével, ha b = (4,0, 0,0).

a) Irjuk fel azt a 2 x 2-es forgatasmatrixot, amely a (2, —1) vektort elforgatja a (1/5,0)
vektorba!

b) Adjuk meg azt a Householder-tiikrozést, amely a v = (1,1, 1, 1) vektort olyan vektorba
viszi, amelynek csak az els§ koordinadtaja nem nulla és az els6 koordinata pozitiv.

Bizonyitsuk be, hogy az R"™ barmely merclegességtartd lineéris transzformécioja (azaz
olyan f lin. tr., amelyre u L v = f(u) L f(v)) egy ortogonalis transzformécio
skalarszorosa.



