Bevezetés az algebraba 2 1. feladatsor 2024. februar 12.

1. Mutassuk meg, hogy az alabbiak vektorterek! Hény dimenziésak? Adjunk meg benniik
bézist!
a) (C]R
b) Cc
c) Az n X n-es valés nulla nyomi matrixok R folott. (Egy méatrix nyoma a diagonélis
elemeinek az Osszege.)
d) Az n x n-es komplex nulla nyoma méatrixok R folott.
e) Az R[z,y] R-vektortérben a legfoljebb 3-adfoku polinomok.
f) Az Rz, y] R-vektortérben a legfoljebb 3-adfoki szimmetrikus polinomok
0
)

Adott A = 1 matrixszal felcserélhets 2 x 2-es valds matrixok.

& 1 -1

2. Bizonyitsuk be az axiéméakbol, hogy egy vektortérben \v =0 < A =0 vagy v = 0.

3. Tekintsiik az X halmaz P(X) hatvanyhalmazan értelmezett K = Zo {616tti V' vektorteret,
ahol az Osszeadas az AA B = (A\ B) U (B \ A) szimmetrikus differencia.
a) Bizonyitsuk be, hogy V' valoéban vektortér!
b) Adjunk meg V-ben egy bazist, ha X véges halmaz!
c¢) Bizonyitsuk be, hogy (végtelen X halmaz esetén is) van olyan f : Vi — K linearis
leképezés, amely X paros elemszamu véges részhalmazait 0-ba, a paratlanokat 1-be
viszi!

4. Adjuk meg az f: (x,y,2) = (x+y—2z,x+2,2x+y— 2z, —x — z) linearis leképezés marixat
standard bazisban. Mennyi a rangja? Hany dimenziés f magtere és képtere? Adjuk meg
a magtérnek és a képtérnek egy-egy bézisat!

5. Legyen f : R[z]<a — Rlz]<3 az a leképezés, amelyre f : p(z) — (x — 1)p/(2? + 1).
Bizonyitsuk be, hogy f lineéris leképezés, és hatarozzuk meg a magjat és a rangjat! Irjuk

fel a matrixat a standard { 1,2, 22, ...} bazisokbol all6 bazisparban, illetve keressiink egy
olyan bazispart, amelyben a matrixa [ 0 8} alakt blokkméatrix!

6. Adjuk meg a kovetkezs linearis transzforméciok és leképezések métrixat a megadott
bazisban (vagy bazisparban)!
Adjuk meg a képtér és a magtér egy-egy bazisat!
a) f(x,y,2) = (x + 2y — 2z, — y + z) standard bézisban, illetve a (B’,C’) bazisparban,
ahol
a B ={(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)} és C' = {(1,1),(2,3)}.
b) az x = t,y = 2t,z = —t tengely koriili 90°-os forgatas a standard bazisban!
c) a 2 x 2-es valés métrixokon az A — A + AT leképezés a standard bazisban!
d) A Cg vektortéren egy z = a + bi komplex szammal val6 szorzas matrixat a B = {1,4}
és a B'={1+1,1— i} bazisban.

7. Legyen f : R® — R? az a lineéris transzformécio, melyre f(1,1,0) = (1,0,1), f(1,0,1) =
(0,1,1) és f(0,1,1) = (1,1,0). Adjuk meg f méatrixat a B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}
béazisban és a standard bézisban is! Milyen vektorokat hagy helyben ez a leképezés? Mi
az [ mint geometriai transzformaci6?
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Hazi feladatok
Beadasi hatarids: februar 19.

A feladatokra teljes, tomor és vildgos megolddst adjunk részletszamitasokkal, indokldssal, az
eredmény leirdsa nem elegendd. A feladatok egy pontot érnek, a csillagos kettét. A hétbdl
hat feladat megoldasdt adjuk be, ezekbdl legaldbb 4 pontot el kell érni. Eqyiitt gondolkozni
szabad, de mds megolddsdt lemdsolni nem!

. Mutassuk meg, hogy azok a 3 x 3-as valdés matrixok, melyekben minden sor Osszege 0,

vektorteret alkotnak R folott. Hany dimenzios ez a vektortér? Adjunk meg benne egy
bazist (lassuk is be, hogy bézis)!

. Bizonyitsuk be vektorterekben az u — (v — w) = (u — v) + w azonossagot, ahol a kivonas

definicidja (K) u—v := u+(—1)v. Egy lépésben csak egy atalakitast végezziink, és mindig
irjuk oda, hogy melyiket hasznaljuk az alabb felsorolt (A1l),...,(A4),(S1),...,(S4) axiémak
koziil, illetve a (K) definicot vagy egy (T) testtulajdonsagot!

(Al)u+v=v+u VuveV (S1) A(u+v)=Au+Av VA€ K, uveV
(A2) (u+v)+w =u+(v+w) Yu,v,weV (S2) A+ p)v=Av+puv V\pe K, veV
(A3)30: v+0=v VveV (S3) A\w)v=Apv) VY\pueK, veV
(A) Vv eV I(-v): v+ (-v)=0 (S4) lv=v V¥YveV

Bizonyitsuk be a Zorn-lemma segitségével, hogy ha v egy V vektortér nemnulla vektora,
akkor van V-nek maximalis olyan W altere, amely nem tartalmazza v-t.

Adjuk meg az f : (z,y,2) = (r + 2y — z,x + y,y — 2) linearis transzforméci6 marixat a
standard bazisban. Mennyi f rangja? Héany dimenziés f magtere és képtere? Adjuk meg
a magtérnek és a képtérnek egy-egy bazisat!

. Legyen : Rlz]<o — R[z]<2 az a linearis transzformacio, amelyre f(p(z)) = zp/'(z) — p(z).

Adjuk meg f méatrixat a standard {1,z,2% } bazisban, és frjuk fel f magterének bazisat
(a bazis elemeit polinomokként irjuk fel)!

. Adjuk meg az f(z,y,2) = (r +y + z,& — 2y + z) linearis leképezés matrixat a standard

béazisban, illetve a B} = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,—1)} és B, = {(1,—1),(1,1)} bazisparban!

Bizonyitsuk be, hogy a vektortereknek a 2. feladatban felsorolt (A1),...,(A4),(S1),...,(S4)
axiomai koziil az (A1) kommutativitasi axioma kovetkezik a tobbibdl! Figyeljiink oda arra,
hogy (A3) és (A4) csak “féloldalasan” lett kimondva, tehat ha sziikségiink van a masik oldali
azonossagra, azt bizonyitanunk kell az (A1) felhasznalasa nélkiil!



