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. Bizonyitsuk be, hogy U = span((1,1,0,1),(0,—1,2,1)) és W = span((0,1,0,0),(0,0,0,1))
alterek direkt kiegészitdi eqymdsnak! Irjuk fel az U-ra valé W irdnyi vetités standard
matrizat!

Megoldds: Ahhoz, hogy R* = U® W, elég belatni, hogy a négy megadott vektor linearisan
fliggetlen, mert akkor egyrészt UNW = 0, masrészt a 4-dimenzios R*-ben 4 fiiggetlen vektor
sziikségképpen generatorrendszer, ezért U + W = R? is teljesiil:

1 0 0 0 1 0 0 0
1 -1 1 0 0 2 0 0

|P‘_0 200“1-110“27&0'
1 1 0 1 1 1 0 1

A vetités az U bazisvektorait onmagukba, a W bazisvektorait pedig 0-ba képezi, tehat
a standard matrix az AP = P’, azaz PT AT = (P’)T métrixegyenlet megoldasa, ahol P’
oszlopai a P els6 két oszlopa és két 0 oszlop.

1 1011 101 1000 ] 1 101
0 -1 21 |0 121/ /0020|0121
0 100 1] 0 000 01007 |0 000
0 001 1] 0 000 00010 000
1000 | 1 10 1 1 10 1
01001 0 00 0 _ ,r_|0 00 of
0010 |0 —1/2 1 1/2 o —1/2 1 1/2
000110 00 0 0 00 0
1 0 0 0
10 —-1/2 0
4=10 o 10
10 1/2 0

(Erdemes ellendrizni a matrix hatasat a négy bazisvektoron.)

. Teqyiik fel, hogy f és g is vetitések a V wvektortéren. Ldssuk be, hogy g o f dltaldban nem
vetités (adjunk ellenpéldat!), de ha Im f < Img vagy Img < Im f, akkor igen!

Megoldas: Ha f az x tengelyre valdé merdleges vetités, g pedig az y = x egyenesre, akkor

[go fle = [}g %3} . [(1) 8} = Hg 8}, amelynek a négyzete nem 6nmaga, hanem
1/4 0 ) p
{1/4 0}, tehat g o f nem vetités.

Legyen A az f, B a g matrixa valamely B bézisban. Ekkor A? = A, B? = B,
és ha Im f < Img, akkor BA = A, ugyanis A oszlopait B helyben hagyja, ha viszont
Img < Im f, akkor AB = B, ugyanis akkor B oszlopait hagyja helyben az A. Az els6
esetben BABA = BAA = BA, a masodikban BABA = BBA = BA, tehat mindkét
esetben igaz, hogy [g o f]§ = (BA)? = BA = [go f]p, ezért go f vetités.

. Déntsiik el, hogy az alabbi mdtrixok kézil melyek hasonlok R folott? A hasonldkra adjunk
is meq eqy dtkonjugdlo mdtrizot! Melyik mdtriz mdtriza eqy altérre valo vetitésnek?

ool ool Lol Ll Bl [l
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Megoldds: Irjuk fel mindegyik méatrixra a nyomot, a rangot és a determinanst. Ha-

sonlé métrixokra ezek mind megegyeznek, tehat ezutdn csak az olyan métrixparokkal kell
foglalkoznunk, amelyekre ez a harom szam azonos.

ool el [l ol o) o

nyom 1 3 0 2 2 3
rang 1 2 2 1 2 2
det 0 2 -2 0 1 2

Az A= [(1) (2)} és B = [g ” matrixokrol kell még eldonteni, hogy hasonlok-e, méas ha-

sonl6 par nem lehet a 6 matrix kézott. Olyan P = [Ccl Z invertalhato méatrixot keresiink,
-1 _ _ ) a b| |2a a+b
amelyre P~ AP = B, azaz AP = PB, elemekkel leirva [20 2d] = [20 ctdl Ez

a, b, c, d-re lineéris egyenletrendszer, amelynek a megoldasa a = 0, d = ¢, és b, ¢ tetsz6leges,
vagyis az Osszes olyan P = [2 i} matrix megfelel, amelynek a determinédnsa —bc # 0,

0 1
11
Megjegyzés: Mivel A diagonalis matrix, az A és B hasonlosigat azzal is bizonyithatjuk,
hogy megkeressiik B sajatértékeit (mivel haromszogmatrix, ezt szamolas nélkiil is meg-
allapithatjuk), és belatjuk, hogy B diagonalizalhato, ami pedig rogton kovetkezik abbol,
hogy a 2 x 2-es B matrixnak két kiillonb6z6 sajatértéke van.

példaul P = } . Ezzel belattuk, hogy A és B hasonldé matrixok.

Egy invertalhato méatrix csak akkor lehet vetités, ha az megegyezik az I egységmatrix-
szal, ugyanis a vetités az oszloptéren (azaz a képtéren) identikusan hat. Tehét csak az els6
és a negyedik matrix jon szoba. Az els6 négyzete 6onmaga, igy az vetités (span(e;)-re a
span(ez) mentén), a negyedik négyzete viszont onmaga kétszerese, igy az nem vetités.

. Hatdrozzuk meg az aldbbi linedris transzformdciok sajdatértékeit és sajatvektorait!
a) Az x+y+ z =0 sikra valé vetités a z tengely irdnydban.

b) A p(x)— (z—1)p/'(z) transzformdcid a K[z]<o vektortéren.

c) A transzpondlds a 2 X 2-es valds mdtrizok terében.

Megoldds: a) A sik nemnulla vektorai a sajatvektorok A = 1 sajatértékkel, a z tengellyel
parhuzamos nemnulla vektorok pedig A = 0 sajatértékkel. Tobb nem lehet, mert mér
ezek is kigeneraljak a teljes R>-at.

b) 0 csak akkor lehet a kép, ha p’ = 0, azaz, ha p konstans polinom, igy a A = 0
sajatértékhez a ¢ # 0 konstans polinomok a sajatvektorok. Ha A # 0 sajatérték,
és p(z) ehhez sajatvektor, akkor (x — 1)p’(z) skalarszorosa p(x)-nek, tehat p(x) =
(x — 1)h(z) alaka, képe pedig (x — 1)p/(z) = (x — 1)((z — DA/ (z) + h(x)) =
(x—1)%1 (x)+(x—1)h(x) skalarszorosa p(x) = (x—1)h(x)-nek, tehat (x—1)2h'(z) is az.
Legfoljebb masodfoku polinomok kozott ez csak ugy torténhet, hogy vagy h'(z) = 0,
tehat p(x) = c(x — 1) valamely ¢ # 0O-ra, vagy p(z) = c(z — 1)? valamely ¢ # O-ra. A
sajatértékek a c, c(x — 1) és ¢(z — 1)? polinomokhoz rendre 0, 1, 2.

Mdsképpen: Felirhatjuk a transzforméacio (standard) matrixat, és megkereshetjiik en-
nek a sajatértékeit és sajatvektorait, majd megadjuk a sajatvektoroknak megfelels
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polinomokat.
0 -1 0 1 -1 1
A=10 1 -2 = A=0,1,2, s.vektorok: ¢t |0|, ¢ 1], t|—-21,
0 0 2 0 0 1

igy a sajatvektorok az eredeti K |[z]<2 vektortérben az 1, x—1 és 2 — 2z +1 polinomok
nemnulla konstansszorosai.

c) A (nem 0) szimmetrikus maéatrixok sajatvektorok 1 sajatértékkel, az antiszim-
metrikusak pedig —1 sajatértékkel. A szimmetrikus matrixok 3-dimenziés alteret

alkotnak: az
a b 1 0 0 1 0 0
Rt R R

egyértelmii linearis kombinédci6 mutatja, hogy { E11, F12 + FEa1, Fos } béazisa a
sajataltérnek. Az antiszimmetrikus méatrixok pedig egydimenziosat:

o=l

Igy dim Vi +dim V_; > 341 = 4, és dim R**? = 4, tehat tobb sajatérték és sajatvektor
nem is lehet.

Madsképp: Felirhatjuk a transzformécié matrixat is a standard { Eq1, E12, E21, Fao }
bazisban: A(a,b,c,d)’ = (a,c,b,d)T, igy a transzformacié matrixa

O O O
O = O O
OO = O
_— o O O

Ennek a karakt. polinomja (x — 1)%(2? — 1) = (z — 1)3(z + 1). A sajataltér A\ = 1-re:

0O 0 00 01 -1 0 1 0 0
0 —1 1 0 00 00 0 1 0
A=1o 1 10l 7 oo oo TXT5 o T 1| T 0]
0O 0 00 00 00 0 0 1
. i T Tl 1 0 0 1 0 0
tehat az 1-hez tartozo sajataltér baz1sa{{0 01, L O}’ [O 1]}
A = —1-re pedig
2 0 0 0 1 00 0 0
0 1 1 0 . 0 1 1 0 S ot -1
0 1 1 0 0 0 0 1 N 1]’
0 0 0 2 0 0 0O 0

igy a —1-hez tartozo sajataltér bazisa { [(1) _(1)] }
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. Az aldbbi valds mdtrizok kiozil melyek diagonalizdlhatok! Adjuk meg mindegyik mdtriznak
a sajdtértékeit és a sajdtaltereik bdzisdt!

_— 110 11 -2
A:{_z 1], B=|0 10|, C=|02 1
00 1 00 -1

Megoldds: A karakterisztikus polinomja |A — zI| = 2?2 — 2z — 3 = (z — 3)(z + 1),
sajatértékei 3 és —1. Két kiillonbozo sajatértéke van, ezért diagonalizdlhato, és diagonalis
alakja diag(3,—1).

Sajatalterei az A — 31 és A + I nullterei:

-2 =2 -1 2 =2 1
A=3: {_2 _2:|X=0=>X=t|: 1}, A=—1: {_2 2]x=0:>x:t[1}

Igy V3 bazisa {(—1,1)}, V_; bazisa {(1,1) }.

B fels6 haromszogmaétrix, ezért a sajatértékei a diagonalis elemei, tehat csak 1. 1
algebrai multiplicitasa 3, viszont B — I rangja 1, ezért a sajataltér dimenzioja (azaz az 1
geometriai multiplicitasa) csak 2, tehat a B matrix nem diagonalizalhato. A V; sajataltér
béazisa konnyen leolvashatéan {(1,0,0), (0,0, 1) }.

C is fels6 haromszogmatrix, igy konnyen leolvashatok a sajatértékei: 1,2, —1.
Mivel ezek mind kiilonbézsk, C' diagonalizédlhato, és diagonalis alakja diag(1,2,—1). A
sajatalterek:

01 -2 01 0 01 0 1
A = 1-hez: 0 1 1{ — |0 O 3| — [0 0 1| = x=t]0
0 0 —2 00 -2 0 0 0 0
-1 1 =2 1 -1 2 1 -1 0 1
A = 2-hoz: 00 1|+~ |0 0 1| = |0 0 1| =x=t]1
. 0 0 -3 0 0 -3 0 0 0 0
(2 1 -2 1 1/2 -1 1 0 —-7/6 7
A=-lhez |0 3 1| — [0 1 1/3| — |0 1 1/3| = x=2%t|-2
00 0 0 0 0 0 0 0 6
Tehat a harom sajataltér bazisa {(1,0,0) }, {(1,1,0) } és {(7,—2,6) }

. Melyek igazak eqy A € C"*"™ mdtrizra?

a) Ha v sajdtvektora A-nak, akkor v sajdtvektora A%-nek is.

b) Ha v sajdtvektora A%-nek, akkor v sajdtvektora A-nak is.

¢) Ha 0 sajdtértéke A%-nek, akkor 0 sajdtértéke A-nak is.

d) Ha a?> = b és b sajdtértéke A%-nek, akkor a vagy —a sajdtértéke A-nak is.

Megoldds:  a) Igaz. Ha Av = \v, akkor A%v = A(\v) = A(Av) = \?v.

b) Nem igaz. Példaul az A = [0 négyzete az egységmatrix, amelynek minden nem-

10
nulla vektor sajatvektora, de A-nak nem. Példaul az (1,0) nem sajatvektora A-nak,
de A%-nek igen.

c¢) Igaz. Ha AZ2-nek sajatértéke a 0, akkor |A|? = |A?| = 0, ezért |A| = 0, amibél
kovetkezik, hogy A-nak is sajatértéke a 0.

d) Igaz. 0= |A? —a?I| = |[(A+al)(A—al)| =|A+al|-|A—al| = |A+al| =0 vagy
|A —al| = 0. (Itt hasznaltuk, hogy I felcserélhets barmely méatrixszal, bar altaldban
A? - B?+ (A+ B)(A—-B).)
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. Hatdrozzuk meg az aldbbi mdtrizok sajdtértékeit és sajdtvektorait! Irjuk fel a hozzdjuk
tartozo linedris transzformdciok mdtrixdt a sajdatvektorokbol dllo bdazisban! Diagonalizdlds
segitségével szamitsuk ki a B mdtriz n-edik hatvdnydt!

T

Megoldds: |A — zI| = 2? — 2x = a sajatértékek 0 és 2. Két kiilonbozs sajatérték van,
tehat A diagonalizalhato. A sajatvektorok:

1 2 1 —1 -1 1 1 — 1
R e e 1 I Y P S N
t # O-ra. Egy sajatbazis B = {(—i,1),(¢,1) }. Az ezekbdl a vektorokbol mint oszlopokbol

allo P Attérési matrixszal P~1AP = D = diag(0, 2).
B sajatértékei 1 és 2, sajatvektorai

TR D S ) Y RIS RSN R ONGY
10 1 0 0 |0’ ' 0 0 0 0 N 1

t # O-ra. Egy sajatbéazis B = {(1,0),(—1,1) }. Az ezekbdl a vektorokbol mint oszlopokbol

allo P attérési matrixszal P~'AP = D = diag(1,2) == A = PDP~!. Igy

0 i mrmme1 1 =171 07f1 1] 1 1-—2n
R I A R R

. Hatdrozzuk meg az A% és az A mdtrizok sajdtértékeit és sajdtvektorait, azok algebrai és
geometriat multiplicitdsat és a mdtrizok karakterisztikus polinomjdt, ha

1 1 1 1
1 1 -1 -1
A= 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

Megoldds: A szimmetrikus matrix, és az oszlopai egymasra merdéleges, 2 hosszusagi vek-
torok, ezért A? = 41. Ez utobbinak 4 az egyetlen sajatértéke, és minden nemnulla vektor
sajatvektora. Tehat 4 geometriai és algebrai multiplicitasa egyarant 4. A? karakterisztikus
polinomja eszerint (z — 4)*. Masrészt a 3.a) feladat megoldasa szerint A sajatértékei csak
+2 koziil valok lehetnek. A — 27 lathatoan egy rangt matrix (az Osszes tobbi sor az elsd
sor —1-szerese), ezért a 2 az A 3-szoros geometriai és legalabb 3-szoros algebrai multi-
plicitasa sajatértéke. A hozza tartozo sajatvektorok az r1 — xo — 3 — x4 = 0 sik nemnulla
vektorai. A —2 is sajatérték, a matrixbol is kénnyen leolvashato, hogy (—1,1,1,1) egy
—2-hoz tartozo sajatvektor, s mivel —2 algebrai multiplicitasa mar csak 1 lehet, ez a ge-
ometriai multiplicitasa is, vagyis az 6sszes, —2-hoz tartozo sajatvektor a (—1,1,1,1) vektor
skalarszorosa. (Egyébként az, hogy —2 is sajatérték, abbol is leolvashato, hogy A nyoma
4, és igy az utolso sajatérték 4 — 3 -2 = —2.) Tehat 2 algebrai multiplicitdsa nem lehet
3-nal tébb (és igy pontosan 3), és ka(z) = (x — 2)3(x + 2).



