Bevezetés az algebraba 2 1. feladatsor 2022. februar 14.

1. Mutassuk meg, hogy az aldbbiak vektorterek! Hdany dimenzidsak? Adjunk meg benniik bdzist!
a) Cp
b) Cc
c) Az n X n-es valds nulla nyomiu mdtrizok R folott. (Egy mdtriz nyoma a diagondlis
elemeinek az dsszege.)
d) Az n x n-es komplex nulla nyomd mdtrizok R folott.
e) Az Rx,y] R-vektortérben a legfoljebb 3-adfoki polinomok.
f) Az Rz, y| R-vektortérben a legfoljebb 3-adfoki szimmetrikus polinomok
g) Adott A = [(1) _” mdtrixzszal felcserélhetd 2 x 2-es valds matrizok.
Megoldds: a) Cp bazisa { 1,7}, dimenzidja 2.
b) C bézisa {1}, dimenzidja 1.
c) Bazisa { Eji |j # k}U{ E11 — Exi | k > 1}, dimenzidja n? — 1.
d) Béazisa { Ejp, zE’];C |j # k:}U { Eq — Ekk, iE1 — iEgk |k > 1}, dimenzidja 2n? — 2.
e) Bazisa {1,z,y, 22, acy Y2, x3 x? y,xy y3 }, dimenzioja 10..
f) Bazisa {1, z +y, 2% + 9%, zy, 23+ 3, 2%y + xy? }, dimenzidja 6.
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{1, A} generatorrendszere ennek a vektortérnek, s mivel ezek nyilvanvaloan fliggetle-
nek, bézisa is. Kovetkezésképpen a vektortér dimenzidja 2.

Tehat a vektortér {:1: [1 0} +y [O _” ‘x,yeR } Ebbél lathato, hogy

2. Bizonyitsuk be az axiomdkbol, hogy egy vektortérben A\v =0 < X\ =0 vagy v = 0.

Megoldas: Emlékeztetiil a vektortér-axiomak:

(Al)u+v=v+u VuveV (S1) AMu+v)=Au+Av VAe K, uveV
(A2) (u+v)+w =u+(v+w) Yu,v,iweV (S2) A+ p)v=Av+puv V\pe K, veV
(A3)30: v+0=v YwveV (S3) (Au)v=Auv) V\pueK, veV
(A VeV I(-v): v+(-v)=0 (S4) lv=v VwveV

«<: Az el6adéson bizonyitottuk, hogy (*) Ov = 0 minden v € V-re. Hasonloan lathato,
hogy (**) A0 = 0 minden A\ € K-ra, ugyanis

0 22 X0+ (=A0) Z A(040)+(=20) Z(A0+10)+(=10) Z2 N0+ (A0+(—)0)) 22 x0+0 22 ro.
= Tegyiik fel, hogy A # 0. Mivel K test, 3 A71, és ezzel

0Z o= 2"t0w) 20w iivEy,

ahol T testtulajdonsagot jelol.

3. Tekintsik az X halmaz P(X) hatvdnyhalmazdin értelmezett K = Zy folotti V' vektorteret,
ahol az dsszeadds az AL B = (A\ B)U (B\ A) szimmetrikus differencia.
a) Bizonyitsuk be, hogy V wvaléban vektortér!
b) Adjunk meg V-ben egy bdzist, ha X véges halmaz!
c¢) Bizonyitsuk be, hogy (végtelen X halmaz esetén is) van olyan f : Vi — Ky linedris
leképezés, amely X pdros elemszami véges részhalmazait 0-ba, a pdratlanokat 1-be
viszi!
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Megoldds:  a) Al nyilvanval6 a definiciobol. Az iireshalmaz megfelel 0-nak: Ao = A

minden A-ra, és minden elem 6nmaga additiv inverze: AA A = (). Tehat A3 és A4
is igaz. (A4 B)AC elemei azok az © € X elemek, amelyek vagy A és B egyikében
vannak, és nincsenek C-ben, vagy A és B koziil paros sokban vannak benne, és C-ben
is benne vannak. Azaz azok az x-ek, amelyek A, B, C koziil paratlan sokban vannak
benne. Ez viszont AA(BAC) = (BAC) A A-rais igaz, igy A2 is teljesiil.
Mivel a skalarok csak 0 és 1, a skalarral valo szorzast a 0-A = () és 1- A = A képletekkel
definialhatjuk. Ezekre nyilvan teljesiil az S1, S2, S3, ha a szerepls skalarok egyike 0,
és A = u = 1-re az S1, S3, S4 nyilvanvalo, S2 pedig kovetkezik abbol, hogy A2 A = ().
Megj.: Az, hogy V wvektortér, abbdl is beldthato, hogy V -bdl Z?—be muvelettarto bi-
jekciot ad az, ha minden A halmaznak azt a fiigguényt feleltetjik meg X -bdl Zs-be,
amely az A elemein 1-et, a tobbin 0-t vesz fol.

b) Az egyelemi részhalmazok bazist alkotnak, ugyanis két diszjunkt halmaz szimmetrikus
differencidja az uniojuk, igy az egyelemi részhalmazok generatorrendszert alkotnak
véges X esetén, és fliggetlenek is, mivel a nemtrivialis linearis kombinaci6é itt néhany
(legalabb egy) kiilonb6z6 egyelemt halmaz unidjat jelenti, és ez nem lehet az iireshal-
maz.

c) Az egyelemi részhalmazok itt is fliggetlenek ugyanugy, mint véges X esetén. Ezt
a fliggetlen rendszert az oran tanult tétel szerint kibGvithetjiik V' bazisava. Az
el6irhatosagi tétel szerint van olyan lineéaris leképezés V-bol Ki-ba, amely az egyelemii
halmazokat 1-be, a tobbi baziselemet 0-ba viszi, és ez nyilvanvaloan kielégiti a feladat
feltételét.

4. Adjuk meg az f : (x,y,2) = (x+y—2z,x4 2,20 +y — 2z, —x — 2) linedris leképezés mdrixdt
standard bdzisban. Mennyi a rangja? Hdny dimenzios f magtere és képtere? Adjuk meg a
magtérnek és a képtérnek egy-eqy bazisdat!

Megoldds: A rangot, képteret és magteret is a matrix (redukalt) lépcsds alakjanak a
segitségével tudjuk meghatarozni.

1 1 =2 1 1 -2 1 0 1

A 1 0 1 s 0 -1 3 s 01 -3
2 1 -1 0 -1 3 0 0 0

-1 0 -1 0 1 -3 0 0 0

A rangja 2, mert a lépcsds alaknak két nemnulla sora van. Ebbgl kovetkezik, hogy a képtér
2-dimenzioés, a magtér dimenzidja pedig 3 — 2 = 1. A képtér bézisa az A elsd két oszlopa,
{(1,1,2,-1),(1,0,1,0) }, mert a lépcsds alakban az els§ két oszlopban van vezérelem. A
magtér bazisanak meghatarozasahoz az Ax = 0 homogén egyenletrendszer megoldasat kell
felirni: x = (—t,3t,t) =t(—1,3,1) (¢t € R), tehat a magtér bazisa {(—1,3,1) }.

5. Legyen [ : Rlz]<a — Rlz]<3 az a leképezés, amelyre f : p(x) — (z — 1)p'(2* + 1). Bi-
zonyitsuk be, hogy f linedris leképezés, €s hatdrozzuk meg a magjdt €s a rangjat! Irjuk fel a
mdtrizdt a standard {1,z,2%, ...} bdzisokbdl dllé bazispdrban, illetve keressiink egy olyan

0 )
-, ’ /
0 0} alaki blokkmdtrix!

Megoldds: Ha degp(x) < 2, akkor degp’(z) <1 = degp/ (2?2 +1) <2 =

deg(z — 1)p/(2? + 1) < 3, igy f valoban R[z]<2-b6l R[x]<3-ba képez. Linearis, mert p,q
polinomokra (z—1)(p+q) (2> +1) = (z—=1)(p' +¢') (z*+1) = (z=1)(p/ (*+1)+¢' (z*+1)) =
(x—1)p' (22 + 1)+ (xz—1)¢ (2®>+1) és c € Rre (z—1)((cp)' (22 +1)) = (z —V)cp' (2® +1) =
c(z —1)p'(2? +1).

bdzispart, amelyben a mdtriza [
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A magja: f(p(z)) =0 < (x — 1)p/(2? + 1) = 0 mint polinom < p’ a 0 polinom < p(x)
konstans. Tehat a mag a konstans polinomokbdl 4ll6 egydimenzios altér, span(1), a rang
pedig a dimenziotétel szerint 3 — 1 = 2. A standard bazis elemeinek képe f(1) = 0,
flx) =2 —16s f(2?) = (. —1)2(2? + 1) = 223 — 222 + 22 — 2, ezért a leképezés standard
matrixa

0 -1 -2
0 1 2
0 0 -2
0 0 2

Az el6irt alakt matrixot tgy kapjuk meg, ha Ker f bazisat, {1 }-et kiegészitjiikk R[z]<2
bazisava, és B-ben a kiegészits elemek keriilnek elére: B = {x, 22,1}, C pedig a kiegészits
elemek képeivel kezdddik, és azt egészitjiik ki R[z]<3 bazisava,

példaul C = {x — 1, 223 — 222 + 22 — 2, 1,22 }. Ezzel a valasztassal

[flees =

o O O
oS O = O
o O OO

. Adjuk meg a kévetkezd linedris transzformdcick és leképezések mdtrizdt a megadott bazisban
(vagy bazispdrban)!
Adjuk meg a képtér és a magtér egy-egy bdzisdt!
a) f(z,y,2) = (x4+2y—z,x—y+2) standard bdzisban, illetve a (B',C") bdzispdrban, ahol
aB'=1{(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)} és C" = {(1,1),(2,3)}.
b) az x =t,y = 2t,z = —t tengely korili 90°-os forgatds a standard bdzisban!
c) a2 x 2-es valds mdtrivokon az A A+ AT leképezés a standard bdzisban!
d) A Cp vektortéren egy z = a + bi komplex szdmmal vald szorzds mdtrizdt o B = {1,i}
ésaB ={1+1i,1—1} bdzisban.

1 2 -1

Megoldds: a) A= [flgcse = {1 11

10 1
], P=[dscp=|1 1 0],
01 1

Q = [ideec = H g}: idlerie = Q" = [_? _ﬂ’ [fleren = Q7TAP =

[3—2“1 2—1]}(1)(1):{9 3—4}

-1 1 1 -1 1 01 1 -3 -1 2

A leképezés képtere és magtere az A matrix oszloptere és nulltere, és ezek bazisa

{(1,1),(2,—1) } (vagy akar { ey, ez }, mivel a leképezés sziirjektiv), illetve {(—1,2,3) }.

b) El6szor egy kényelmes bazisban irjuk fol a matrixot, aztan attériink a standard bazisra.
Alljon a B bézis a tengely iranyvektorabol, by = (1,2, —1)-bdl, és két erre és egymasra
meréleges vektorbol: mondjuk, a by = (1,0,1) és a by X bg-vel egyiranyta bs =

(1,1, —1). Ekkor by > by, by \/gbg és by — —\/§b2, fgy

1 0 0
oo—\/g L [v6 0 o0
[f]s = 2|l=—1] 00 -3
0 /2 ol Y6 02 o

Az attérés P = Tg . g métrixa, és annak inverze:

11 1 1
P:20—1,P_1:6303
-1 1 -1 2 —2 -2
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Ebbdl a standard métrix Tgeg[f]BTBEg = P[f]BP_l =

1111\/60 0]t 2 -1
20_1_00_36303:
—11—1\/6 02 0 2 —2 -2

1 V6 2V/6+6 —6+12 1 1 24v6 —-1+2V6
—— | 2v/6-6 46 —26 —6 =5 2 -6 4 —2-46].
6V6 | 612 —2v6+6 NG 1-2V6 —2+6 1

A forgatas izomorfizmus, ezért a képtere az egész R3, amelynek bazisa {e1,e2,e3}, a
magtere pedig { 0 }, igy annak a bézisa az iires halmaz, (.

1 T9 N 2:13‘1 To + T3
T3 X4 To + T3 2%y

Ebbdl leolvashato, a standard { F11, F12, Fa1, Fag } bazisban a koordinatavektorokon
val6 hatas, és abbdl a transzformacié M matrixa:

I 25(31 2 0 0 0

T2 To + T3 - 01 1 0

T3 ~ To + X3 = M = 0 1 1 0

T4 2$4 0O 0 0 2
A magtér azon matrixokbol all, amelyekre AT = — A (ferdén szimmetrikus métrixok),
azaz

0 a 0 1
{_a O}w[_l 0} (a€R)
o ) .. 0 1 s . . . o

matrixok, és ennek bazisa 1 ol a képtér pedig a szimmetrikus maéatrixok

(AT = A tulajdonsigiiak) altere, ugyanis (A+AT)T = AT+(AT)T = AT+ A = A+ AT
miatt minden képvektor szimmetrikus métrix, és minden szimmetrikus A méatrix elgall
az %A képeként. Tehat a képtér elemei az

el i s

matrixok, és igy a képtér bézisa

o o] 7o) 1621

A magteret és a képteret kiszamithatjuk a transzformacié matrixabol is:
u € Ker f & [ulg € N(M), és

velmf < [vlg e O(M).

Az M matrix redukalt 1épcsts alakja:

O O O
OO = O
OO = O
O = O O
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ebbdl N (M) bézisa {(0,—1,1,0)T }, igy Ker f bazisa { {(1) _(1)] }, és

O(M) bézisa {(2,0,0,0)T,(0,1,1,0)7,(0,0,0,2)T }, amibsl Im f bazisa
2 0] [0 1] [0 O . . )
{{O 0} 1 O} , [0 2} ,} (de persze az els6 és a harmadik elemet helyettesit-
hetjiik az 5-szeresiikkel, és akkor az el6z6 megoldasban megadott bazist kapjuk).
d) (z +yi)(a+ bi) = (ax — by) + (bx + ay)i, tehat a standard matrix az az A matrix,
(2] [az—by] . _ _la =b _ 11
y]_ bx+ay]’lgyA_[f]B_{b a]'AP_T&_B'_[l —1}

attérési matrixot hasznalva, a transzformacié méatrixa a B’ bazis szerint

e 2 20 (5

Ha a + bi # 0, akkor a transzforméci6é izomorfizmus (a matrixbol is lathato, hogy
invertalhato, mert a determinansa a? + b? # 0), igy a magtere 0, a képtere az egész
CR, vagyis a magtér bazisa (), a képtéré {1,i}. Ha a + bi = 0, akkor a magtér Cp és
a képtér 0.

7. Legyen f : R® = R® az a linedris transzformdcié, melyre f(1,1,0) = (1,0,1), f(1,0,1) =
(0,1,1) és f(0,1,1) = (1,1,0). Adjuk meg f madtrizdat a B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}
bdazisban és a standard bdazisban is! Milyen vektorokat hagy helyben ez a leképezés? Mi az
f mint geometriai transzformdcio?

Megoldas: Vegyiik észre, hogy f hatasa a B bazison b; +— bs — b3z — by, igy a B-
ben felirt B matrixa, és abbol a P attérési matrixszal kiszamitott standard A = PBP~!

N~

amelyre A

matrixa:
0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 -1 0O 1 0
B=1|1 0 0|, A=|1 0 1 1 0 0 3 1 -1 1{=1(0 0 1
0 1 O 0 1 1 0 1 0 -1 1 1 1 0 O

Ez a leképezés az (1,1,1) iradnyvektord, origon atmend tengely koriili 120°-os, az
iranyvektor csicsa fel6l nézve negativ iranyu, forgatas (a [0, 1] x [0,1] x [0, 1] egységkocka
origoval szomszédos harom csiicsat permutalja ciklikusan, tehat az origobol indulo testatlo
koriili forgatéas). Csak a forgatas tengelyébe esé vektorokat, azaz az (1,1, 1) skalarszorosait
hagyja helyben.



