Beadando6 hazi feladatok

1. sorozat (beadasi hatérids 2016.10.12. 8:15 T61/62)

1. Bizonyitsuk be, hogy TLA‘—; < (27;‘) < 47! han > 5 egész! lim ¢ (2:) =?

2. n egyenest a stkon altaldnos helyzetiinek hivunk, ha koziiliik semelyik ketté nem parhuzamos, és
semelyik harom nem megy at kozos ponton. Legyen a(n) az a szam, ahany részre osztja a sikot n
altalanos helyzetii egyenes! Bizonyitsuk be, hogy alkalmas A, B, C' valos szamokra a(n) = An? +
Bn+ C'. (Batrabbak szorgalmi feladatként elgondolkodhatnak azon is, hogy n altalanos helyzet sik
hany részre osztja a teret.)

3. Hatarozzuk meg a kovetkezs hatarértékeket:

: 87 +5+cos?(nl) in2((v/2)")-(v/11)"+n 10000
(a) nlgglo< 77’L2009-E23n + 2 o () )7
() T (04 70— 65 (s + 2+ 9))
n—oo
(€) tim (52555)

(d) lim @2 (Otlet: vizsgéljuk az 2t sorozat viselkedését. )

n
n n

4. Hatérozzuk meg az a > 0, b > 0 (pozitiv valos) paraméterek minden lehetséges értéke mellett a
kovetkezs hatarértékeket:

(a) lim (;‘zj - an),

(b) lim (/= a)(n ) - n).
(c) nli_{](r)lo(\/n? +1—a(n+1)).

5. (a) lim n? <\/cos% — \/cos %) =7 (Emlékeztetd: lim =522 =

n—00 z—0

)

[

n—oo

N
(b) lim ( 2n +nd - <1+3+5+-..i(2n—1)> ) =7

6. (a) Bizonyitsuk be, hogy ha lim (a,41 — a,) = ¢, ahol ¢ > 0, akkor lim a, = 4o0o0. Az éallitas
n—oo

n—oo
megforditasa nem igaz: mutassunk példat olyan sorozatra, melyre lim a,, = +o00, és lim (a,+1—
n—oo n—oo
a,) = 0.

(b) Mutassunk példékat olyan a, és b, sorozatokra, hogy (i) a,, — b, — 0, de a, /b, nem tart 1-hez,
illetve (ii) a,/b, — 1, de a,, — b, nem tart 0-hoz.

7. Az a > 0, § > 0 paraméterek minden lehetséges értéke mellett hatarozzuk meg az alabbi hatéarérté-
keket:

) 1+a+m+an71 on+3_5
(a) lim (—) :

n
n—oo 2

—COSs ﬁ 7 . . 3 . 9
(b) lim (1+ lsin(g))l/(1 G, (Utmutatds: Hasznaljuk a lim ®2% = 1, lim =% = 1 hatérér-
n—00 n n z—0 % z—=0 T

tékeket.)



10.

11.

12.

13.

14.

15.

(Megj. Elsadason szerepeltek a kov. allitasok: 1.All.: Ha lim a, = 400, akkor lim (1 + i)“” =e,

n—oo n—oo

lim (1 — ai)“" = 1/e. 2.All: Ha lim a, = +oo vagy —oo, lim b, = +00 vagy —oo és lim 2 = ¢,
n—00 n n—00 n—r00 n—oo N

akkor lim (1 + 1 )b” =€)
n—oo

[gazoljuk, hogy az (1 + %)”“ sorozat monoton.

Legyen a > 1 rogzitett. Igazoljuk, hogy a

1 a
bn+1:§<2bn+b_2); blzl

n

rekurziv formuléval definialt sorozat konvergens, és hatarozzuk meg lim b, értékét. (Utmutatds: a
n—oo

korlatossag bizonyitasdhoz hasznaljuk a szamtani-mértani kozépre vonatkozo egyenlétlenséget. )

Mutassuk meg, hogy az a; = 1;a,41 = ﬁ (n =1,2,...) rekurziv sorozat konvergens, és keressiik
meg a hatarértékét. (Plusz pontért: Legyen a; = a # 4 tetszéleges. Hogyan viselkedik a sorozat?)

Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények hatarértékeit a megfelels helyeken.

: 22+ Tx+12
(a’) 12@3 245246 7

. Vitdz—/1-2x
(b) Tim YA

Z_gin &
(C) li cosC2 Ssm 5
=5

Tekintsiik a kovetkezs valos valtozos, valos értéki fliggvényeket. Hatarozzuk meg a (lehetséges leg-
b&vebb) értelmezési tartomanyt, az értékkészletet, és vazoljuk a grafikont. Invertalhatoak-e a fiigg-
vények? Ha igen, hatarozzuk meg az inverziiket. Ha nem, lehetséges-e a fliggvényt megszoritani egy
korlatos intervallumra tgy, hogy a megszoritds mar invertalhato legyen? Ha lehetséges, adjuk meg a
megszoritott fliggvény inverzét!

(a) flz) =24,
(b) f(x) =3tg2x —1,

(¢) f(z) =2{% — ¢} + 1. Ttt {a} az a € R szam tortrészét jeloli.

n423m ) 1/n

Hatarozzuk meg lim inf a,,-t és lim sup a,,-t, ha a,, = cos (n%) . ( N

Keressiink olyan a,, szamsorozatot, amelyre a,, torlodasi pontjainak halmaza N. Mennyi lim inf a,, és
limsup a,,”?

Osztalyozzuk a kovetkez§ fliggvény szakadasi helyeit az A, B, C' valés paraméterek minden értékére:

(

ol ha z < —1,

A ha z = —1,
f(r)=< Bsgnz ha —1<uz<m,

C ha x = 7,

\Sxi%ﬁ ha z > .
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Legyen
fx) = (sin(y/7))> haz >0,
" |Ashz+B hax <0.

Hogyan valasszuk meg az A és a B paraméterek értékét ahhoz, hogy az f(x) fliggvény minden z € R
pontban differencialhato legyen? Irjuk fel az f/(z) derivaltfiiggvényt!

Mutassuk meg, hogy az

r?sini  ha x #0,
flz) = §
0 hazx =0
fliggvény minden = € R esetén differencialhato (szamoljuk ki a derivaltjat), de a derivaltfiiggvénye
nem folytonos a 0-ban.

Adjuk f(x) = v/22 + 422 + 2* értelmezési tartomanyat, értékkészletét! Szoritsuk meg a (lehetséges
legb6vebb) xyp = 2 pontot tartalmazo intervallumra gy, hogy invertalhato legyen. Mennyi az inverz
fiigguény derivaltja a 3 pontban?

f(z) = arcsin(/ % + 424) Adjuk meg az értelmezési tartoményat! Igazoljuk, hogy a |0, ?g) inter-
vallumra megszoritva a fiiggvény invertalhaté! Mennyi lesz az inverzének a derivaltja az yo = %
pontban?

Irjuk fel f(z) = (In(3xz))® ") + "3393—\/%;1 érintGegyenesének egyenletét az xg = 2 pontban.



