Beadandé6 hazi feladatok
3. sorozat (beadasi hataridé 2017.11. 15. szerda 08:25 E1A) 8 feladat beadéasa kotelezd.

1. (a) Hatarozzuk meg az arshx és archz fiiggvények derivéltjait felhasznalva az inverz fliggvény
derivalasi szabalyat és a ch?z — sh 2z = 1 Osszefiiggést.
(b) Igazoljuk, hogy arshz = In(z + v22 + 1), Vo € R, és archz = In(z + v2? — 1), Vo > 1 esetén.

Ez alapjan is hatarozzuk meg az arsh x és arch z fliggvények derivaltjait.

(c) Mutassuk meg, hogy az f(x) = x + sinx fliggvény a teljes R-en szigortian monoton nd, és igy
invertalhato. Mi lesz az inverzének a derivéltja az 1 + 7 pontban?

2. (a) Legyen f(z) = e 4+ 1In(1 + 2x) — sin(7z). Szamoljuk ki f™(0)-t minden n € N-re!

(b) Legyen f(x) = x(?x +1)(3z + 2)(4z + 4)(5x + 2%) - - (102x + 2'%) és g = f o f o f. Mennyi
g'(0) értéke?

3. (a) Irjuk fel az f(z) = arctg (-L;) fiiggvény azon érintGegyenese(ijnek egyenletét, amely(ek) par-
huzamos(ak) az y = —556 + 5 egyenessel.

(b) Tekintsiik a % + In(e¥ + 22 — 1) = 0 implicit alakban adott goérbét! Mutassuk meg, hogy
az (zo,yo) = (1,0) pont illeszkedik a gorbére! Mi ebben a pontban a gérbét érint6 egyenes
egyenlete? Ebben a pontban lokalisan konvex vagy lokalisan konkav az implicit egyenlet altal
meghatéarozott y(z) fliggvény?

4. Vizsgaljuk a o = t3 +2t2 + 3,y = t3 — 2t + 5 paraméteres egyenletrendszerrel adott gérbét a tq = —2
paramétert pont kérnyezetében (érinté meredeksége, konvexitas, gorbiilet). Irjuk fel itt az érintd-
egyenes egyenletét (Descartes koordinatakban)! Mely pont(ok)ban parhuzamos az érintSegyenes a
2y — x = 3 egyenessel?

5. (a) Adjuk meg az r = 3 cos p polarkoordinatasan adott gorbe egyenletét Descartes-koordinatakban,
és allapitsuk meg, hogy milyen gérbérsl van szo.

(b) Keressiik meg az r = e¥ polarkoordinatésan adott gorbe vizszintes és fiiggsleges érintdji helyeit,
és egy-egy ilyen pontban irjuk is fel az érintGegyenes egyenletét (Descartes koordinatédkban)!
Adjuk meg tetszbleges  paraméterhez tartozo pontban az érintGegyenes meredekségét.
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7. Az y = Inz (x > 0) gorbe melyik pontjaban lesz maximalis illetve minimélis a gorbiilet? Az egyik
ilyen pontban irjuk fel a simulokor egyenletét!

8. Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot (értelmezési tartomany, értékkészlet, limeszek, menettulajdon-
sagok, szélsGértékek, alaki tulajdonsagok, aszimptotdk) az alabbi fliggvényekre. Allapitsuk meg,
van-e (és ha igen, mennyi) véges abszolut maximumuk, illetve minimumuk.

(a) f(x) = 1%, (b) f(z) =2 —2arctg (5%5), (c) f(z) =sin’z — cosx
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Emlékeztets az elGadasrol: ha I intervallum, akkor egy f : I — R fliggvény egyenletesen folytonos,
ha minden £ > 0 szadmhoz valaszthato egy 6 > 0 szam, hogy tetszéleges x1 € I és x5 € I esetén, ha
|z1 — zo] < 6§, akkor |f(z1) — f(x2)| < . Szerepelt tovabba a Heine tétel, mely szerint amennyiben
f folytonos és az értelmezési tartoméany I = [a, b] korlatos és zart intervallum, akkor f egyenletesen
folytonos.

(a) Legyen f(z) = 2P, ahol p > 0 és I = [0,3]. Ekkor f a Heine tétel értelmében egyenletesen
folytonos. Hogyan kell e-hoz 6-t vilasztani?

(b) Legyen f(x) = aP, ahol p > 0 és I = [0, +00). Milyen p-re lesz ekkor f egyenletesen folytonos?

Eléadason szerepeltek az shx = €=~ és a chz = % fliggvények: segitségiikkel definialjunk
tovabbi két hiperbolikus fiiggvényt: thz = z}ﬁ—: és cthx = gﬁ—i

(a) Adjuk meg th x és cth x (lehetséges legb&vebb) értelmezési tartoméanyat, értékkészletét; vazoljuk
grafikonjaikat, vizsgaljuk a hatarértékeiket too-ben és az értelmezési tartomény egyéb hatar-
pontjaiban.

(b) Mutassuk meg, hogy thx és cthz invertalhatoak, valaszoljunk az (a) feladat kérdéseire az in-
verzeik, arth x és arcth x esetében is.

(¢) Mutassuk meg, hogy arthz = In/1*2 és arcthz = In | /2.

(Utmutatds: fejezziik ki thz-t és ctha-t €% segitségével.)

Elsadason szerepelt az z(t) = R(t —sint); y(t) = R(1 —cost) (t € R) paraméteres alakban megadott
gorbe, a ciklois, amely egy egyenes mentén cstuszasmentesen gordiils R sugaru (kor alaki) kerék
egy adott pontjanak mozgasat irja le. Mutassuk meg, hogy minden ¢ id6pontban a keréknek az
egyenessel éppen érintkez6 pontja rajta fekszik a ciklois ¢ id6ponthoz tartozo normaélis egyenesén (az
érintGegyenesre merdleges egyenesen).

* Tekintsiik az A = (—1,0) és a B = (1,0) koordinataju pontokat, és jelolje a sik egy tetsz6leges P
pontjara az AP, illetve BP szakaszok hosszat di, illetve dy. Azok a P pontok, melyekre dy - dy = 1,
egy gorbén fekszenek; ezt a gorbét lemniszkdtdnak hivjak. Mutassuk meg, hogy polarkoordindtakban
a lemniszkata egyenlete r = /2 - cos(2p). (Utmutatds: Egy lehet6ség, hogy O-val jellve az origot,
felirjuk a koszinusz tételt a AOP és BOP haromszogekre. De lehet Descartes koordinatakban is
szamolni, és a végén attérni polarra.) Milyen ¢ értékekre értelmes ez a képlet, és milyen -re lesz
a lemniszkata érintGje vizszintes? (Pontozason kiviil: érdemes vazolni a gorbét, ehhez, akinek van
kedve, hasznalhat valamilyen matematikai szoftvert is.)

Tekintsiik a Q(z) = x° — 5z + 2 polinomot. Mutassuk meg, hogy Q(x)-nek pontosan harom valds
gyoke van. (Utmutatds: Bolzano tételét és egyéb az eléadason szerepld allitast lehet jol hasznélni.)

* Legyen |a, b] korlatos zart intervallum, és f : [a,b] — [a, b] folytonos fiiggvény (tehat a < f(z) <b
minden = € [a,b] esetén). Bizonyitsuk be, hogy ekkor van (legalabb egy) olyan ¢ € [a,b], hogy
f(c) = ¢, vagyis f-nek van legalabb egy fixpontja. (Utmutatds: Alkalmazzuk Bolzano tételét a
g(x) = f(z) — x figgvényre.) Mutassunk példat réa, hogy ha f : R — R folytonos, akkor lehet, hogy
egy fixpontja sincs.



