Beadandé6 hazi feladatok
2. sorozat (beadési hatarids 2017. 10. 16. hétfé 16:00 H607) 8 feladat beadasa kotelezs.

1. Mutassuk meg, hogy az a; = %, Opy1 = ﬁ, n =1,2,... rekurziv sorozat konvergens, és keressiik
meg a hatéarértékét. (Szorgalmi feladat plusz pontokért: Legyen a; = o € R tetszdleges. Hogyan

viselkedik a sorozat? Allitasunkat indokoljuk.)

2. Legyen a > 1 rogzitett. Igazoljuk, hogy a

4 b3

n

1
bn+1=—<3bn+i); b =1

rekurziv formuléaval definialt sorozat konvergens, és hatarozzuk meg lim b, értékét.
n—oo

(Utmutatds. Elsd lépésként vizsgdlhatjuk a sorozat viselkedését egy konkrét a > 1 értékre, pl. a = 2-re.
A korldtossdg bizonyitasihoz haszndljuk a szamtani-mértani kozépre vonatkozd egyenldtlenséget.)

3. (a) Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények hatéarértékeit a megfelels helyeken.
tg x—sinx

. . 2_fx— . [6—1] . [6—x] . 1—cos(9z2) .
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r—1 & =17 0 & (mfl)

T—r—00

(b) Definialjuk a kovetkezd fogalmakat: lirglJrf(x) = —00, lim f(z)=—o0.
z—

4. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények hatarértékeit a megfelels helyeken.

lim 232?41 lim YTz Y112z lim < 3 —sin §
71 T =2 0 T VI4br—y1-3z7 o TUx cosx
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5. Tekintsiik a kovetkezs valos valtozos, valos értéki fliggvényeket. Hatarozzuk meg a (lehetséges leg-
bévebb) értelmezési tartoményt, az értékkészletet, és vazoljuk a grafikont. Invertalhatoak-e a fligg-
vények? Ha igen, hatarozzuk meg az inverziiket. Ha nem, lehetséges-e a fliggvényt megszoritani egy
korlatos intervallumra gy, hogy a megszoritds mar invertalhato legyen?

(a) flz)=2H,
(b) f(z) =2tg3z —1,

(¢) flz)=3{%— 1} +1. Itt {a} az a € R szam tortrészét jeldli.

6. Osztalyozzuk a kovetkezs fliggvény szakadési helyeit az A, B, C' valés paraméterek minden értékére:

Az

241 haa:<—1,

Bsgnx ha —1<z<m,
flx) =

C ha z =,

;‘i%i ha z > 7.

7. (a) Irjuk fel f(z) = (arctg (2x))°s™) + —1 log, = érintGegyenesének egyenletét az xy = %

3 /arcsin(222)

pontban!

(b) Pistike ceruzajanak hegye a (4, 0) pontban van, és innen érintSegyenest szeretne hizni az f(z) =
x? /3 fiiggvényhez. Hany fokos szogben kell elinditania a ceruzajat?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Legyen
sin?(\/7) ha z > 0,
f(x) =< A—arctgy/3 haz=0,
Bshzx +C ha = < 0.

Hogyan vélasszuk meg az A, B, C paraméterek értékét, hogy az f(x) fiiggvény minden = € R pontban
differencialhato legyen? Irjuk fel az f'(z) derivaltfiiggvényt!

(a) f(z) = |r — 1|sin(2x — 2). f'(x) =7 (Azx <1, z > 1 eseteket vizsgaljuk kiilon, = 1-ben
hasznaljuk a definiciot).

(b) f(z) = Jxsin Jx, f'(x) =? (xr = 0-ban hasznaljuk a definiciot.)

Adjuk meg f(z) = v/22 + 422 + x* értelmezési tartomanyat, értékkészletét! Szoritsuk meg a (lehet-

séges legh6vebb) xy = 2 pontot tartalmazo intervallumra tgy, hogy invertalhato legyen. Mennyi az
inverz fiigguény derivaltja a 3 pontban?

f(z) = arcsin(4/ 3 + 4z*) Adjuk meg az értelmezési tartoményat és értékkészletét! Igazoljuk, hogy a
0, q\}—g] intervallumra megszoritva a fliggvény invertalhato! (Invertalhato-e ennél bévebb halmazon?)
Mennyi lesz az inverzének a derivaltja az yo = % pontban?

Mutassuk meg, hogy az

x?sint  hax #0,
/) {0 ha @ = 0

fiiggvény minden = € R esetén differencidlhato (szamoljuk ki a derivaltjat), de a derivaltfiiggvénye
nem folytonos a 0-ban.

(a) lim n? <\/cos 2 _ \/cos l) =7 (Emlékeztetd: lim :=52 = 1)
n—00 n n z—0

(b) Az a > 0, § > 0 paraméterek minden lehetséges értéke mellett hatarozzuk meg a kovetkezs

>)1/(1700s(§)).

n

hatarértéket: lim (14 +sin(2
n—00 n

(Utmutatds: Haszndljuk a lin% Si;“ =1, lin% 1*;# = % hatdrértékeket és a kov. dllitdst: Ha lim a,, =
T— T— n—00
+00 vagy —oo, lim b, = +00 vagy —oo és lim = = ¢, akkor lim (1+ 1) =)
n—o0 n—oo " n n—o00 n

(c) Hatérozzuk meg liminf a,-t és limsup a,-t, ha a, = 1_(;1)n cos (n%) \/7—%7 V;fl

(a
(b
(¢) (*) Adjunk példat olyan fiiggvényre, amely az egész R-en értelmezett, de csak egy pontban
folytonos.

) Igazoljuk, hogy arctgz + arctg% = 4 minden x > O-ra.
) Igazoljuk, hogy arctgz + arctg% = —% minden x < O-ra.

(a) Bizonyitsuk be, hogy ha |a,+1 — a,| < 27" minden n-re, akkor a,, konvergens.
(b) (*) Tegyiik fel, hogy b, 1 — b, — 0. Kovetkezik-e ebbdl, hogy bs,, — b,, — 07
)

(¢) (*) Mutassunk példat olyan sorozatra, hogy ¢, — +00, és ¢o, — ¢, — 0.



16. Emlékeztets az elGadasrol: ha I C R intervallum, akkor egy f : I — R fiiggvény egyenletesen
folytonos, ha minden € > 0 szamhoz létezik egy o > 0 szam, hogy tetsz6leges x1 € [ és xo € I esetén,
ha |27 — xo| < 6, akkor |f(x1) — f(z2)| < €. Szerepelt tovabba Heine tétele, amely szerint, ha f
folytonos és az értelmezési tartomany I = [a,b] korlatos és zart intervallum, akkor f egyenletesen
folytonos.

(a) Legyen f(z) = 23 és I = [-2,2], ekkor f a Heine tétel értelmében egyenletesen folytonos.
Hogyan kell e-hoz §-t valasztani?
(b) Legyen f(x) = a3 és I = [0, 4+00). Mutassuk meg, hogy f nem egyenletesen folytonos.
(¢) (*) Legyen most f : [0,+00) — R tetsz6leges folytonos fliggvény, melyre lirf f(x) létezik és
Tr—r+00

véges. Mutassuk meg, hogy f egyenletesen folytonos.



