Beadando6 hazi feladatok

1. sorozat (beadasi hatarids 2017.09.27. 8:25 E1A) Nyolc feladat beadasa kotelezs.

1. Bizonyitsuk be, hogy

)\/_<Zk1f<2\/_ han>2 neZ.
)

b) (n)? > n™ han >3, neZ.

2. a) Igazoljuk, hogy < n+1 + -+ % <1,han>2neZ.

b) Adjuk meg Y1, (1) és Dop_o(—1)*(}) értékét, ha n € Z*. Allitasunkat igazoljuk.
c) Igazoljuk, hogy 10%°'7 + 5 nem négyzetszam.

3. n egyenest a sikon altalanos helyzetiinek hivunk, ha koziiliik semelyik ketté nem péarhuzamos, és
semelyik harom nem megy at k6zos ponton. Legyen a(n) az a szam, ahény részre osztja a sikot n
altalanos helyzetii egyenes! Bizonyitsuk be, hogy alkalmas A, B, C valos szamokra a(n) = An? +
Bn+ C'. (Batrabbak szorgalmi feladatként elgondolkodhatnak azon is, hogy n altalanos helyzetd sik
hany részre osztja a teret.)

4. a) Igazoljuk, hogy ||z| — |y|| < |z —y| < |z| + |y, és ||z] — |y|| < |z + y| minden z,y valds szamra.

b) Abrazoljuk az |v — 1| < |y + 2| egyenl6tlenséget kielégits (x,y) pontok halmazat. (Segitség:
abrazoljuk el6bb |z| < |y|-t.)

¢) Abrazoljuk az |z — y| < |y + 3| egyenl6tlenséget kielégits (z,y) pontok halmazat.
5. a) Igazoljuk, hogy A\ (BNC) = (A\ B)U(A\ C) tetszdleges A, B, C halmazra.

Az dllitast szemléltethetjik Venn-diagramm segitségével, de formdlis bizonyitdst is csindljunk, fel-
haszndlva az A\ B = AN B azonossdgot és az 1. gyakorlat 1. feladatdban szerepld azonossdgokat
(disztributiv azonossdgok és De Morgan).

b) Igaz-e hogy (A \ B) U B = A tetsz6leges A, B halmazra? Ha igen, bizonyitsuk, ha nem, adjunk
ellenpéldat, és mondjuk meg, hogy milyen feltétel teljesiilése esetén all fenn az egyenlGség.

6. a) Hatarozzuk meg a kovetkezd sorozatok hatarértékét:

(—0,99)", n? — p3, By2n°—10n%  Yoressiink e-hoz ill. K-hoz megfelels kiiszobindexet is.

n®+100n—1
b) Igazoljuk, hogy ha lim a, = +o0, akkor lim ,/a, = +oc.
n— oo n—oo
7. a) lim (€/n3 +6n? +3 —V/nd+2n%—1) =7
n—oo
. nf(n n {14345+ +(2n—1) (3) _
b) 7}1{&( (3)+2 ( n2+1 ) ) =7
: 4n2008 4 32n cos((vV2)") (VB +n! | _o
c) nh—{& (9n+5+sm(nn) + @n)+(7y) > =7
8. a) lim /n! =7
n—oo

b) Az o > 0 paraméter minden lehetséges értéke mellett hatarozzuk meg a kovetkezé hatarértéket:

T —

)2”+273
n—00 I+a+-+an—t

I

¢) lim 2 =? (Otlet: vizsgéljuk az “£L sorozat viselkedését.)

n—yoo (21)!



9.

10.

11.

12.

13.

14.

(a) Bizonyitsuk be, hogy ha nh_{go (@ny1 — ay) = ¢, ahol ¢ > 0, akkor nh_)ngo a, = +oo. Az allitas
megforditasa nem igaz: mutassunk példat olyan sorozatra, melyre lim a,, = +o00, és lim (a,+1—
an) _ O. n—oo n—o0

(b) Mutassunk példakat olyan a,, és b, sorozatokra, hogy (i) a,, — b, — 0, de a,, /b, nem tart 1-hez,
illetve (ii) a,/b, — 1, de a,, — b, nem tart 0-hoz.

a) Igaz-e, hogy ha lim a, = 1, akkor lim a]' = 1?7 Ha igen, bizonyitsuk, ha nem, mit mondhatunk
a hatarértékrsl? (1&?;;)6C esete) nﬁoo

b) Igaz-e, hogy ha a, > O,nli_)n;O a, = 0, akkor nh_)ngo /a, = 07 Ha igen, bizonyitsuk, ha nem, mit
mondhatunk a hatarértékrsl? (0° spec esete)

c¢) Ha lim a, = +o0, akkor mit mondhatunk a lim /a, hatérértéekrsl? (oo spec esete)
n—oo n—oo

d) a, > 0 és “2* < 1,Vn. Igaz-e hogy ekkor lim a, = 07
n n—o0

a) Keresstink olyan (ismert) kétvaltozos miiveletet, ami (1) nem kommutativ, (2) nem asszociativ.

b) Adjunk meg olyan ismert matematikai relaciot (<, <, >, >, C-t6l kiilénboz6t), ami tranzitiv.

¢) Azt mondjuk, hogy a relacioban all b-vel (jeloljiik aRb), ha b a-nak gyermeke. Szimmetrikus-e ez
a relacio, tranzitiv-e? Meghatéaroz-e egy fiiggvényt? Ha igen, az injektiv-e?

d) Es ha a akkor all relacioban b-vel, ha b a-nak az édesanyja, akkor mi a valasz az elgbbi kérdésekre?

e) A={1,2,..,8 and B = {1, ..., 100}. (1) Hany f : A — B fliggvény létezik, amelyre D, = A?
(2) Hany f : A — B injektiv fiiggvény létezik, amelyre Dy = A? (3) Hany f : A — B fiiggvény
létezik, amelyre Dy C A tetszdleges?

(*) Mutassuk meg, hogy lim T =e (Stirling formulat ne hasznéljuk, azt még nem bizonyitottuk.)
n—oo VM

a) Legyen a,b > 0. Milyen z € R esetén minimaélis %@3‘”4? (Otlet: hasznaljuk a szamtani, mértani
kozép kozotti egyenlStlenséget!)

b) Igazoljuk a mértani és harmonikus kozép kozotti egyenlStlenséget:

n

Ha aq,...,a, pozitiv valés szamok, akkor T S {0 an, 6 egyenl@ség csak akkor all fenn,

haa, =ay = - = a,.

(*) a) Adjunk meg olyan sorozatot, amelynek végtelen sok torlodasi pontja van.
b) Adjunk meg olyan sorozatot, amelynek a torlodési pontjainak halmaza [0, 1].

c) Lehet-e egy sorozat torlodasi pontjainak halmaza (0,1)7



