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Markov-lancok

m Pontosabban: véges allapotd, homogén (AKA stacionarius
atmenet-valdsziniiségii) Markov-lancok

m Allapotok: {1,..., n}
m Allapot-értékii val. valtozok: Xp, X1, Xo, ...,

m Atmenet-valésziniiségek: a;j : az j — i atmenet valsz:

Pr(Xk+1 = I|Xk :j) = a,‘j

"t
m X eloszlasa: ~ vk = | : | sztochasztikus vektor:
"
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Markov-lancok

Kezdeti eloszlas: v°.

vkl = Avk

A = (ajj) atmenet-matrix
(oszlop-)sztochasztikus
(sztochasztikus vektort sztochasztikusba képez):
ma;>0(i,j=1,...,n)
Y l,a;=1(G=1,...,n)
Jk — Ak,0
k

kérdés: v* aszimptotikus viselkedése

vk konvergal-e és hova?

ha konvergal, milyen gyorsan?
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Szorfols:

m allapotok: weblapok

_ #j—i linkek
#i—7 linkek
m feltessziik, hogy minden j-re van j — 7 link

m dtment-valdsziniiség: aj;

(pl. szilkség esetén beiktathaté sajat magara mutaté virtualis link)
m Korabban emlitett problémak:
m tobb erés komponens: reducibilitas
m "kérbemutaté linkek": periodicitas/imprimitivitas
m Majd latjuk: Tobb fontos sajatossag megfoghaté a
Iink—gréffal (egyszeres iranyitott élek, lehetnek hurkok)
m Markov-lancra, (v. tetsz. matrixra) a graf
mj— i haa;>0és
m a tiirelmetlen sz6rf6l6re ez a teljes graf
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A spektralsugar

m A n x n-es komplex vagy valés matrix
m A spektralsugara:

p(A) = max{|\| : A sajarértéke A-nak}.

m Tudjuk: ha Jlim,_,o AKvO = v, akkor Av = v
Ha ez a v # 0, akkor v sajatvektora A-nak 1 sajatértékkel
m Tétel:
(1) Ha p(A) < 1, akkor limy_, ., A¥ = 0.
(2) Ha p(A) > 1, akkor limj_. ||A¥]| = cc.
Biz.: Schur-felb.: A= U*BU: U unitér, B fels6 haromszdg.
(2).: ||A%|| = tr AK" A% = tr UBK" U UBKU* =
tr UBK"BKU* = tr B¥"BKU*U = tr B¥"B* = || B¥||”, elég
teh4t B-re belatni. Tfh. B = (b;)-ben |b;| > 1. Ekkor B¥-nak
az i-edik atlés eleme b¥ és ||B¥|| > |bji|* — oc.
(1).:-hez a kdv. lemma.
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A spektralsugar .

m Lemma: C = (cj), C' = (cj;) komplex n x n-es matrixok,
D = (djj), D' = (dj;) nemnegativ elem(i valés matrixok, hogy
|cijl < djj, |cjl < d’ Ekkor |cjf| < djf, ahol CC" = (c}),
DD" = (dj).
Biz.:
leif | = | 22k=y Gkl < 2ok eyl = 2okoy il leig] < 32k—y diedyy = dff

m Tétel: (1)Ha p(A) < 1, akkor limy_, oo AK = 0.
Biz.: Schur-felb.: A= U*BU: U unitér, B felsé haromszdg. Mivel
Ak = U*Bk U, eléeg B-re.
Legyen D = (djj) egy olyan nemneg. elemii
atlos eleme < 1, de ezek paronként kiil.
Ha Bk = (bk) és Dk = (d! ) akkor a lemma miatt |b,’1‘\ < dl’j‘ igy elég

lim Dk = 0.

ijl < djj, tovabbad D mindegyik
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A spektralsugar IlI.

m Tétel: (1) Ha p(A) < 1, akkor limy_ o A = 0.
Biz. (folyt):
Eddigiek miatt elég arra az esetre, ha A-nak n kiil. sajatértéke van. (El&bbi D
ilyen lett.)
Spektraltétel spec. esete: 3 C, hogy

A= C Ydiag(\1,...,\n)C.

Ak = Cdiag(\k, ..., Ak)c — C~diag(0,...,0)C = 0.

= Megj.: belathats, hogy ||A%|| = O(p(A)X),
tehat p(A) < 1 esetén a konvergencia exponencialis
O()-ban a konstans fiigg A-tél
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A spektralsugar IV.

m Egy egyszerii konvergencia-tétel: Tth. A karakterisztikus
polinomja (x — A) [T7=L(x — pi), ahol |ui] < |A|
(i=1,...,n—1). Ekkor létezik Iimkﬁoo(ﬁA)k, és az egy

(nem felt. ortog.) vetités A-nak a A-hoz tartozé sajatalterére.
Biz.: Legyen v egy sajatvektora A-nak )\ sajatértékkel és legyen C egy olyan
invertalhaté, aminek els§ oszlopa v, a tobbi pedig (A — A)C" egy bazisat

alkotja. Ekkor C~11AC = ((1) 2,), ahol p(A’) < 1. Ezért lim A%k = 0 &s
1
0
i (10 o , )
emiatt létezik lim(C~* T AC)* = 0 o) vetitésaz | . altal gen. altérre.
0

Igy letezik lim(FA)k = Clim(C~1 T AC)KC~1, és az egy vetités a (v)
sajataltérre.
m Megj.: A hatarérték-vetités magtere \/ — A képtere

m Megj.: A konvergencia ”pz(%‘))-ban exponencialis

(p2(A) a masodik legnagyobb sajatérték-absz. érték)
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Egyszerii konvergencia-tétel - valtozat: Tfh. A karakterisztikus
. . 1 .

polinomja (x — \) []72; (x — wi), ahol |ui| < [A| (i=1,...,n—1).

Legyen v0 & (A — AI)C" és vk = AKyO. Ekkor a (vk) 1-dim altér

"konvergens" és a "hatarérték" a A-hoz tartoz6 sajataltér.

Biz.: Legyen wk = Aikvk. Ekkor (mivel v0 & (A — A)C" D ker AK) (wk) = (vk) és

lim wk = (lim(3A)¥)v° egy sajatvektor a A-sajataltérbél. (0, mert v nem esik a

vetités magjaba, ami A — A/ képtere. )

a (vk) "irany" konvergenciaja helyett szokas:

m vk koordinatainak 1 Gsszegiire normalasa

(bizonyos feltételek mellett, pl. minden koord. > 0)
m vk egységvektorra normalasa: vk helyett ﬁvk
K

ekkor a v* sorozatnak egy részsorozata konvergens

de nagy k-ra vk kizel van egy sajatvektorhoz
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Nemnegativ matrixok - jelolések

" M

v=| |, vV =[] €R" A=(ay), A =(a};) n x n-es valés
Vn Yn

matrixok.

mv>0hay>0(=1,...,n)
mv>0hay>0(=1,...,n)
mA>0haa;>0(i,j=1,...,n)
A>0haa;>0(i,j=1,...,n)

v> Vv (illetve v>v'), hav—v >0 (v—v >0)
A> A (illetve A> A), ha A— A’ >0 (A— A > 0)
Megj.: 0 # v > 0-bdl nem kdvetkezik v > 0.
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Nemnegativ matrixok - elemi észrevételek

A >0« Av > 0 minden v > 0 vektorra.
A>0< Av > 0 minden 0 # v > 0 vektorra.
A>A v>Vv = Avr > AV

A>A B>B =A+B>A+PB.
A>A B>B = AB > AB.

lattuk erésebb formaban komplex matrixokra
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Nemnegativ matrixok spektralsugara ("max-min")

mn
Ideiglenes def.: A= (a;) >0, v=1] : | > 0-ra:
n
m p,(A) :=max{r e R| Av > rv} = min; % D12

(konvencié: 0 nevezdjii tort:= 0o).
A mennyire tudja v-t az Osszes koordinata iranyaban megnydajtani.
m p/(A):=sup{p,(A) |0 # v >0}
m All.: p/(A) =sup{p,(A) |v>0,|v|=1} =
max {p),(A) | v > 0, v| = 1}.
Biz.: els6 =-ség: p|,(A) nem valt a v ﬁv cserével
masodik =-ség: a {v | v > 0,|v| = 1} halmaz korlatos és zart, tovabba

v — pi,(A) folytonos v-ben ezen a halmazon.
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Egyenértékiiség - el6késziiletek

m All: 0 <A< A esetén p/(A) < p/(A).
Biz.: Minden v > 0-ra p} (A) < p,(A").

m Lemma: B = (bj;) komplex, A = (aj;) nemnegativ valds, hogy
|bjj| < ajj esetén: p(B) < p'(A). Specialisan p(A) < p/(A).

jgé!
Biz.: Tth. v = | . | sajatvektora B-nek )\ sajatértékkel. A Bv = Av-ben az
Yn
i-edik koordinatat felirva: \vy; = 27:1 bij~yj, innen
[Mvil = 1327 bl < 3072 Ibigllyl < 2270 @il igy
Il
72|

A< ming (A0S 3] =, (A) < 9/(A), ahol w =

[vn]
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Spektralsugér: egyenértékiiség a pozitiv esetre

m All.: Tfh. A>0és0# v >0, hogy Av > p/(A)v (azaz

pV(A) p'(A)). Ekkor Av = p/'(A)v.
tpi=p (A) jelSléssel tth. Av # pv. 0 £ w:=Av —pv >0, igy (A>0
mlatt) Aw > 0. A-val szorozva:

0 < Aw = A(Av) — p- (Av), innen A(Av) > p - (Av). Ekkor p/ (A) > p,
ellentmondas.

m Kdv.: Ha A > 0, akkor van olyan 0 # v > 0 vektor, amelyre
Av = p/(A)v. Kovetkezésképpen p(A) = p/'(A).
Biz.: Tudjuk, hogy p'(A) = pl,(A) valamely 0 # v > 0 vektorra. Az el6z§ allitas

alkalmazhaté.
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Spektralsugar: egyenértékiiség

All.: Ha A > 0, akkor van olyan v > 0 vektor, amelyre
Av = p/(A)v. Kovetkezésképpen p(A) = p/(A).
1

X

BT

Biz.: Legyen k > 1-re Ay == A+
1

e ]

Ai >0, tetsz. 0 £ v > 0ra gl (A) < gl (A) < ol (A1) Tgy o/(A) < p/(Ax) < (A1),
Legyen v; > 0 olyan (el6z8 all), hogy |vi| =1 és Apvi = p'(Ak)vk-

A (vi, p'(Ayg)) sorozat tagjai R"T1 egy korlatos részhalmazabdl vannak, igy
(Bolzano-Weirstrass) van konvergens részsorozat: ky < kp < ... < kg < ..., hogy
letezik limp_, oo v, = v &s limy_, oo p'(Ag,) = p'.

Tudjuk: 0 < v és |v| =1, tovabba p'(A) < limp/(Ag,) = p', és

Av = lim Ay, vy, = lim p/ (A, )vi, = p’v. Utébbi miatt p’ = [p'| < p(A) < p/(A) is

[

igaz, igy p’ = p'(A).
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Spektralsugéar: "max-min" egy interpretécidja (pétlap)

Gazdasag egy modellje: (Leontyev)
egységnyi i termék elSallitashoz a;j mennyiségli j termék kell
készlet: v = (v1,...,7a)": j-bél 7j-nyi van
ezt felhasznalva i-bsl 3 _; ajjyj-nyi lesz:
0j készlet: Av
0., (A): a legrosszabb i-bdl a készlet béviilése (v. zsugorodasa)
o'(A): pl,(A) optimuma
p'(A) = p(A) interpretacidja: optimalis esetben minden
termékbdl ugyanaz (p(A)) a béviilés aranya

a gazdasadg minden szektoraban ugyanakkora a névekedés
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Alsé és felsé korlat a spektralsugarra

All.: A> 0-ra

n n
miin z; aj < p(A) < ml_ax;a,-j.
j= j=

71

Biz. (Fels6 korlat): Tth.0 £ v = | : | > 0-ra p}(A) = p(A).
Yn

io: az az index, amelyre a vj, > ~; (j =1,...,n). Ekkor

p(A )_pV(A)<Za'OI,y <Zalojgmaxzalj
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Alsé és felsé korlat a spektralsugarra

Biz. (alsé korlat): v = | : |-re

n n
. i
o (A) = min E 1 aij; = min E ) ajj,
i= i=

ugyanakkor p(A) = p’(A) > p,(A).



Alkalmazott algebra - Nemnegativ matrixok
LNemnegativ matrixok

LAlst’)/felst’:i korlatok nemneg. matrixok spektralsugarara

Tovabbi egyenlétlenségek

A>0
m Kov.: minj Y 7 aii < p(A) < max; Y i ajj.

Biz.:p(AT) = p(A) (ugyanaz a karakterisztikus polinom).
m Ko6v.: Ha A sor- vagy oszlop-sztochasztikus, akkor p(A) = 1.
m Kov.: Tetsz. 1 >0,...,7, > O-ra:

n n
: i 2]
min a;i—~ < p(A) < max aj—.
; J§1:Ui_P()_ : J‘E].:U-i

Biz.: Legyen D = diag(v1,...,7n) és A’ = D71AD = (aj)- Ekkor af; = a;j%,
tovabba, mivel A és A’ hasonléak, p(A) = p(A’). Alkalmazzuk a

sordsszeg-becsléseket az A’ métrixra.

By - min: S e .\ s
m Kov.: minj > 7 aji=h < p(A) < max; 3 iy ajj-
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Pozitiv matrixok - Perron elmélete

A>0
m All.: p(A) >0
Biz.: p(A) > a legkisebb sorbszeg
m All: A-nak van pozitiv sajatvektora p(A) sajatértékkel.
Biz.: Tudjuk mar, hogy van nemneg. sajatvektor: 0 # v > 0: Av = p(A)v.

i i - _1_
A > 0 miatt Av >0, igy v = p(A)AV>0'

m All.: A-nak a p(A) sajatértékhez tartozé pozitiv sajatvektora
skalarszoros erejéig egyértelmii.

71 ’Y{

Biz.: Tth. v=| o | >0é& v/ = o | >0 két sajatvektor: Av = p(A)v és
Vn Yn

Av’' = p(A)v’. Legyen p = min; 1—{ ésw=(v/—puv)>0.

w= ﬁAW, igy A> 0 miatt w > 0, ha w # 0. De w i-edik koordinataja 0,

igy csak w = 0 lehet, azaz v/ = puv.
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Perron 1l

A>0
All: Ha )\ komplex sajatértéke A-nak, amelyre |\| = p(A) és v egy
(komplex) sajatvektora A-nak \ sajatértékkel, akkor A = p(A) és v

egy pozitiv vektor komplex skalarszorosa.
71
Biz.: Legyen v=| : |. Barmelyi=1,..., n-re

Yn

n n
p(A)vil = vl = D agi| <D aijlvils
j=1 j=1
[l
igy w = : jelSléssel 0 # w > 0 &s p(A)w < Aw. Tudjuk, hogy p(A) = p/(A) és

[n]
volt korabban,hogy Aw > p/(A)w esetén Aw = p/(A)w, azaz w egy

nemneg. sajatvektor p’(A) sajatértékkel. Igy persze w > 0 is igaz és a fent az <

helyett = teljesiil:
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Perron IlI

A>0
All: Ha )\ komplex sajatértéke A-nak, amelyre |\| = p(A) és v egy
(komplex) sajatvektora A-nak \ sajatértékkel, akkor A = p(A) és v

egy pozitiv vektor komplex skalarszorosa.
Biz. (folyt):

n n
D aivi| =D aihyl (i=1,...,n)
=1 =1

Ez csak gy lehet, ha az 6sszes +; egy iranyba mutat: a ¢ = ~; /|| 1 absz. értékii

komplex szam i-tdl ftlen és v = cw.
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Perron V.

Segédall.: Tfh. B egy n x n-es n — 1 rang valés matrix. Legyen
vekerB, uckerBT. Hav'u =% 0, akkor B-nek a BR" képtérre
vett megszoritasa nemelfajulo.

Biz.: rang= n — 1 miatt ker B = (v), igy elég v ¢ BR"-t igazolni. Tth, indirekte, hogy

v = Bw. Ekkor vTu = (Bw)Tu=wTBTu =0, ellentmondas.

All.: A > 0 esetén A karakterisztikus polinomjanak p(A) egyszeres

gyoke.
Biz.: Legyenek v,u > 0: Av = p(A)v é&s ATu = p(AT)u = p(A)u. Ekkor vTu > 0 és
B = A — p(A)l-val segédall miatt BR" egy bazisat v-vel kiegészitve bazist kapunk.
ebben a bazisban A matrixa

A0

(0 p)

alakd, ahol p = p(A) és A’ a B + pl-nek a BR"-re valé megszoritasanak a matrixa,

ennek pedig nem sajatértéke p. A kar. polinomja = (x — p)g(x), ahol g(x) A’ kar. pol.
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Perron V

m Kov.: A > 0-ra Iimk_mo(ﬁA)k létezik és az egy projekcié a
p(A)-hoz tartozé 1-dim. sajataltérre.

m Pontosabban.: Legyen A > 0 és legyenek v > 0, u > 0,
amelyekre Av = p(A)v, ATu = p(A)u és u”v = 1. Ekkor

lim (L

A k _ T
Jm G = w

Biz.: Id. a kdvetkezdt.
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Perron VI

Segédall.: Legyen u,v € R”, hogy u”v = 1. Ekkor vu' az
egyetlen olyan P projekcié-matrix, amelyre P képtere (v) és PT
képtere (u).

Megj: u = v-re a (v)-ra valé merGleges vetités

Biz.: vuT rangja 1, (wT)v=v(uTv)=vl=v, és

(vuT)(vuT) = v(uTv)uT = viuT = vuT, igy vuT tényleg egy (v) képteri projekcié.
Ugyanigy, (vuT) = uvT egy (u) képterii projekcié.

Egyértelmiiség: Tfh. P telj. a feltételeket. Ekkor P(vuT) = (Pv)uT = wuT és
(vuTYP = v(uTP) = v(Pu)T = vuT. Innen

(P=wuT)2=P—PwT —vuTP +wuT =P — v Mivel (P—vuT) képtere C (v),
P — vuT vagy 0 vagy egy projekcié (v)-re. Utébbi (P — vuT)v = 0 miatt nem lehet.
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Perron és a tlirelmetlen szorfolé

m Kov.: Legyen A > 0 és legyen v az a sztochasztikus vektor
amelyre Av = p(A)v. Legyen wP tetsz. sztochasztikus vektor
és legyen

w*tt = Aw* sztochasztikusra normalva

(leosztva a koordinatak osszegével). Ekkor
lim wk =v.
k—o00

m Tudjuk: sztochasztikus matrix spektralsugara 1.

m Kov.: Legyen A > 0 sztoch. és legyen v az a sztochasztikus
vektor amelyre Av = v. Legyen w? tetsz. sztochasztikus
vektor és legyen

wk = AkwO. Ekkor lim wk = v.
k—o0
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Irreducibilis matrixok - Frobenius elmélete

A >0 n X n-es

Def.: A reducibilis, ha 3 0 # J C {1,...,n} (valédi
részhalmaz), hogy ajj =0, € J, i & J esetén.

Atfogalmazés: A reducibilis, ha 3 P permutaciématrix., hogy
P~1AP valédi blokk felsé haromszég: p-1ap = (412 22)
(A11 £ X L-es, Axo (n—£) x (n—£)-es, A12 £ X (n— £)-es.)

Grafos atfogalmazas. Legyen Gp az az irdnyitott (esetleg
hurokéles) graf {1,...,n}-en, amelyben j — i akkor él, ha
aj > 0.

A reduciblis, ha a G4 csicsai valédi médon feloszthaték két
részre gy, hogy az els6 részbsl a masodikba nem megy él (a
masodik részbél az els6be még mehet.)

Def.: A irreducibilis, ha nem reducibilis, azaz ha G4 er8sen
Osszefiiggd
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Példak reducibilis/irreducibilis matrixokra

1 00 1 11
m Reducibilisek: {0 1 0], |1 1 1
0 0 1 0 0 1

010
m Irreducibilisek: [0 0 1],
1 00

m Megjegyzés: Itt csak G4 szamit, mindegy, hogy A pozitiv
elemeiben mi all konkrétan.
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Reducibilis/irreducibilis matrixok: feladatok

Mutassuk meg, hogy ha A > 0 irreducibilis, akkor AT is
irreducibilis.

Ha egy A > 0 szimmetrikus matrix reduciblis, akkor valamely
P permutaciés matrixra P~ AP blokk-diagonalis alakd.
Minimum hany nulla eleme van egy n x n-es reducibilis
matrixnak?

Maximum hany nulla eleme van egy n x n-es irreducibilis
matrixnak?
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Irreducibilitds jellemzése

All: Legyen A >0 n x n-es. Ekkor A irreducibilis < (A + /)" > 0.

Biz. «: i
A1+ 1 * (At )" * %0
0 An+1) 0 (A + )" :

=: Legyen Airred. és 0 # v > 0.
Legyen J azon koordinatak halmaza, amelyekben v pozitiv.
(A+ v = v + Av pozitiv J-ben,
és még, ha |J| < n, akkor (mivel A irred.), i-ben is,
ahol i € J,j € J, hogy ajj > 0 (A irred.).
Ekkor (A + I)v t8bb helyen pozitiv, mint v.
Indukciéval: ha 0 # v > 0, akkor (A + I)kv legalabb min(k + 1, n) helyen pozitiv.

Tehat (A+1)"v > 0 (s6t, (A+1)"~1 > 0) barmely v > 0-ra.
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Irreducibilitds jellemzése graffal

m Eszrevétel: A, B > 0 n x n-es matrixokra Gag -ben j — i él,
ha van olyan k € {1,...,n} amelyre k — i él Ga-ban és
J — k par él Gg-ben.

m Kov.: j — i él Gye-ben < van Ga-ban j-bél i-be mené ¢
hossz( iranyitott séta.
Biz.: ¢ = 1-re G, definicidja, ¢ > 1-re indukcids lépés: észrevétel A-val és
B = A 1 gyel.

m Kov.: j — i él Gayye-ben < van Ga-ban j-bél i-be mend
< £ hosszi iranyitott at.

m Kov.: £ > n—1esetén j — i él Gayyye-ben < van Ga-ban
J-bél i-be mend iranyitott (t.
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Irreducibilis matrixok spektralsugara - Frobenius

m All.: Ha A > 0 irreducibilis akkor p(A) > 0.

Biz. A-ban nincs csupa 0 sor; a min. sordsszeg alsé korlat < p(A).

m Eszrevétel: Ha v sajatvektora A-nak ) sajatértékkel, akkor v
sajatvektora (A + /)"-nek is, (A 4 1)" sajatértékkel.

m Specialisan: ha v sajatvektora A-nak p(A) sajatértékkel
(tudjuk, hogy A > 0 esetén van ilyen v > 0), akkor v
sajatvektora (A+ 1) -nek is, p((A+1)") = (p(A) +1)"
sajatértékkel.

Ha A irreducibilis, akkor tehat alkalmazhaté (A + 1)"-re a
Perron-elmélet:
m Tétel (Frobenius): Tth. A >0 n x n-es irred. Ekkor
m p(A) sajatértéke A-nak;
m p(A) egyszeres gyoke A karakterisztikus polinomjanak;
m létezik A-nak pozitiv sajatvektora p(A) sajatértékkel.
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Példa: ciklus

m Legyen A az (12...n) ciklus permutaciématrixa:

1

m A irreducibilis,
m p(A) =1,
m A Osszes sajatértéke 1 absz. értéki,

m AXv csak kivételes v-re konvergens.
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Primitiv matrixok

m Def.: Legyen A > 0 irred. A primitiv, ha p(A) az egyetlen
p(A) abszolat értéki sajatértéke

m Primitiv matrixra telj. az egyszer(i konvergenciatétel feltételei:

m Tétel: Tegyiik fel, hogy az A > 0 irreducibilis matrix primitiv.

Ekkor
1 k T
—A] — v,
<p(A) >

ahol v A-nak, u pedig AT-nak pozitiv sajatvektora p(A)
sajatértékkel, amelyekre uTv = 1.
Valtozat: w® > 0, wkt1 = Awk, lenormalva (1 hosszira vagy
sztochasztikusra) konvergél el6bbi v lenormaltjahoz

m Példa: Ha A > 0 irreducibilis, szimmetrikus és pozitiv
szemidefinit, akkor A primitiv.
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Alkalmazas: gyijtélapok és tekintélyek

m Kleinberg 1998
m Modell: kétféle lap:
m értékes infot tartalmazé
m linkgy(jtemény
m Réka fogta csuka:
m tekintélyes lapra sok j6 gyiijtemény mutat
m j6 gy(ljtemény sok tekintélyes lapra mutat
m Szamszeriien:
lapok gy(ijt6-értéke ~;, tekintély-értéke 7;
mT=c-y. v (i=1...,n)
.'Yj:C/' I.ejTi(j:].,...,n)
¢ és ¢’ normalé tényezék

hogy pl. 327 77 =1és X7, 77 = 1 teljesiiljon.
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Gydijt6lapok és tekintélyek II.

m Roéka fogta csuka feloldasa

k-adik |dopontban a lapok gyiijté-értéke v¥, tekintély-értéke 7
k+1 _ k

= i Y
= 7] =cC- Zn_jT:
m Matrixosan-vektorosan
m A= (a,J) adjacencia-matrix: a;; = 1, ha j mutat i-re, kiilénben 0.
n gk :(7{,...7%)T th= (k... TK)T
m kezdetben g0 = (W""’T)
m th=¢ - AgF k = 012
- 5k+1 = fATik k=0,1,2
m "j6" esetben: g = limy_,oc g¥, t = limy_, o0 £

t= Ag, lenormalva
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Gydijt6lapok és tekintélyek 1.

m Két sorozati rekurzidbdl egy

m tF = Agk

- £k+1 = fATik

helyett

m gt =/ ATAgk k=0,1,2...
m Eszrevétel: ATA>0 poz. szemidef.: primitiv, ha irred.
m Reducibilitas: Akkor, ha van a lapoknak egy G valddi és egy

T része, hogy

m G beli lap csak T belire mutat
m G-n kiviili lap csak T-n kiviilire mutat



Alkalmazott algebra - Nemnegativ matrixok
LNemnegativ matrixok
L Primitiv matrixok

Gydijt6lapok és tekintélyek IV.

m Konvergenciatétel alk.: Irred. esetben gk konvergal a
p(AT A)-hoz tartozé pozitiv 1 hosszii sajatvektorhoz.
m gyljté-értékek g, tekintély-értékek Ag alapjan.
m Gyakorlatban: nem az egész WWW-re, hanem csak egy
viszonylag kicsi, az adott témakdrben relevans részére
m Megj.: Reducibilis esetben:
m feltehets: AT A blokk diagonélis
(alk. P-re P=1AT AP blokk diag.)
m a blokkok ~ Gut 4 Osszefliggé komponensei
m a blokkok irreducibilisek
m konvergencia blokkonként: (D~1A)* = D=*Ak konvergens,
D A-val felcs. diag. méatrix: blokkonként a max. sajatérték
gk ekkor is konvergal (valamelyik
nemneg. p(A)-sajatvektorhoz)
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Primitiv matrixok egyszerii jellemzései

m Kov.: A > 0 primitiv < A% > 0 valamely k-ra.
Biz.: =: (p(la)A)k — vuT >0, igy AX > 0, ha k elég nagy.
<: Ha Ak > 0, akkor (Perron) Ak-nak p(AK) = p(A)k az egyetlen p(A)k absz.

értékii sajatértéke, és az egyszeres gydke AK kar. pol.-janak de akkor A-nak is

csak egyetlen p(A) absz. értékii sajatértéke van.

m Megj.: A > 0 esetén ha Ak > 0, akkor A* >0 ¢ > k-ra is.

m All.: Ha B > 0 irred. és van B-nek pozitiv diag. eleme, akkor
B¥ > 0 valamely 1 < k < 2(n — 1)-re.
Biz.: Tfh. (-edik diag. elem > 0. Ekkor, ha Gg-ben i-b8l elérhetd ¢ és ¢-bsl
elérhets j legfeljebb k hosszi ir. attal, akkor BX-ban az ij-edik elem > 0.

m Kov.: A >0 nem primitiv < A¥ reducibilis valamely
0 < k < n-re.

m Kév.: A > 0 primitiv <> AK > 0 valamely k < 2n(n — 1)-re.
Megj.: Az éles korlat n?> — 2n + 2 (Wielandt)
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Imprimitiv irreducibilis matrixok

Lemma: Tfh. B = (bj;) komplex, A = (aj;) > 0 valds irred.,
amelyekre |b;j| < ajj. (Tudjuk mar, hogy ekkor
p(B) < p(A) = p'(A).) Tth. még: p(B) = p(A) és A = wp(A) egy
komplex sajatértéke B-nek, ahol |w| = 1.
Ekkor B = wD71AD alaka, ahol D = diag(dh,...,d,) és |di| = 1.
st
Biz.: Legyen 0 # v = ( ) , hogy Bv = Av. Mindegyik i =1,...n-re
Vn

p(A) il = Allvil =

n n
D by <D gl
j=t j=1

1yl

igya0#w= ( : ) > 0-ra Aw > p(A)w = p/(A)w. Ekkor sziikségképpen w > 0
[yn]

és Aw = p(A)w. Utébbi miatt < helyett = all:
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Imprimitiv méatrixok Il

Lemma biz. (folyt):
n n
> by =D iyl
=t =
azaz

n n
D obidilil| = aghil (i=1,....n),
j=1 j=1

ahol dj = vj/|vj|. Ez csak gy lehet, hogy |b;j| = ajj és a nem-nulla komponensek
mind a d; iranyba mutatnak:

ha aj; # 0, akkor bjj/ajd; = dj.

igy bjj = dlfla,-jdj, legyen aj; akar > 0, akar 0, azaz B = D~1AD, ahol

D = diag(ds, . .., dn).



Alkalmazott algebra - Nemnegativ matrixok
LNemnegativ matrixok

L Imprimitiv irreducibilis matrixok

Imprimitiv matrixok I1I.

m A>0irred.
m All.: Tfth. w € C, |w| = 1. Ekkor
wp(a) sajatértéke A-nak < wA hasonlé hasonlé A-hoz.
Ez esetben wp(a) egyszeres gydke A karakt. polinomjanak.
m Biz.: =: Lemma B = A-val.
B <! Tth. wA = D71AD, azaz A = wDAD™!. Ha Av = p(A)v, akkor
w = Dv-re Aw = wDAD™'Dv = wDAv = wp(A)Dv = wp(A)w.
B Egyszeresség: Ha p(A) egyszeres gydke det x/ — A-nak, akkor wp(A)
egyszeres gyoke det x/ — wA-nak.

m Kov.: Ha |w| =1, || =1, tovabba wp(A) és w'p(A)
sajatértékei A-nak, akkor w™! és wuw' is sajatértéke A-nak.
Biz.: Ha wA = D~1AD és w'A = D'~1AD/, akkor w=1A = DAD~! és
ww'A = (D'D)"1AD’'D.

m All.: Ha A-nak s darab p(A) abszolut értékii sajatértéke van,
akkor ezek: e2milsp(A), (£ =0,...,5s—1).
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Imprimitiv matrixok V.

Tétel: Tth. A> 0 irred, A-nak s > 1 darab p(A) absz. értéki
sajatértéke van. Ekkor akkor alkalmas P permutaciés matrixszal

A2
Azz

PLAP = :
As—2,s—1
Asfl,s
Asl

ahol Aj; illetve az jj helyen allé nulla (iires) blokk p; x p1; méretii
(i,j=1,...,s).

Biz.: Tudjuk: w = e2™/5_vel léteznek di,...,d, € C, hogy |d;| = 1 és

D = diag(dy, ..., dn)-re D='AD = wA. Ekkor wa; = Z—ia;j, tehat a;j = 0, hacsak
nem d; = wd;.

Alkalmas permutaciéval elérhetd: 0 =ty < t; < tp... < ts < n, D-nel wld;-gyel

megegyezd diagonalis elemei dy,y1,...,dy, ,, £=0,...,5 -1,
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Imprimitiv matrixok V.

Tétel biz. (folyt:) Mivel A irred., van olyan i € {1,...,t1}, hogy a;j # 0 valamely
1 <j < n-re. Ekkor dj = wd; = wdy, igy t1 +1 < j < 2 (ésinnen t; < t2).
Hasonléan, ha tp < n, akkor van i € {t; +1,...,t2} és j € {1,...,n}, amelyekre
ajj # 0. Ekkor dj = wd; szdl, igyto+1<j<t3éstz > tr.

Igy folytatva: to < t1 <t1 <...<ts <n.

Ha ts < n, akkor vanolyan 0 </ <s—1, t, <i <tp1 & j > ts, hogy a;; = 0.
Ekkor dj = wd; = w’*1dy, ellentmondas.

Tehat 0=t <t1 < ... < ts =n.

Hatp+1 <i<tyqq, és ajj # 0, akkor dj =wd; = w£+1d1, tehat tpq +1 < j < ty0,
ahol £ + 1 illetve £ + 2 modulo s értendd.

Azaz a cserék utan a matrix tényleg a fenti alaki, ahol py =ty — ty_1.
Megj. Ha A fenti alakd, akkor A® blokk diag. s blokkal, igy A
tényleg imprimitiv.
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Imprimitiv matrixok és periodicitas (pétlap)

m Tétel atfogalmazasa: Tfh. A > 0 irred, A-nak s > 1 darab
p(A) absz. értékii sajatértéke van. Ekkor Ga csicsai
feloszthatok s darab Vi, ..., Vs részre Ggy, hogy iranyitott élek
csak V; és Viq kdzott mennek (i + 1 modulo s értendd).

m KOv.: A tétel feltételei mellett G4 minden iranyitott korének a
hossza oszthaté s-sel

m Kov.: Thf. A >0 irred. Ekkor: G4 koreinek hossziisaganak

Inko-ja 1 < A primitiv.
Biz.: =: el6z6 kov.

<: Tfh. az Inko s > 1. Ekkor A’ f6atléjaban csak s-sel oszthaté (-re van

pozitiv elem.
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Sztochasztikus matrixok

m A >0 n x n-es (oszlop-)sztochasztikus
m Def. (emlékeztet§): A minden oszlopanak Gsszege 1

m Ekv. jellemzés: Aw sztoch. minden w sztoch. vektorra
1
m Masik ekv. jellemzés: | : | sajatvektora AT-nak 1

sajatértékkel

m KOv.: sztoch. matrixok szorzata is sztoch.

m Tudjuk: p(A) = 1.

m Kév.: Ha A még primitiv is, akkor AXx — v(1,...,1), ahol v
a sztochasztikus sajatvektora A-nak 1 sajatértékkel.

m Megj. v(1,...,1) minden oszlopa v
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Sztochasztikus matrixok/Markov lancok: értelmezések

m sztochasztikus sajatvektor(ok) 1 sajatértékkel: stacionarius
eloszlas(ok)

m Irreducibilitas: Minden allapotbé6l minden allapot elérheté
pozitiv valészinliséggel

m Imprimitivitas~ periodicitas

m Konvergenciatétel: Primitiv ("aperiodikus irred.") esetben

tetsz. kezdeti elo. esetén a lanc eloszlasa konvergél az (egyért.)
stacionariushoz
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Duplén sztochasztikus matrixok

m Def.: A= (a;) > 0 duplan sztochasztikus, ha A és AT is
(oszlop-)sztochasztikus.

1

m Ekv. jellemzés: | : | sajatvektora A-nak és AT-nak is 1

sajatértékkel
m KoOv.: Duplan sztochasztikus matrixok szorzata és konvex
kombinacidja is duplan sztochasztikus

m Példa: Permutaciématrix (imprimitiv).
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Duplén sztochasztikus matrixok |l.

m All.: Duplan sztoch. A reduciblis < alkalmas P permutaciéval
P~ AP blokk-diag., azaz 30 C J C {1,...,n}, hogy

i€J,j¢ Jesetén aj = ajj = 0.
Biz.: Tth. A = (aj;) imprimitiv: van § C J C {1,...,n}, hogy aj; # 0, ha
i¢gJ,je&J. Ekkorj € J-re

n
lzzaij:Za,’j, ezért Zzaij: .
i=1

ied jedied
Ekkor
n
[J| = ZZa,, = Zza,’j-i-zza;j = |J|+Zza,’j, igy ZZau =0.
ied j=1 iedjed ied j&d ied jgJ ied jgJ

Ebbél i € J, j & J esetén a;; = 0.

m Konvergenciatétel: Primitiv duplan sztoch. A-ra
1 1

n n

Ak

3=
Sl
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Birkhoff tétele

Tétel: A duplan sztochasztikus < A permutaciomatrixok konvex
kombinacigja.
m Biz.: <: permutaciématrixok d.sz. és d.sz. matrixok konvex komb.-ja is d.sz.
=
Segédall.: A = (a;) duplan sztoch. = 3 7 perm.: aj,;) >0 (i =1,...,n).
m Indukcié segédall. alapjan, a nemnulla elemeinek a szdma szerint:
Legyen 7 a segédallban szerepl§ perm., a = min; a;(;) és P m—1 matrixa. Ekkor
A#Pesetén a<lés A=aP+ (L —a)(l—a)"!(A—aP): A P-nek és
(1 — a)71(A — aP)-nek konvex komb.-ja. (1 — a)~!(A — aP) duplan sztoch. és
kevesebb helyen poz., mint A.
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L Duplan sztochasztikus matrixok

Birkhoff tétele Il

Segédall.: A = (aj;) duplan sztoch. = exists 7 perm.:
dir(i) > 0.

Tétel (Frobenius-Kdnig-Hall): Tetsz. véges G = (U, V, E)
paros grafra

3 G-ben U-t lefedé parositas

barmely W C U-ra:

{veVawe W:(w,v) € E}| > |W]| (Hall-feltétel).

Segédall biz.: Legyen U,V = {1,...,n}, (/,j) € E, ha aj; # 0. Ekkor keresett
7w <> U-t lefed§ parositas G-ben. Tetsz. J < {1,...,n}-re legyen
J" = {jlaj # 0 valamely i € J-re}.

V3D 33 IS ED I Tard!

ied j=1 icdjeJ jeJied jeJ i=1

tehat teljesiil a Hall-feltétel.
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