BME Matematika Verseny 2011. aprilis 14. 1699—20%, E.I.A

— Eredményhirdetés aprilis 28-4n, csiitortokon 16% érakor, a Q épiilet D szarny foldszint
F13-as teremben.
— Az els6 feladat megoldasat csak elsGéves hallgatoknal értékeljiik; a maradék kilenc
feladatra barki adhat be megoldast. Erdemi részmegoldasokat, érdemi altalanositasokat
és lényegesen kiilonb6z6 megoldasokat is figyelembe vesziink.
— Minden feladat 10 pontot ér.
— Minden feladatot kériink kiilén lapra irni. Minden lapon szerepeljen a feladat
sorszama, név, kar, szak, évfolyam, tankor.
— Csak konnyen olvashaté és vilagos okfejtést értékeliink.
1. Adott a, b, ¢, d oldalhosszusagu sikbeli négyszogek kozott melyik lesz maximaélis teriiletd?
Az oldalak ebben a sorrendben csatlakoznak.
2. Melyek azok a tizes szamrendszerben felirt természetes szamok, melyek utolsd szam-
jegyét az elejére athelyezve az eredeti szam 2/3-at kapjuk?
3. Legyen A invertalhat6 n x n-es matrix. Tegyiik fel, hogy az A és A~! matrixok minden
eleme nemnegativ. Bizonyitsuk be, hogy van olyan k& > 0 egész, hogy A* diagonalis
matrix.
4. ~
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5. a. Legyenek vy, ..., v, egységvektorok egy euklideszi térben, | < v;,v; > | < 1/(n—1),
ha 7 # j. Mutassuk meg, hogy vy, ..., v, linearisan fiiggetlenek.

b. Legyen m = (n—1)n/2+1, vy,. .., v, egységvektorok, | < v;,v; > [* <1/(m—1), ha
1 # j. Mutassuk meg, hogy v, ..., v, koziil kivalaszthato n linearisan fiiggetlen vektor.
6. Az iranyitott G egyszertd graf iranyitott kromatikus szama, x;(G) az a legkisebb k,
amelyre k szinnel szinezhet6k a csicsok tugy, hogy egy él két vége kiilonbozd szind és
barmely adott szinparban csak az egyik iranyba vezethet él. Mutassuk meg, hogy nincs
olyan f : N — N filiggvény, melyre ;(G) < f(x(G)) teljesiil minden G-re, ahol x(G) a
megfelels iranyitatlan graf kromatikus szama. Azaz az iranyitott kromatikus szam nem
becsiilhets a kromatikus szam ismeretében.

7. Mutassuk meg, hogy ha f € C(0,00) és minden z > 0O-ra lim,_, f(z/n) = 0, akkor
lim, o4 f(z) = 0.

8. Legyen 1 < k < n. Mutassuk meg, hogy az 1,2,...,n szdmok egy véletlen permuta-
civjanal

a. 1/k valoszintséggel lesznek az 1,2, ..., k szamok ugyanabban a ciklusban,
b. 1/k! valoszintiséggel lesznek az 1,2, ..., k szamok csupa kiilénbo6zé ciklusban.

9. Legyenek P, ) ortogonalis projekciok egy véges dimenzios térben. Mutassuk meg,

hogy
Tref 9 < Tr(efe?).

10. Legyen f(z) reguléris a Rez > 0 félsikon. Tegyiik fel, hogy
f(z) — ag

lim —_— = Q7.
z—0, Rez>0 yA

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges d > 0 esetén

lim "(z) = ay.
z2—0, Rez>4|Imz| f ( ) !



