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Folytonos idejii Markov lancok |

Adott egy G = (V, €) graf
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Folytonos idejii Markov lancok

Folytonos idejii Markov lancok |

Adott egy G = (V, €) graf

Egy X:; t € [0,00) folyamat folytonos ideji Markov lanc, ha Vt-re
Xt €V, és egy a(x,y) ratafiiggvénnyel

P(Xitde = x| Xe = x) =1 — a(x)dt + o(dt)
P(Xerde = y|Xe = x) = a(x, y)dt + o(dt)
a(x) = 3 alx,y).

yF#X
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Folytonos idejii Markov lancok

Folytonos ideji Markov lancok Il

Az eléz8ekbsl, ha

px(t) = P(Xe = x), p(t) = (p1(2), p2(t), -, Py (1)),
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Folytonos idejii Markov lancok

Folytonos ideji Markov lancok Il

Az eléz8ekbsl, ha

px(t) = P(Xe = x), p(t) = (p1(2), p2(t), -, Py (1)),

Be(t) = —a(x)pa(t) + 3 aly, X)py (8),
y#x
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Folytonos idejii Markov lancok

Folytonos ideji Markov lancok Il

Az eléz8ekbsl, ha

px(t) = P(Xe = x), p(t) = (p1(2), p2(t), -, Py (1)),

kapjuk
pr(t) = —a()pa(8) + 3 aly, Xy (2),
y#x
b(t) = p(t)A, (1)
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Folytonos idejii Markov lancok

Folytonos ideji Markov lancok Il

Az eléz8ekbsl, ha

px(t) = P(Xe = x), p(t) = (p1(2), p2(t), -, Py (1)),

kapjuk
pr(t) = —a()pa(8) + 3 aly, Xy (2),
y#x
b(t) = p(t)A, (1)

ahol A, = a(x,y), ha x # y, és —a(x), ha x = y.
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Folytonos idejii Markov lancok

Matrixexponencialis fiiggvény

Az (1) egyenlet megoldasa:
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Folytonos idejii Markov lancok

Matrixexponencialis fiiggvény

Az (1) egyenlet megoldasa:
p(t) = p(0)e™.

De mit is jelent egy matrix exponencialis fliggvénye?
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Folytonos idejii Markov lancok

Matrixexponencialis fiiggvény

Az (1) egyenlet megoldasa:
p(t) = p(0)e™.

De mit is jelent egy matrix exponencialis fliggvénye?

otA — i (t,'j\!)"‘

n=0
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Folytonos idejii Markov lancok

Matrixexponencialis fiiggvény

Az (1) egyenlet megoldasa:
p(t) = p(0)e™.

De mit is jelent egy matrix exponencialis fliggvénye?

otA — i (tA)"‘

n!
n=0

Példaul legyen
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Folytonos idejii Markov lancok

Matrixexponencialis fliggvény - példa

Ekkor A = QDQ~1, ahol

o=(1 %)= (0 %)= (5 Ah)
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Folytonos idejii Markov lancok

Matrixexponencialis fliggvény - példa

Ekkor A = QDQ~1, ahol

(1 1 (0 0 1 (2/3 1/3
Q—<1 _2>’D—<o _3>’Q —<1/3 —1/3>'
Tehat

otA i Q(tD)"Q!

n!
n=0

1 0 _
- Q(O e_3t>Q1

- () 38)
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Béta-eloszlas

béta-eloszlas |

¢ legyen 7 db [0, 1]-en egyenletes eloszlasu fiiggetlen véletlen szam
koziil a 5. legnagyobb:
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Béta-eloszlas

béta-eloszlas |

¢ legyen 7 db [0, 1]-en egyenletes eloszlasu fiiggetlen véletlen szam
koziil a 5. legnagyobb:

| |
[ |
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béta-eloszlas |

¢ legyen 7 db [0, 1]-en egyenletes eloszlasu fiiggetlen véletlen szam
koziil a 5. legnagyobb:

| o] |
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Béta-eloszlas

béta-eloszlas |

¢ legyen 7 db [0, 1]-en egyenletes eloszlasu fiiggetlen véletlen szam
koziil a 5. legnagyobb:

| o] |
[ 11 |

P(¢ € [x,x + dx]) = 2T—j”x2dx(1 — x — dx)* 4 o(dx),
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Béta-eloszlas

béta-eloszlas |

¢ legyen 7 db [0, 1]-en egyenletes eloszlasu fiiggetlen véletlen szam
koziil a 5. legnagyobb:

| o] |
[ 11 |

P(¢ € [x,x + dx]) = 2T—j”x2dx(1 — x — dx)* 4 o(dx),

igy & siirlisége az x € [0, 1] helyen:
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Béta-eloszlas

béta-eloszlas Il

Altalaban f3(a, b) eloszlas siiriisége a [0, 1] intervallumon:

— r(a + b) Xafl(l _ X)bfll
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Béta-eloszlas

béta-eloszlas Il

Altalaban f3(a, b) eloszlas siiriisége a [0, 1] intervallumon:
— r(a + b) Xafl(l o X)bfll

Itt a, b pozitiv, nem feltétleniil egész szamok, és

Ma) = /OO t*le tdt
0
fn)=(Mm-1)LneN
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Matringalok

Matringalok - szemléletes definicié

Egy My, Mo, ... valésziniiségi valtozé sorozat martingal, ha
E(|Mk|) < oo és My feltételes varhaté értéke "My, ..., My_1
ismeretében" épp M, _; minden k-ra.
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Matringalok

Matringalok - szemléletes definicié

Egy My, Mo, ... valésziniiségi valtozé sorozat martingal, ha
E(|Mk|) < oo és My feltételes varhaté értéke "My, ..., My_1
ismeretében" épp M, _; minden k-ra.

1. Példa: Ermedobas jatékban addig duplazom a tétet, mig el6szor
nem nyerek, utana kiszallok.
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Matringalok

Matringalok - szemléletes definicié

Egy My, Mo, ... valésziniiségi valtozé sorozat martingal, ha
E(|Mk|) < oo és My feltételes varhaté értéke "My, ..., My_1
ismeretében" épp M, _; minden k-ra.

1. Példa: Ermedobas jatékban addig duplazom a tétet, mig el6szor
nem nyerek, utana kiszallok.

A nyereményem: My = 0,

ha Mj_y = —(1+2+4+ ... +2k72) = —2k=1 11, akkor

P(My =1) = P(My = —2% +1) = 1/2.
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Matringalok

Matringalok - szemléletes definicié

Egy My, Mo, ... valésziniiségi valtozé sorozat martingal, ha
E(|Mk|) < oo és My feltételes varhaté értéke "My, ..., My_1
ismeretében" épp M, _; minden k-ra.

1. Példa: Ermedobas jatékban addig duplazom a tétet, mig el6szor
nem nyerek, utana kiszallok.

A nyereményem: My = 0,

ha Mj_y = —(1+2+4+ ... +2k72) = —2k=1 11, akkor

P(My=1) = P(My = —2K+ 1) =1/2.

Ha pedig M,_; = 1, akkor M) = 1.
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Matringalok

Matringalok - szemléletes definicié

Egy My, Mo, ... valésziniiségi valtozé sorozat martingal, ha
E(|Mk|) < oo és My feltételes varhaté értéke "My, ..., My_1
ismeretében" épp M, _; minden k-ra.

1. Példa: Ermedobas jatékban addig duplazom a tétet, mig el6szor
nem nyerek, utana kiszallok.

A nyereményem: My = 0,

ha Mj_y = —(1+2+4+ ... +2k72) = —2k=1 11, akkor

P(My=1) = P(My = —2K+ 1) =1/2.

Ha pedig M,_; = 1, akkor M) = 1.
Tehat E(Mk‘Ml, ey Mk—l) = M.
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Matringalok

Pélya féle urnamodell

2. Példa: Egy urnaban kezdetben 3 piros és 5 zdld golyé van.
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Matringalok

Pélya féle urnamodell

2. Példa: Egy urnaban kezdetben 3 piros és 5 zdld golyé van.
Egy lépésben kiveszek egy goly6t, majd azt visszateszem egy
masik, ugyanolyan szinii golyéval egyiitt.
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Matringalok

Pélya féle urnamodell

2. Példa: Egy urnaban kezdetben 3 piros és 5 zdld golyé van.
Egy lépésben kiveszek egy goly6t, majd azt visszateszem egy
masik, ugyanolyan szinii golyéval egyiitt.

Be lehet latni, hogy a piros golyék aranya martingal.
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Matringalok

Pélya féle urnamodell

2. Példa: Egy urnaban kezdetben 3 piros és 5 zdld golyé van.
Egy lépésben kiveszek egy goly6t, majd azt visszateszem egy
masik, ugyanolyan szinii golyéval egyiitt.

Be lehet latni, hogy a piros golyék aranya martingal.

Kérdés: Sok |épés utan vajon konvergens-e a piros golydk aranya?
Ha igen, mihez tart? Fiigg a limesz a véletlentél|?
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Matringalok

Pélya féle urnamodell

2. Példa: Egy urnaban kezdetben 3 piros és 5 zdld golyé van.
Egy lépésben kiveszek egy goly6t, majd azt visszateszem egy
masik, ugyanolyan szinii golyéval egyiitt.

Be lehet latni, hogy a piros golyék aranya martingal.

Kérdés: Sok |épés utan vajon konvergens-e a piros golydk aranya?
Ha igen, mihez tart? Fiigg a limesz a véletlentél|?

A valaszt (egyel6re) nem tudjuk, ezért szimulalunk!
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Matringalok

Pélya féle urnamodell

2. Példa: Egy urnaban kezdetben 3 piros és 5 zdld golyé van.
Egy lépésben kiveszek egy goly6t, majd azt visszateszem egy
masik, ugyanolyan szinii golyéval egyiitt.

Be lehet latni, hogy a piros golyék aranya martingal.

Kérdés: Sok |épés utan vajon konvergens-e a piros golydk aranya?
Ha igen, mihez tart? Fiigg a limesz a véletlentél|?

A valaszt (egyel6re) nem tudjuk, ezért szimulalunk!

@00®00000
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Matringalok

Pélya féle urnamodell

2. Példa: Egy urnaban kezdetben 3 piros és 5 zdld golyé van.
Egy lépésben kiveszek egy goly6t, majd azt visszateszem egy
masik, ugyanolyan szinii golyéval egyiitt.

Be lehet latni, hogy a piros golyék aranya martingal.

Kérdés: Sok |épés utan vajon konvergens-e a piros golydk aranya?
Ha igen, mihez tart? Fiigg a limesz a véletlentél|?

A valaszt (egyel6re) nem tudjuk, ezért szimulalunk!

@)
@0000 OO

Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Matringalok

Pélya féle urnamodell

2. Példa: Egy urnaban kezdetben 3 piros és 5 zdld golyé van.
Egy lépésben kiveszek egy goly6t, majd azt visszateszem egy
masik, ugyanolyan szinii golyéval egyiitt.

Be lehet latni, hogy a piros golyék aranya martingal.

Kérdés: Sok |épés utan vajon konvergens-e a piros golydk aranya?
Ha igen, mihez tart? Fiigg a limesz a véletlentél|?

A valaszt (egyel6re) nem tudjuk, ezért szimulalunk!
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Matringalok

Pélya féle urnamodell

2. Példa: Egy urnaban kezdetben 3 piros és 5 zdld golyé van.
Egy lépésben kiveszek egy goly6t, majd azt visszateszem egy
masik, ugyanolyan szinii golyéval egyiitt.

Be lehet latni, hogy a piros golyék aranya martingal.

Kérdés: Sok |épés utan vajon konvergens-e a piros golydk aranya?
Ha igen, mihez tart? Fiigg a limesz a véletlentél|?

A valaszt (egyel6re) nem tudjuk, ezért szimulalunk!

@00®O000000
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Matringalok

Monte Carlo szimulacié |

| a0

abra: 1000 szimulacioé, 50 lépés
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Matringalok

Monte Carlo szimulacié |l

00377

0 70

abra: 10000 szimulacié, 70 lépés
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Matringalok

Monte Carlo szimulacié |l

00377

0 70

abra: 10000 szimulacié, 70 lépés

A tényleges limesz a 3(3,5) eloszlas!
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Matringalok

Brown mozgas

3. Példa: Brown mozgas
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Matringalok

Brown mozgas

3. Példa: Brown mozgas
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abra: Véletlen bolyongas, 1000 lépés
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Matringalok

Brown mozgas

3. Példa: Brown mozgas
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abra: Véletlen bolyongas, 10000 lépés
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Matringalok

Brown mozgas ||

A limeszben kapott folyamat a Brown mozgas.
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Matringalok

Brown mozgas ||

A limeszben kapott folyamat a Brown mozgas.
Definicié: X; Brown mozgas, ha

e Xp=0

@ minden 51 < t] <5 < tp < ...t, esetén
Xey — Xspy - - - Xt, — X, fuggetlenek

@ minden s < t esetén X; — X NN(O,02 =t— s)

@ t — X; majdnem biztosan folytonos.

Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanallasi modellek

e Pontfolyamatok, sorbanallasi modellek
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Pontfolyamatok, sorbanallasi modellek

Poisson folyamat

Legyenek Ty, To,... iid Exp(\) valészintségi valtozok.
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Pontfolyamatok, sorbanallasi modellek

Poisson folyamat

Legyenek Ty, To,... iid Exp(\) valészintségi valtozok.
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Pontfolyamatok, sorbanallasi modellek

Poisson folyamat

Legyenek Ty, To,... iid Exp(\) valészintségi valtozok.
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Pontfolyamatok, sorbanallasi modellek

Poisson folyamat

Legyenek Ty, To,... iid Exp(\) valészintségi valtozok.

—

6 T1 T14+ Ty
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Pontfolyamatok, sorbanallasi modellek

Poisson folyamat

Legyenek Ty, To,... iid Exp(\) valészintségi valtozok.

— N

6 T1 Ti+Ty Ti+To+ T3
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Pontfolyamatok, sorbanallasi modellek

Poisson folyamat

Legyenek Ty, To,... iid Exp(\) valészintségi valtozok.

— N

6 T1 Ti+Ty Ti+To+ T3

A félegyenesen kapott pontok: homogén 1 dimenziés Poisson
folyamat
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Pontfolyamatok, sorbanallasi modellek

Poisson folyamat

Legyenek Ty, To,... iid Exp(\) valészintségi valtozok.

| | |
[ | I

0

A félegyenesen kapott pontok: homogén 1 dimenziés Poisson
folyamat
Egy / intervallumba esé pontok szama: POI(\|l|) eloszlasu.
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Pontfolyamatok, sorbanallasi modellek

Tobbdimenziés Poisson folyamat

Az el6z6 észrevétel alapjan tobb dimenziéban is definialhatjuk:
Poisson folyamat: Olyan véletlen térbeli pontok, hogy minden

halmazba Poisson eloszlast pont esik, és diszjunkt halmazokra ezek
figgetlenek.
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Pontfolyamatok, sorbanallasi modellek

Tobbdimenziés Poisson folyamat

Az el6z6 észrevétel alapjan tobb dimenziéban is definialhatjuk:
Poisson folyamat: Olyan véletlen térbeli pontok, hogy minden

halmazba Poisson eloszlast pont esik, és diszjunkt halmazokra ezek
figgetlenek.
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Pontfolyamatok, sorbanallasi modellek

Tobbdimenziés Poisson folyamat

Az el6z6 észrevétel alapjan tobb dimenziéban is definialhatjuk:
Poisson folyamat: Olyan véletlen térbeli pontok, hogy minden
halmazba Poisson eloszlast pont esik, és diszjunkt halmazokra ezek

figgetlenek.
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Pontfolyamatok, sorbanallasi modellek

M/M/1 sorbanallasi modell |

Egy iizletbe a vasarlok \ paraméterii Poisson folyamat szerint
érkeznek.
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Pontfolyamatok, sorbanallasi modellek

M/M/1 sorbanallasi modell |

Egy iizletbe a vasarlok \ paraméterii Poisson folyamat szerint

érkeznek.
Az egyetlen eladé p paraméterii exponencialis eloszlast idé alatt

szolgal ki egy vevét.
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Pontfolyamatok, sorbanallasi modellek

M/M/1 sorbanallasi modell |

Egy iizletbe a vasarlok \ paraméterii Poisson folyamat szerint

érkeznek.
Az egyetlen eladé p paraméterii exponencialis eloszlast idé alatt

szolgal ki egy vevét.

érkezeés |

kiszolgalas |
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Pontfolyamatok, sorbanallasi modellek

M/M/1 sorbanallasi modell |

Egy iizletbe a vasarlok \ paraméterii Poisson folyamat szerint
érkeznek.

Az egyetlen eladé p paraméterii exponencialis eloszlast idé alatt
szolgal ki egy vevét.

érkezeés |

kiszolgalas |
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Pontfolyamatok, sorbanallasi modellek

M/M/1 sorbanallasi modell Il

Belathato, hogy ha A > u, akkor "tal sok vevs érkezik", a
varakozdék szama tart a végtelenhez.
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Belathato, hogy ha A > u, akkor "tal sok vevs érkezik", a
varakozdék szama tart a végtelenhez.

Ha A < p, akkor a sorhossz nem tart a végtelenhez, és sok id6
malva kb. geometriai eloszlasa.
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Pontfolyamatok, sorbanallasi modellek

M/M/1 sorbanallasi modell Il

Belathato, hogy ha A > u, akkor "tal sok vevs érkezik", a
varakozdék szama tart a végtelenhez.

Ha A < p, akkor a sorhossz nem tart a végtelenhez, és sok id6
malva kb. geometriai eloszlasa.

Altalanositasi lehetSségek: nem csak egy kiszolgalé (kdnnyii), nem
Poisson folyamat az érkezési id6 (nehéz).
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Pontfolyamatok, sorbanallasi modellek

Készonom a figyelmet!
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