A térben mozgd pont palyd = d1ltaldban valamilyen gidr-
be, amelyet ha koordinata—
geometriai eszkozbkkel aka- Az
runk jellemezni, akkor meg-~
adjuk a pont r helyvektordt
a kiildnbozd iddpillanatok-
ban. Bzdlial a 3 1d6 és a
helyvektorok kozott egy ¢ =
= r(t) figgvénykapcsolatot
16Tesitettink (10.1. 4bra). N
Az ilyen fiiggvényt vektor- =
~skaldr flggvénynek nevez-
ziik. A gorbéket ilyen fligg-
vényekkel fogjuk vizsgdlni.
Ninthogy azonban nem minden X
vektor—-skaldr figgvény ir
le gorbét, ezért eldészir e

fliiggvényekiel kapcsolatos t t —
fogalmakat 2s baszefliggése~ a t b
ket foglaljuk Ussze. ,

Tpyvdltozds (vagy egy- 10.1. abra.

paraméteres) vektor-skaldr

fliggvényt kipunk, ha a valds szinok egy a £t £y

nak minden pontjdhoz hozzdrendelink egy r(t) vektors,
L vekisr-sialdr flggvényt fltaldban koordind i

nyeivel, vizgyis a kovetkezd alziban adjuk meg:

r(t) = ix(b) + Zr(%) + ka(t).

A vekioroknak egy Lqs Loy <-¢> Ly oor halmazit vek-—
torsorozainik nevezzlk,

AZ Ti, Loy eevs Ly

sorozat konvergens és hatdrériie
(limesze) 22 r, vekior (Jelolise:

ees VELTLOY—

lim ¢ = r,J), o padrmely & > C-hoz

n+m rd - rs
megadhatdé olyan H{&) szam, hogy
]zn - ;O‘< ¢ , hacsak n > H(&).

Geoneiriailag ez azt jelenti, =ogy
a vektorokzt kbzbs kezdbpontbol
inditva a vektorszorzat n > H(E€)
index( elemel 4z I vektor végrmont-

ja kbrili & sugard gimb belsejioe 10.2. abra
mutatnek (16.2, dbra). ’
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Vektor-skaldr fiugegvény hatdrértéke

A vektor-skaldr fliggvény hatdrértékének fogalmira két
— kimutathatdéan egyenértéki — definicidt adunk,

I. Az x(t) figgvény g pontbeli hatérértéke az r,» ha
bdrmely olyan %4, t2, on ey tn’ 2o SoOTOZAtra, ahol tp a
t,-hoz tart (%, # t ) a megfelels r(tq), r(ty)s eee, ),
-+. vektorsorozat az r -hoz tart.

II. Az r(t) fliggvény t, pontbeli hatdrértéke az

tetszlleges €& > O-hoz megadhatd olyan S(€), hogy ha
|t - tol < &(e) és (t # to), akkor |r(%) - g(tg)] < E .

A hatdrérték jelolése:

Lo ha

lim (%) = r
— -0
t**to

Vektorsorozatok és vektorfiiggvények konvergenciajahoz
kupcsolddd geometrisi fogalom az alakzatok konvergencidje.

Pontok sorozata konvergdl egy P ponthoz, ha a pontok
helyvektorai konvergdlnak a P pont helyvektordhoz.

Egyenesek egy sorozata konvergdl egy e egyeneshez (az
e egyenes az egyenessorozat hatdrhelyzete), ha az egyenesek
pontjainak, illet8leg irdnyvektorainak egy-egy sorozata
konvergdl az e egyenes egy pontjdhoz, illetlleg irdnyvek-
forahoz.

S{kok egy sorozata konvergdl a ¢ sf{khoz, ha a sikok
pontjainak, illetfleg normdlvektorainak egy-egy sorozata
konvergdl a ¢ s{k egy pontjdhoz, illetdleg normdlvektora~
hoz.

Kiérok egy sorozata konvergdl egy k korhoz, ha a kordk
xozéppontjai, sugarai, illetve sikjai konvergdlnak a k kOr
kozéppontjdhoz, sugardhoz, illetve sikjédhoz.

Vektor-gkaldr figegvény folytonosséga

Az r(t) fliggvényt a to helyen folytonosnak mondjuk,
ni a t helyen van hatdrértéke és az a fliggvényértékkel

egyenld: lim r(t) = r(t ).
t-=1
0

Kimutathatdé, hogy az r(t) fliggvény pontosan akkor
folytonos a t helyen, ha koordinatafiiggvényei is folyto-

nosak a to helyen.

Folytonos vektor-skaldr fiiggvények OUsszege, kiiltnbsé-
ge, skaldris- és vektogiélis szorzata, valamint folytonos
ckaldr-~-fiiggvénnyel vald szorzata is folytonos.

yektor-skaldr figgvény differencidlba tdsdge

.z r(t) fligovény @ t = t  helyc differencidlhatd (de-
rivdlhatd), ha a
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r(t) -
1lim

T -
% to o

natardrtédk létezik. Ezt a hatégértéket mondjuk az c{t) flizs-
vény t, pontbeli differencidlhdnyadosdnak vagy derivdlijd-
nak. dr (%) .
Jeldlése: —gg— vasy z(t). Ha a t = t  helyen vesszilk 2 de-
dg(to} .
rivdltat, akkor —3% , illetve g(to) 8 derivalt jeldlése.
i derivdlt definicidjibdl kovetkezik, hogy r(t) = ¢
(411.) fiiggvény derivdltja a Q.
Levezethetdk & kovetkezd differencidldsi szabalyox:

a) iz (8) + () = 1 () + Tp(4),

d

b) I

(ex(%)) = ci(t) (¢ 4llanddé szém),

o) Zlez(e)] = F(H)z(E) + £(HE(E)  (2(%) skaldriigavin,

&km &l

4

Q) Fr o (0zy(®)] = B (9x() rq (8)2,(%),

Q

o) oy () xzp(H)] = £ (8) xzp(8) + 2y () x zp(e).

Lincszabaly dr

d
Ha t = t(7), akkor 3% 2(%) = 3¢ °*

o fet
Al

Példaként megmutatjuk, hogy az r(t) filiggvényre vonai-
kozd differencidldsi szabdlyck alkalmazdsdval ho-
gyan lehet az |r(t)] derivdltjdt eldalliteni:

()] % = (£(2))°

tehdt
L)) 2 = Feen?
azaz d e
2e(8)] T lz(¥)] = 2ziod)rlt).
Innen

r(t)

Flew)l = ey 2®) - o

Al1l{tsuk eld az x(t) = icos2t + jt sin t + T fiigs—-

vény derivdlt fliggvényét. 4 koordindtafiiggvinyekes
derivadiva

é(t) = i(-2cos t sin t) + j(sin t + t cos ) + k2t

adédik. '
HMegiegyzés: A derivalds eredményeik:int kupoti
%

-

nyek folytonossdga €s difgerenciélhatéségu ismét Kk
it meriilhet fel. Ha az n(t) flggviny differencia
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akkor médsodik derivdltjat r(t)-vel s f.t. T(4)-vel jelol-
jik a harmadik derivdltat. A gyakorlati igényeknek alta-
1dban rn:gfelel, ha a vizsgdlt gorbéket leird r (%) figg-
vényekrél feltessziik, hogy hdromszor folytonosan differen-—
ciglhat3k és £(t) # 0 a vizsgdlt intervallumon.

Gi ~bék ivhossza. Attérés az_ivhossz szerinti params—
terezésre

-

Az a £ t £ b inter-
vallumon eértelmezett r(+t) p
d1+tal meghatarozott gor- = n
bé+ rekiifikdlhatdnak 2
mondunk, ha az a = t0<t1< F%

<t2

terekhez r(t) altal ren~- P
delt P, Py, Py, euy B ©

pontok (10.3. &bra) dltal
meghatdrozott torott vo-
n-1 _ P N to 4 O th-1 tn
nalak :i: PP 1 hosszai- t 1 ! 1 -
1=0 a b
nak létezik hatdrértéke, 10.3. dbro.

amidén 2 maximdlis P.LP.
midon maximall P111+1

hiir hossza is O-hoz tart.
- . ’ s - a2 s Ped P a
Izt a hatiarértéket nevezziik a megfeleld gbrbedarab s jiv-

hosszdnak: n
S = liﬂl % ?il)l.}_’l »
maxPiPi+1-O 20

<...-<tn = b paramé-

1

-

Az dltalunk vizsgdll gdrbéknek van ivhosszuk és

s = [ |r[dt-p8l szdmithatd ki, A feltételeinkmek eleget te-
a

vé gorbék esetében az s(t) {vhosszfliggvénynek van inversze,

tehdt létezik egy t(s) flggviny, amivel elvben minden r(t)

fuggvényinknél a4t tudunk térni az ivhossz szerinti paramé-

terezesre.

Az ivhossz s
fliiggvény r = r(s) alakd, a derivdltakat pedig z', r",
vel Jjeloljik.

Vektor—-skaldr flggvény derivédltjdnak geomeiriai

Jjelentese

Az r(t) 4ltal leirt gorbe érintéje az r(t ) helyvek-

tora P gbrbepontban a P hatdrhelyzeteként jon 1dtre, mi-
dén a ¢ _pont a P-hez turt (10.4. dbra).
A PQ = z(t) - x(t,), Tehds

zerinti paraméierezéssel felirt vekior-
Ar
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r(t) - z(t,) (5)
1lim = I
t*t t—to =70

vektor az r(t) flggvény deri-
Valtga a P pontban éppen az
érintlvektor.

Az imént mondotiak fligget-~
lenek a parameterezestol. Az
ivhossz szerinti parameterezes
eseten megmutathatd, hogy az
r'(s) érintlvektor abszolit ér-
téke [r!'(s)] = 1, tebdt a hely-
t61 fuggetlenul egysegvektor a 0
t = ', amelyet altalanos pa 104 dbra.

raméterezés esetén t =

F;'IH

all{thatunk elg,

Kisérd triéder

Lathato, hogy (r')2 $2 = 1 alapjin ennek derivdlt-
ja 2x'x" = 2%¢ 0, ami % es ! merolegesseget jelenti.
Az T = t' vektor 1ranyaba mutaté egységvektort a gorbe
n fonormalls egysegvektoranak nevezzuk.

A t' = (n alakban 411{thatdé eld, és a G szorzdszdmos
a gorbe pontbell gorbuletenek nevezziik, amely az érintd-
vektor ,valtoza51 sebességét" mutatja.

A t és n vektorok sfkjdt a gorbe pontbeli 81mulosik-
Jdnak nevezzik. Altaldnos paraméterezés esetén az I €s 1
vektorok a simuldsikban vamnak,

Ha a kinematikdban szokdsos médon az r(t)-ben szerep-
16 ¢ parameter az 1d6, akkor a sgbességvekbor r(%) = veg,

a gyorsulasvektor r(t) =at + Qv alakban {rhatd fel, al
hol v a palyamentl sebesseget a a palyamenti gyorsulast
és G a térglrbe gbrbiiletét jelenti. (A gdrbiiletet kEsGbb
tdrgyaljuk. )

A Db = {fxn gzorzattal kapjuk a simuldsik normdlis
egységvektordt, A b vektort a gorbe binormdlis egyséovek-
tordanak neveszzik,

A gorbe pontjaihoz rendelt t, n, b egységvektorok 41~
tal kifeszitett derékszsgd trledert a gorbe kisérd triéde-
rének nevesgsziik.

A kisérd triéder lapsikjai a simuldsfkon k{viil az n
€s b vektorok 4ltal meghatarozott normalsfk, és a b és I
vektorok dltal meghatirozott rektlflka1051k.

A kisérs triéder b, illetve n vektordnak dltalinos
parameterezes eseten valo eloallitasa

IXT (rxr)xr
b = —— illetve n=
|£ x¥ | [ x E)x £



Ezek ismeretében a kisér§ triéder élegyeneseinek
agyenletrendszere, illegve a 1isérd triéder lapsikjainak
egyenlete kinnyen felirhetd.

Gorbe gorblilete és torzid ia
A simuldsfkot s{kok hatd:  elyzeteokdént is értelmezhet~
Juk: ha Py, P2, P3 a gorbe hir.n, ne. egy egyenesbe esd

pentia, és az dltaluk meghatdrozctt sl hatdrhelyzetét
vizeedljuk, midén Py, PQ, P3 rost a gorbe P pontjdhoz

tart, akkor a hatdrhelyzet a P, ronthos tartozd simuldsik,

A gdrbe girbiiletét
& P0 pontban a kovetke-

z8képpen is értelmezhet-
Jiks; (a t' = Gn kordbbi

definicidval egyendrté-

klen). Legyen a gorbe

P, pontbell érintSje ¥

éa egy P pontbeli érin-

t6 t. Jelolje A« a t és
t, ¢rintl8k szbgét, As .
pedig a PP gorvedfv 0.5 dbro.

hoaszdt (10.5. dbra).
Hyilvdn As nulldhoz tart, _
ha a P ponttal & P -hoz kizelediink. i girbe gorbiletének a

lim A G hatdrértéket nevesziik,
as—0b8®
A gbrbiilletet dlialdncs paraméterek esetén a
L lExE
CEpP
kifeJezésbdl szdm{thatjuk ki. ‘= R = % ~% a gbrbe gorbiile-

ti sugardnak neveszziik, Azt a2 kort, amelynek sikja a simu-
16sfk, kbzéppontja pedig a fénormdlis irdnydban a gbrbe-
ponttdl R tAvolsadgra van, a gdrbe girbiileti kirének, a kip
kozéprontjdt pedig a gorbiileti kizéppuntnak nevezzik.

i gbrblileti kdzéppentba mui.id ¢ helyvektor

. 1
g=rxit ) +Re =t ) +Fn.

A gbrbére jellermzd mdsilk mennyisdg a simulésik vdlto-
zdsi sebességét muilutja. Linthogy a simulésik normdlisa a
binormdlis, és a binormdlis ivhossz szerinti derivalija

b! = ~in

alakban {rhaté f=1, u . szcrzdszdmot neveszzilk a gZorbe ‘“wr-
zldjénak (vagy -savarcddsdnak).
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A torzid abspolit értéke & binormdlis AR szogvdltozd-
ga és a hozzd tartozd As {vhogsr hanyadosdnak hatdrértéke~
ként is megkaphatd:

I'T":lim Sc
As—0

A torzidt dltaldnos parameterezés esetdn a kivetkezd
alakban frhatjuk fel:

Prenet formulgdk

Tvhossz gzerinti poraméterezés esetén a kisérd tridder
élvektorainak derivdltjai a gdrdlilet és torzid segitségével
az aldbbi médon adddnak:

£ = dn
a' = -Gt + Tb
b! - -Tn.

A gbrbe pontjdnak kirnyezetében vald viselkedését jél
szemnlélteti, ha a ponthoz tartozd kisdr§ tridder lapjaira
¥alg merdleges vetlleiét wymizziik. Ezt szemlélieti a

0.6. dbra,

o
A . A
D o4 \
AY
\\
i N
- ! \
Simulosik Normaolsflk |
3
k0O
Rektifikdlds
108 Gbra.

LAdthatd, hogy a gis.- vetiilete akkor csdosos Jrbe, ha :
vet{iési irdny az drintvcitor iwdnya. 8 ’ N
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A ecsavarvonsl

A csavarvonal egy forgas—
hengeren mczgd pont palyagorbé~ (T
je, amelynél a tengellyel padrhu-
zamos elmozdulds ardnyos a ten-

ely kortili szdgelforduldssal
%10 7. abI‘a).

Eszerint az r sugari henger-
re {rt%t csavarvonal koordindtas
elfdllfidsa x = r cos t; y =
=r sin %; z = ct, ahol ¢ (¢ £ 0)
az aranyossigl tenyezo. Egy me-
nethez 2% szogelfordulis tarto-
zik, tehdt a teljes menetemelke~
dés m = c27.

107 dbra.

Hatdrozzuk meg a csavarvonal gbrbiiletét és torzidjdt:
£(t) = i(-r sin %) + jr cos t + kc ,
- (%) = i(=r cos %) + j(-r sin ) ,

T(t) = i(r sin t) + j(~r cos t)

()= r° 4+ ¢? .

r(t)x E(t) = icr sin t - jor cos t + rzg ’
I:_E'_x'_x_' = \/rz(rz +c2) , rrr = or?,
Tehat
G=giy & D=5y,
5+ ¢ ¢+ c

mindketts fiiggetlen a pont helyétdl, vagyis dllandd.
Hatarozzuk meg az r(t) = i(t2 - 1) + j(t + 2) +

+ k(t ~ %) gorbe t = 1 pontjdban a kisérs triéder
élegyeneseinek egyenletrendszeret a kisér§ triéder
lapsikjainak egyenletét, Hatarozzuk meg a pontban a
gorbuletet a gorbiileti kOr kdzéppontjdt és a gbrbe
torzidjat.

r(£)=i (47143 (442)+k(t3=1) 2(1)=3] P(0,3,0)

B(4)=i2t+3+E(3t°-1) 2(V)=2i+j+2k
£(t)=2i+k6% B(1)=2146k
T(t)=6k T(1)=6x
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old.
old.

1]k
rxr={2 1 2|=6i-8j ~ 2k
2 0 6i
a binormdlis irdnydba mutatd vektor: (3,-4,-1)
ig ok
(zx¥)xr =|6 -8 -2|=-14i ~ 16] + 22k
2 1T 2
a f6normidlis irdnydba mutaid vektor: (-7,-8,11)
P X _y-3_ 1z
Az g:lnto egyenes: 5 = X“T—é =5
A binormilis egyenes: % = E—i—l 3%
A f8normilis egyenes: é% = 1:5_1 %%
A simulésfk: 3x - 4(y - 3) -z =0

A normdlsik: 2x + (y = 3) + 22 = 0O
A rektifikidldsfk: -Tx - 8(y - 3) + 11z =

0
]i} = [a+1+4 = 3, |é><§[ = f§g+64+4 = 104 = 2/26

La2r 2]

rrr = -12
Tehdt a gtrbilet G = zggg , & gorbiilleti kbzéppont:

T - A1 X - P .
n= - i~ Xk a fénormalis egyseég-
- 326 3.(— " 3%
vektor
1 -189 . 216 - 2
TR TR TR TR FOEE

¢ = - g% i+ (3 - %g)i + %% k
A torzid 12 -

T=To5"3

Gyakorldsra javasoljuk: Geometriai feladatok: 126.
132, o0ld. 37-77. feladatokat és 122, old. - 125.
11-26. feladatokat.

Zlméleti tananyag: Tankdnyv 243-254. pontok.
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