23, PELULETEK DIFFERENCIALGEOMETRTAJA

Felilet analitikus mepaddsi médjai
A feliilet analitikus megaddsdt jOl szemlélteti a gmb-

felililet pontjainak analitikus geometriai jellemzése.-A 6ld-
rajzi tajekozodast a £5ldgombdn & szélességl korok és a dél-
krok teszik lehetdvé. Ennek alapulvételével egy gombi pont
koordindtdit két szig (paraméterg segf{tségével hatdrozzuk
meg. Legyen a gtmb kizéppontja a koordindtarendszer kezdS-
pontja és az egyenl{tdt képeeljiik az xy sfkba, a délkdrdk
kzil pedig az xz sfkban levd gbmbi 28kért tekintsiik kiin-
duldsi délkdrnek.

Ha a gomb sugara R
éa a gombfelillet egy P
pontjan 4thaladé délkdr
sfkja az xz sfkkal u szb-
get (23.1, 4dbra), illetve
az 0P egyenes az xy sik-.
kal v szoget elkot, akkor
a P pont koordindtdi nyil-
vidn: x = R cos v cos u

y=Rcos v sinu

2 =R sin v
és nyilvdn 0 < u € 2%,

illetve -g‘é v ég-azu

és v értelmezdési tartomd-~
nya. A gﬁmb pontjainak
koordindtdit két vdltozd
paraméter fiiggvényeiként
kapjuk meg. 23.1 abra.
Ugyanezt a gombdt
jellemezhetjiik x2 + yz + 22 2

valamint a z = i[ha - x° - y& kétvdltozds fiiggvénnyel.

A konkrét pelda alapjén a feliiletek 4lialdnos megn-—
ddsi médjai a kSvetkezdk lehetnek:

A feliilet Gasuss-féle megaddsa:

Vegylink egy u, v sfkbeli derékszdgl koordindtarend-
szerben megadott tartomdnyt. Emnek minden pontjidhoz tar-
tozik egy (u, , v ) rendezett szdmpdr (23.2. 4dbra). A tar-

tomdny (ub, vo} pontjdhoz rendeljink egy térbeli derdék-
sz850 koordindtarendszerben 1lev8 r helyvektort.

- R® = 0 alakd egyenlettel is,
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Ha a s{Xbe-
1i tartominy AZ
minden pontja- AV
hoz elvégezzik
ezt a hozzdren~

delést, akkor , ‘i
egy kétvdltozds Vo U

2 = g(u, V) — O
vektorfiggvényt a
nyeriink. \\\~,‘~:fi’¢/} }(/’//
Egy ilyen

kétvdltozds vek- X
torfiiggvény al- ,
kalmas lehet | 232, agbra

egy felillet meg-
addsdra (de nem minden kétvdliozds vekborfliggvényhez tar-
tozik feliilet). Ha egy felliletet r = r(u, v% = ix{u, v) +
+ jy{u, v) + kz(u, v) alakban e15311{tunk, akkor ezt a
megaddsi médot a feliilet Gaugg-féle megaddsdnak mondjuk.
Az x(u, v), y(u, v), zlu, v) Eétvéitozés figgvények az
r(u, v3 vektortiiggvény koordindtafiiggvényei.

A feliilet EFuler-Monge-~féle megaddsa:

Ha egy feliiletet a z = f(x, y) kétvdltozds fiiggvény-
nyel 411{{unk el§, akkor a feliilet Euler-Monge megaddsi-
rél besgzéliink., Bz a megaddsi méd tulajdonképpen az xy sik
egy tartomdnyinak pontjaihoz rendeli a feliileti pontokat
(23-3. ébra)o .

A felilet Euler-Monge-
féle megaddise mindig visz-
szavezethetd a kétvdltozds
vek@orfﬁggvénnyel t6rténd
eldall{tdsra a kdvetkezsd~
képpen:

Az r{u, v) figgvény

x(u,v), y{u,v) és z{u,v)
koordindtafiiggvényei:
x=u, y=vésaz=12L(, v)

23.3. abro.

A felulet megaddsa implicit alakban:

Ha_egy felillet pontjait F(x,y,z) = 0 alaki egyenlet-
tel Jjellemezziik, akkor a feliiletet implicit alakban adjuk
meg.

Leggyakrabban glfforduld feliiletek e1841litdsa;
1} S{k. Ha e sfk egy ponijdba mutatd helyvektor r,
és a six két nem pdrhuzamos vektora z &g b, akkor 2 sis
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bidrmely pontja el§dllithatd, az r(u, v) = L, + 80 + pev

alakl kétvdltozds vektorfiiggvénnyel., (1, a sik egyenlete)

2) Hengerfeliilet. A
hengerfellilet Ggy jon 1ét-
re, hogy egy vezérgdrbe
pontjain 4t a henger alko-
_téinak irdnyival pdrhuzamos
egyenegseket hizunk. Ennek
megfelelden (23.4. dbra},
ha e%y henger vezérgﬁrbéjét
az r{u) vektor-skaldr fiigg-
vény adja meg €8 a henger
alkotéi pdrhuzamosak egy b
vektorral, akkor a henger
egy tetszdleges P pontjdba
mutaté r helyvektor az ‘
r{u, v)7= r(u) + bev két~ 23.4. gbra
“valtozds vektorfliggvémmyel
Jjelliemezhet6.

3) Kipfeliilet. A kipfeliilet
alkotdi a %ﬁp csucsdt a vezdrgdrbe
pontjaival Vaszekidtd egyenesek. En-~
nek megfelelen, ha adott egy kip
C colcadnak ¢ helyvektora, tovdbbsd
a vezérgirbél leird r(u) vektor-ska-
lar fliggvény, akkor a kiupfeliilet
egy alkotdéjdnak a cslcspontbSl ki-
indulé irdnyvektordt r{u) - ¢ vek-
tor adja (23.5. 4bra). E kipalko-
t6n levd tetszbleges P feliileti
pont r helyvektora az
r=c¢+ (z(u) - ¢clv = x(u, v)
alakl kéivdltozds vektorfilggvénnyel
adhatd meg, ami a kip Gauss-féle
el§dllitdsa.

4) Forgdsfeliilet. A forgdsfeliiletet egyértelmlien meg-
hatdrozza forgastengelye és ezzel egy afkben levd n. me-
rididngdrbe, amelynek megforgatdsa 4ltal 1létrejvn & felii-
let. A szédmitdsokban a forgdstengely dltaldban valemelyik
koordindtatengely szokott lenni .és & merididngdrbét & koor
dindtatengelyre illeszked§ koordindtas{kban adjuk meg.

Legyen a forgdstengely a z koordindtatengely és a me~
ridi%ngﬁrbe legyen az xz koordind tis{kban megadva (23.6.
dbra). _

Ha a merididngdrbe z = z(x) alekban van megadva, ak-
kor a merididngdrbét az r{u) = i-u + z(u)k vektor-skeldr
fliggvénnyel jellemezhetjiik {23.%5.a. &bra) és ennek meg-
felelden egy P felilleti pont, amely v nagysdgi szdgelfor-
duldssal 411% el8, az r = r{u,v) = isus.cogv.+ Jjsuesinv +
+ k+z{u) helyvekiorral jellemezhetS. Ez a feliilet Gauss-
~-féle megaddsdnak az alakja.
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b) Az

4&\
£ .
23.6. dbra

Ha a merididngérbét r(u) = i.x(u) + ka(u) vektor-ska-
14r tiiggvénnyel adjuk meg, akkor ennck egy ponijdi v szbg-
gel elforgatva, & kapott P feliileti pont (23.6.b. dbra) |,
helyvektora és a feliilet megadédsa is az r = r(u,v) =
= jsx(u)cosv + jex(u)sinv + kez(u) alakban {rhatd fel.
Pé1lddul; ba az xz koordInd{asfkban levd (x,, 0) kdzép-

ponti r sugard kort forgatjuk meg a z tengely ko-
riil, akkor a kor r(u) = (rO + r cosu)i + resinu.k

egyenlete alapjdn a 1étrejsvé tdruszfeliilet Gauss-
~féle elfdll{td=ma:

z(u,v)=i(r +r cosu)cosv+i(r,+r cosu)sinv+k-r.ginu.

5) Koztnsdges csavarfellilet. A kizbnaéges csavarfelii-
let Ggy jon létre, hogy
a z tengely — mint casas-
vartengely — koril az
x tengelyt (alkotd) cma-~
varmozgiassal mozgatjuk;
vagyls a z tengely ko~
riil az alkotét u szég-
gel eltorgatva, az u=-val
ardnyos méridékben a ten-
gely irdnydban elmozga t~
juk (kx6zben az alkotd
az xy sf{kkal parhuzamos
m&r&d) (23 oTe é'bra.).

. Az zlkoté irédnysd-
mutaté egységvekior :

az u szégi elforgatis 237 cbro.

‘utédn b(u%gcosu;+sinu1,

az alkotd magasSsige pedig c.u. Ennek megfelelfen a felillet

tetszdlegea alkoid jdnak vaelamely pontjdba mutatd r hely-
vektor:

bluj=icosu+jsinu

r = r{u,v) = ceusk + veb(x) = vecosui + veginuj + c.usk,
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ez pedig éppen a kiztnséges csavarfeliilet Gauss~féle els-
d1x{tdsa,

Példdk feliiletek felfrdsdra:

1) Irjuk fel annak a hengerfeliileinek a Gauss-féle
C el éllitését} amelynek alapgtrbéje az r(u) =

= (3 + 2sinu)i + (5 + 4cosu)j és alkotdinak ird-
nydt az a(2,1,3) vektor adja meg.

Megoldds: Az alapgdrbe nyilvdn egy olyan ellipszis az
xy koordindtasfkban, amelynek k¥zéppontja (3,5), nagyten-
gelye az y tengellyel pdrhuzamos és 8 egység hosszisdgi,
kistengelye pedig x-szel pdrhuzamos, hogsza 4:

2 2
15—%521_'+ LI"?KEL" = 1, A vektoregyenlet alapjén a felii-

let el84111tdsa: r(u,v)=(3425inu+2v)i+(5+4comu+iv) +3vk.
{2) Irjuk fel annak a kiipfelilletnek az el§411ft4s4t,

amelynek vezdérgdrbéje az ;I- - 19- =1z=0 egyexi-
letd hiperbola, csdcsa pedig a €(1,2,8) pont.

Megoldds: A vezérgdrbe a ch? - sh?y = 1 azonossig
alapjdn r{u) = (§2chu); + (3shu)] paraméteres alakba frha-
t6 fel, gy a vekioregyenlet alapjdn a kipfeliilet el§411f-
tésa g(u,§§ = (1+(+2chu~1)v)L + (2+(3shu-2)v)j + 8(1-v)k.

3) Trjuk fel annak a forgisfeliileinek az eldd1lftdsdt,
amelynek meridiéngdrbéje z = %3y = 0 egyenletd
hiperbola és a forgdstengely a z tengely.

Megoldds: Jelen esetben r(u) = ui + ; k paraméteres

alakban adheté meg a mexrid drbe (u £ 0, bédrmely valds
szédm). Tehdt a felillet elfdllitdsa r(u,v) = iucosv +

+ Jjusinv + g&-alakban adédik.

4) Adjuk meg annak a forgdsfeliileinek az el5411{tdsdd,
amelynek merididngérbéje r(u)=(1+2cosu)i+(2+sinu)j
a forgdstengely pedig az X tenge.y.
Megoldds: Ebben az esetben az r{u) elad koordindta-
filggvénye vdltozatlan marad, mivel x a forgdstengely. Te~-
hédt az eld411{tds:
r(u,v) = i(1+2cosu) + j(2+sinu)cosv + k{(2+sinu)sinv.

5) Irjuk fel az r(u) térgirbe érintdi 4d1ltal meghatd~
rozott felille¥ vekioregyenletét, majd ennek alap-
Jén vz z(u) = i + gu? + kut gorve érint6i 4ltal
slkototl felilet eldallft4d4t. (Legyen u > 0.)

Megoldds: Az r(u) gérbepontbdl egy H(u) irdnyd vek-
tor vezet el a felfilet egy pontjdhoz. Ennek megfelelden
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r{u,v) = z(u) + vr(u) a feliilet vektoregyenlete. Példdnk~
Ban szerepld gorbe érintdvektora

#(u) = iz2u + j3u® + k4w alakd, tehdt a feliilet e18411{t4sa:

r{u,v) = (u® + 2uv)i + (3 + 3u2v)1 PR 4u3v)§.

6) Trjuk 4% implicit alakra az r(u,v) = iu + jucosv +
+ kusinv feliiletet.
Megoldéds: ye + 78 = u4(coszv ¥ sinzv),

tehdt :
y2 + 22 = xﬁ a%3% x4 ~ y2 - 22 =0

a felillet implicit megaddsa.
Kétvéltozds vektorfiigavényekre vonatkozd alapfogalmak
Hatdrdrték: Az r(u,v) fiiggvénynek az (uo, vo) helyen
vett hatdrértéke 1étezik és T, vektor, ha (u,v) # (uo, Vc)
feltételezdse mellett tetszlleges & > 0 szdmhoz létezik o-

lyan 6 > 0 szém, hogy |z, - z(u,v)| < &, ha ju - u,l< 6

és [v - v, | < 8.

Hatdrérték jeldlése: lim r(u,v) = ¢
u-~u
--D-0
v

0

Folytonossédg: Az r(u,v) fiiggvényt az (uo, vo} helyen

folytonosnak mondjuk, he hatdrértéke megegyezik a flggvény
do0t8kével; azaz ha

1lim r(u, v) = r{u_, v )
- ~‘49? Yo
u--u
Vv
Megjegyzés: Az r(u,v) = L.x(u,v) + j-y(u,v) + kez(u,v)
fiiggvény akkor &s csakis akkor folytonos, ba az x{u,v),
y{u,v), zlu,v) kétviliozds koordindtafiiggvények folytono-
sak.

Differenciilhatésdz: Az r{u,v) figgvényt az (u,v) he-
1lyen differencidlhaidnak nevezziik, ha a fliggvény Ar tet-
sz8leges megvdltozdsdhoz létezik olyan 4, és d. vektor,

amelyek segitségével a megvdliozds a kovetkezd alakban ir-
naté fel:

Ar=r(u+du, v+AV)-r(u,v)=d Autd AvieBute bv ,

ahol eq és €, 82 U, V, Au, Av fiiggvényei és Au —~= 0

Av —=-0 esetén |ey] -0 |e,] —o0.

Leziepyzés: f(x,y) kétvdltozds fiiggvény parcidlis de-
riviltia. Az I(x,y).flugegvényt az (a,b) helyen x, illetve y
szerint parcidlisan differencidlhatonak mgndjuk, ha 2% egy-
vdltoz6s f(x,b), illetve f(a,y) egyvdltozds flggveny au
x = &, illetve y = b helyen differencidlhxié. .z f(x,b)
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figgvény x szerinti derivdlijdt az £(x,y) fiiggvény (a,b)
helyen veti{ x szerinti perciflis derivdltjdnak mondjuk.

(Hasonldan beszéliink az f(x,y) fiiggvény (a,b) helyen vet
¥ szerinti parcidlis derivdltjdrdl. ,

Jeldlése: ﬂ%&-ﬁ- = £,(x,y) illetve Qi%;ﬂ = £,(x,1)

& parcidlis derivd{ldssal nyert fliggvények ismét kétvdlto-
zés fiiggvények, amelyeket lehet ismételten parciflisan de-
rivdlni, Az {gy kapott parcidlis derivdltakat mdsodik par-
cidlis derivdltaknak mondjuk.

: 2
sy gaine. B_r8f(x _ 9t (x.y) _
Jelolesdk._ax( 3 ) = ol Ty 3
2
9 ,3f(x _ % f(x.y)
3%t ¥ ) = % y fyx ?
illetve 2

gg(afgxﬁx}) - Ba§§x}x2 - fxy

2 3f(x.y)y | Pelxy)
oy y ay? vy
Té%el:_Ha £{x,y) olyen kétvdltozds fiiggvény, amelynél
fxy és yx 2% (a,bs hely kdrnyezetében 1étezik és e helyen
—folytonosak, skkor Ixy(a,b) = fyx(a,b). (Young-tétele)

A fentiekhez hasonldé mddon érielmezhetd 8 kétvdliozds
vektorfliggvények parcidlis differenciflhatdsdga. Egy két-
vdltozds vekiorfilggvény r(u,v) az (a,b) helyen u szerint
parcidlisan difierggciélhaté, ha az r(u,b) vektor-skaldr
fiiggvény a helyen deriv4lhatd.

dr(u,v) dr(u,v)

Jeldldgek: —x—— =1  ; v =Ly »
illetve a mdsodik parcidlisokra

a or(u,v) Bzg(u,v) a 9xr(u,v) azg{u,v)

u du 7T g2 “Lauidu av ‘= ou ov  Lwvul
Bzg(u,v) Bag(u,v)

avou  Lyuyl gg2  —vv'

Beldthatdk a kivetkezd tételek:
Ha r(u,v) fliggvény differencidlhatd «z (u,v) helyen,
akkor dr(u,v) dr(u,v)

I 4
= - 8] = == -_" -
du ou I, ©8 gv av v
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vény r, €8 T, parcidlis derivdltjei az (u,v) helyen 1léiez-

nek és folytonosak, ekkor az r(u,v) figgvény differencidl-
naté e helyen.) . L. 3

Ha r{u,v) misodik parcidlis derivdlijai léteznek es
folytonosak, akkor a mdsodik.vegyes parcialis derivdltndl
a derivdlds sorrendje felcserélhets, vagyls x,. = I,

vu
Feliiletl gorbe

Ha a feliilet el§4ll{tdsdban szerepls paramétertarto-

mdnyon tekintiink egy u = u(t), v = v(tg paraméteres gorbét,

akkor ennek (bizonyos feltételek teljesiilése esetén) az
r(u,v)-vel elddllftott felilleten egy r(t) = r{u(t), v(t))
gektor~skalér filggvénnyel megadott gorbe felel meg (23.8.
bra).

E feliil :ti gorbék kosziil a iegegyszeribben adddnak azok,

amelyek a pa amétertartominyon haladdé u = u, és v = v egye-

nesdaraboknax felelnek meg, és az r(u , v), illetve r(u, v,)

alaki vektor-skaldr fliggvények alakjiban 41l{thatdk els.
Ezeket a girbéket nevezzik a feliilet aramétervonalainak:
r{u, vo) az tm. u paramétervonal (v0 = konstans), }

r{u, , v) a v paramétervonal (u, = konstens).

A térgbrbék differencidlgeometridjdbdl kovetkezik, hogy az
r({u, v) u, illetve v_szerinti parcidlis derivdltjai a pa~
ramétervonalak r , illetve r, érintSvektorait adjik.

Megijegyzés: Egyszerlaég kedvéért és ezzel a korlat
igényeihez alkalmazkodva a tovdbbiakban az r(u, v)-vel elé~-
11{%tott feliiletrdl feltdtelezziik, hogy els8 és mdsodik
parcidlis derivdltjai léteznek és folyionosak, tovdbbd r,
és r, nem pArhuzamosak & feliilet vizsgdlt pontjaban.

Felilleten haladd gbrbe el8411itdsa

EgyszerG esetekben a paramétertartomdnyon adott u =
= u{t), v = v(t) paraméterezés( gérbének megfeleld
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r(t) = g(u(i), v(t))

felilleti gbrbe a megfelelS helyettesf{téssel el§41lithatd.
Pé1diul, ha a fellllet Gauss-féle elfdllfitdma

r(u,v) = (u2-2v); + (u3fuv)1 +uv k
és a paremétertartomdnyon az u(t) = -2t, v(t) =

=:3t2 paraméterezdal iﬁrbénak megfeleld felilleti
gdrbét akarjuk el§4ll{tani, akkor Bz u, illetve v
behelyettesitésével axz .

() = (4t2-6:2)1 + (-8t72667)1 + (-2t).3t% ,
vagyis az : '
£(t) = -2t%1 - 14431 - 6+7k
térgbrbe adddik.

Peliileti gbrbe érintbie. Erintfs

Ha adott a paramétertartomdnyon egy u =.u(t), v = v(t}
gorbe, amelynek u{t) és v(t) koordinétafﬁggvényei t szerint
differencidlhatdék, akkor a feliileten hala. - ‘ ‘
r(t)=r(u(t),v(t)) gorbe differenciflhaté és. drintSvektora

az ’ * LI »
rgt) = gu + LV

_ v
alakban 41L1{thaté els. 4 .

Bz egydittal azt is jelenti, hogy a fellilet egy P pont-
Jén 4thaladé feliileti gbrbék éxrimtsi az Ty és x, vektorok

linedris kombindcidjaként &1lithaték el§, vagyis a két vek-
tor 41tal meghatdrozott sf{kban vannak (1.23.8.4bra). Ert a
sfkot nevezzilk a felililet &xiniSsfkjdnak. : _
A felillet érintdsfit] a normiliss — anit 8 felli-
let normdlisdnak is mondunk — ezek szerint
m=x,XZI

vektoridlis szorzattal szdmithatd ki, Ennek ismeretében
mir fel tudjuk {rni a feliileti normdlis e%yenesének egyen-
letrendszerét, illetve a fellileti érintdsfk egyenlatét.
_Megjegyeszziik, hogy az Euler-Monge-féle feliiletmegadd-
gi médban a z = £(x, ?yfﬁggvény parcidlis derivdltjait

aszokds a kbvetkezdképpen Jeldlni: p = ft,q=1£%,r= : SO

8 = fxy’ t = Iyy. Ezekkel a memnyiségekkel 1s elvégezhetd

gzdm{tédsaink java része, de egy-két eaettS1l eltekintve ciak
az 4ttekintendS ,képlet"-anyagot ndvelndnk epfltal. Az e-
setek 1tObbségbben egyszerdbb a mir megismert médon a Causs~
-16le megaddsi médrs Atfrni a felilletet. Az egyik kivéte-
les eset, amikor egyszerls{itéot jelenthet a fenti jel©tlé-
sek alkalmazdsa a felilleti normdlis-vektor eldéllitdsa,

ami a kSvetkezd formiban lehetaséges: m(-p, -q, 1).

Az F(x,y,z) = O implicit alakben adot¥ felillet normdlis-

-vektora: (P, F&, Fg)

€
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Példdul: tekintsiik az E(u,v):;(u3~2v2)+1ug2+g(u2vau)
feliileten haladd gorbét, amely a paramétertarto-

miny u = tz, v = —2t3 gbrbéjének felel meg. Hatd-
rozzuk meg a 1 = 1-nek megfelell pontban a feliile-
ti gbrbe érint8jét! _

A vizsgilt pont az u = 1, v = -2 pont, a felilleten a
P(~7,4,~3) pont, amelyben a paramétervonalak érin-

téi 2 . o
T, = Le3ut+iv +k(2uv-1)  (3,4,-5)
EV = ;_(—4'9‘)-&-3_211\"-{'&61}.2 (8""4:1)
=25 4t =1helyen 9=2,7=-6
v = -6%
Tehdt a feliileti gbrbe érintfje a P pontban

A feliileti normilis-vektor:

i Jd k
m=px,xz, =|3 4-5|= -6l - 43] - 44k.
8 -4 1

A feliileti normidlis egyenesének egyenletrendszere:
Tz =<7 -16% ¥y =4-431 z=-3-442
A feliilet érintdsikjdnak egyenlete:
- 16(x +7) - 43(y - 4) - 44(z + 3) = O.
Feliileti gbrbék hajldsszige:

A feliilet egy P pontjdn 4dthaladd feliiletdi g6rbék haj-
14s926gét érintdvektoraik hajldssztgeként szdmitjuk. Ennek
megfelelfen a feliilet k6t paramétervonaldnak ¢ hajldsszdge

Ssszetiiggés alapjdn szdmithatd.
K&t feliilet metszdsvonalaként adddd térgbrbe:

Az P(x,y,z) = 0 és G(x,y,z) = O egyenletekkel megadott
feliiletek metszésvonaldt a két egyenletddl 4116 egyenlet-
rendgzer hatdrozza meg. Az elmélet részletes kifejtését
melldzve, konkrét példdn mutatjuk meg, hogyan lehet a met-
szésvonal egy pontjdban & térgorbe jellemzdit (godrbillet,
torzid, kisédrd triédder stb.) meghatarozni.

Legyen a két felillet F(x,y,z)} = 2%243y%+2%-47 = 0 és

G(x,y,z} = x2+2y2—z = 0. Vizggdljuk a metszésvonalat
a P(-2,1,6) pontban. (Meggydzddhetiink arrdl, hogy ez
a pont mindkét feliilet egyenletét kieldgfti.)

- 202 -



A két feliilet metszésvonalidt tekintsiik olyan vektor-
-skaldr fiiggvénynek, amelynek paramétere vglamelyik
koordindta, pl. x. Ekkor az r{x) = xi+y(x)j+z(x)k.

A térgbrbe jellemzdinek megha tdrozdsdra az v{x) Tiigg-
vény derivdltjait kell meghatdrozni a tekiniett P
pontban. Ekkor £(x) = i+y(x)j+2(x)k, ¥(x)=F(x)j+Z(x)k
és {gy tovdbb. K koordindtafuggvények derivdlijait ~
gy hatdrozzuk meg, hogy y-t és z-t az x fliggvényének
tekintjiik és eszerint derivdljuk az egyenleteket x

szerint. Ekkor 2x2+3y°+z°—-47 = O deriviltja
4x+6yy+222 = O x2+2y2-z = 0 derivdltja 2x+4yy-z = O.
gz’x,g,z helyébe a P pont koordindtdit helyettes{tve
Yy €8 Z-ra egy egyenletrendszert kapunk:

-8+ 6y + 122 = O

Ennek megolddsa y = %% , Z = é% , tehdt a gbrbe érin-
. 21 28 4
tovektora 32(.1 127227 ) .

Az ¥(0,¥,%z) vektor koordindtdit Ugy hatdroghatjuk meg,
hogy a 4x + 6yy + 222 = 0 és a 2x + 4yy ~ 2 = O egyen-

leteket x szerint derivdljuk: 4+67°+6yy+25%422% = 0 és

2+47%+4y¥-% = O. Egekbe P, illetve f koordindt4it be-
helyettea{tve, az § és z-ra kapott egyenletrendszer-
b8l szédmithatjuk ki az r koordindtdit.

Ez az eljdrds folytathatd s {gy ¥ is meghatdrozhats.
Az r(x) fiiggvény derivdltjainak ismeretében a metszés-
vonal adott pontjdhoz tartozd girbiilet, torzid, kisé-
ré tridder az ismert médon szdmithatd ki. #

Feliileti gdrbe gorbiilete. Adott felilleti pontban a
fellilet gorbiiletl vigzonyainak vizggslata

A feliileti gdrbe egy pontjidban az érintSvekbtort az

r, és r, vektorok linedris kombindciéjaként

i‘_ = guvﬁ + '_"{'_vo\.f
alakban nyertiik. L&thaté, hogy U és Vv pontos ismerete he-
lyett elegendd ezek ardnyit az 1/Vv hdnyadost ismerni, mert
az Sy + 1, vagy r,. + L r 1inedris kombindcidk az r-tal
v -u =V ~11 a1 -V 3 -

egyirdnyd vektorokat, tehdl a feliileti girbe grintfjét 41~
1{tjdk el8. A vizsgdlat tovdbb folytathato, meg lehet ha-
t4drozni a fellileti gOrbe kisérd tridderét, gorbiletét, tor-
2i6j4t stb. - ) .

Szdmmnkra a feliileti gbrbe gdrbliletének meghatirozasa
sziikséges, mert egy feliileti pontot a rajta dthalado felli-
leti gbrbékkel, illetve azok girbiileti viszonyaival aka-
runk jelleniezni.
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A feliuleti gbrbe gbrbiuletét meghdtdrozd szdmitisok
bsazetetisége miatt, a jJobb dttekinthetSsdg c61jdbdél jels-
lénseket vezetiink be. :

PElddul- 14thaté, hogy £2 = p20%sep r 3V4r2i? kife-

Jezés az gﬁ =B, g xr, =F é8 1, = G jeldldsek bevezetéad~

vel B&% + 2Fav + G%z‘alukra'hozhaté, amelyet elsg alap!gr-
gnak éa a benne szerepl$ E, F, G mennyiségeket Gauss-Féle

elsdrendd f8mennyisdgeimek nev k }
Bevezetjllk tovdbb4 a D = jns - ¥ = |g, x z,| Jels-

1ést.

, A Gausa-f£€le mdsodrend® f8mennyisdgeket a kdveikez§
definicidval adjuk meg:

L = L r f r M= ! r..rY K = ] r. . I
= § Suufutv =D fuvkulv - T T B Lwwhiiy o

N

A mdsodrendd fSmennyiségekben a mdsodik parcidlis derivdl-
tak és az elsf parcidlis derivdltak vegyes szorzatal sze~
repelnek. A médsodrendl fémennyiségekbdl képezett mdsodik

2

glggzﬁggg_hﬁ + MYV + N¥2 alakd, | ) ;
a.egy felllleti girbe érintfje r = pu + v alakban
irhaté fel és e felilleti gBrbe f8normdlis vektorénak a fe-
liileti normdlis vektorral bezdrt szdge ¢, akkor a fellile-
t1 gbrbe %-gﬁrbﬁletét az
11 ma® 4 2w o4 W
B T = + 2RV + GV
ifejezésb8l szédm{tjuk ki. -
| Példdul: vegylik @ kordbban tekintett felilletet

r(u,v) = 1(u3-2v23 + 1uv2 + g(u2v~u) és ennek
P(~7,4,-3F {(w =1, v. = -2) pontjén 4thaladé
=2 - 6z, érint6jd fellileti gdrbét, amelynek
f§nornélise o felileti novmélissal ¢ = T szoget
z be. .

A feltleti gbrbe gdrblletének kiszémitdsdhoz szliksé-
gink van ag elsf 4a mésodrendd parcidlis derivdl-
takra, illetve a Gauss~féle f8mennyiségekre:

1.3u% + jv2 + K(2uv-1)  (3,4,-5)

2

o=
g: = i(-4v) + Jouv + gue (8,-4,1)
E=9+ 16 +.25 = 50

F.=24 -16 <5213

¢ =64 +16+ 1 x 81
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B, Xy (16,-43,-40)

Euu=;£6ufl_'l__(:_2‘fj - (6,0,24)  z. v r =-964176260

S OrRen 50T DB -96+176=80

Euviﬁz?*gzu; {Oifg??) -Eﬁvgugv?1?2;8§%84
Ty DR (4.2,0)  mE  64-06=-22
L.=‘—Q§Q~L L M= ~Bi. "y . =22

L3490 3fags 7 3faa0

U IR DR SR |
A N St
Tehét‘a.felﬁleti;gﬁrbe g6rbﬁ1éfe;.
1 p.l . 804l68(=3)-22:9 _ , .1 ¢=622y
R~ *°. 3@@' 50+6(-3)+81%9 3J325 - 76T
Lo 1244
R 2283449

4 fdliileti gﬁrbe gbrblletének meghatdrozdsira szolgdn
16 kifejezésbll és konkrét szdmit4sainkbdl is kiolvashatdk
a kovetkez8lk: . = 4 S o '
_ a) A rogeitett P feliileti pontban az r{w,v) filggvény
o By Tuyd Tyys/ Lyy, parcldlis derdvdltjal, valemint a- bels-
-1uk képezett E, P, G €3 L, M, N: fémennyisdgek &llandék, .
figgetleniil a P-n dimenC feliileti. gdrbétdr. -~ -
b)) A P pontban kozts Erint§jd feliileti girbékre néz-
ve 8z érinté irdny4t meghatdrozé w/v. hinyados értéke 41—
Jandd. ' ) ' . . )

. WLC) A P pontban kdzbs fSnormilisd feliileti gorbékre a
f8normalis "és a P ponthoz tartozd felilleti normilis ¢ haj=
ldsszbge 411lgndd., - S "

EZekrszerint»az-ilyen"felﬁleti_gﬁrbék'gﬁrbﬁleteﬁa.?
pontban ugyesnazt ez drtéket adja, mint &z rintd és a £§-
normélis altal kifeszitett (simuld) sfkkal addddé s{ikmet-
szet gorblilete, — E-tény.-lehetdvé teszi, hogy egw felii-
-leti ponton dthaladd feliileti gbrbe gdrbiilet t'a. feliilet .
egy sikmetszetének gbrblileteként 41litsuk eld. Tehdt & .
tovdbbiakban — & feliileti térgdrbék melldzésével — csu-
pdn & felilleti s{kmetszetek gorbiileti. viszonyainak vigs~"
.galatdra szoritkozhatunk. ‘

Meusnier tétele:

... Vizsgdljuk most a P feliilleti pontban kbzds érintdjd
felileti -sikmetszetek gbrbiletét, Ez azt jelenti, hogy a.
felileti gbrbe gorbliletének képletében- csupsn a@-t val-"
torizatjuk, vagyis a f6normdlist az &rintd koryil forgatjuk.
@ =1 esetén-a cosgp= 1, a f8normdlis és a feéliiletd normg-
1iz sagybeesik €a”ekkor a fellileti normélis és a2 érintd
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41tal kifesz{tett sfkkal kapott n. normdlmeiszet §§-g6r—
- * 02 L 02
biiletét kapjuk: g = LBV
By 7 muli2ratach
Meusnier tétele: )
Koz6s érintd8Jd ferde metszet és a normilmetszet gir-
blilete kozott az
l 1 1

R~ Rn cos

ill. B = Rntcosq>

Ssszefilggés 411 fenn; vagyis a ferde metszetek gorbileti
sugarai a normflmetszet gorbiileti sugardinak mergleges ve-
tiletei. )

B tétel lehetdvé teszi, hogy a tovdbbiakban csupdn a
normdlmetozetek gdrbiileteinek vizsgalatdra szoritkozzunk.

Most a P feliileti pontban a feliileti normdlis koril
forgatjuk az érintft. Minden érintdirdnyhoz tartozik egy-
-egy normélmetszet.

Dupin~féle indikdtrix

A feliilet P pontjidn 4thaladd normdlmetszetek a felii-
leti Srint8sfkbdl kiilonbzd P ponton 4thaladd érint§irs-
nyokat (egyeneseket) metszenek ki, E normilmetszetekhexz
tartozd gorblileti sugér'Rn,abszolﬁt‘értékének négyzetgys-
két a megfeleld érintfirdnyokra P pontbdl mindkét irdnyban
felmérjitk. Velamennyi érintdirdnyre felmérve a JIRhl—t a
végpontokbdl vagy ellipszis vagy pérhuzamos egyenespir,
vagy konjugilt hiperbolapdr rajzolddik ki. Az érintGsfk-
ban fgy adddd gdrbéket a feliilet P pontjdhoz tartozd
Dupin-féle indikdtrixdnak mondjuk {23.9. 4dbra).

A I

(F P
Al

239 5tﬂm

. feliileti pontot elliptikusnak nevezziik, ha sz indikdirix
ellipszis, parabolikusnak mondjuk, ha az indikdfrix pdrhu-
zamos egyenespar (elfajult parabola). Ha az indikdtrix
konjugdlt hiperbolapdr, akkor a P pont hiperbolikus pont.

Pdirényok, f8gbrbiiletek, fOmetszmetek

Az indikdtrix a P feliileti ponthoz tartozd érintSsik-
ban mindhdrom esetben kijeldl két egymdsra merdleges érin-
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t6irdnyt, amelyeket a 23.9. dbrdn §-vel, illetve m-val je-
151tiink. Ezen irdnyokhoz tartozd normdlmeiszetek Efémetsze—
tek) gtrbiilete, illetve a gtrblileti sugara a P pontban
extremilis tulajdonsdgi. Ezeket az irdnyokat f£8irdnyoknak
(21, 32), a hozzd juk tartozd girbiileteket ET és ﬁ; -t £6-
gorbilleteknek nevezsiik,

fia az indikdtrix ellipszis, akkor a P ponthoz tartozd
valamennyi mer8leges. metszet, igy a fémetszetek girbiiletel
is azonos el§jeliek, ennek megfelelfen az indikdtrix egyen-
lete a f8irdnyok (§,m) koordinitarendszerében

2 2
§ +"1 =.19
IR}| IRy
He az indikdtrix két parhuzamos egyenes, akkor az e- |
gyiE:ngﬁrbﬁlet pl. ﬁ; = 0, az indikdtrix egyenlete q? =

= [Ry|- :

Ha az indikdtrix két konjugdlt hiperbola, akkor az
egyik hiperboldhoz tartozd érintdirdnyokhoz tartozé nor-
milmetszetek gdrblilete pozitiv, a misikhoz tartozdk nega-
t{vok. Az aszimptotdkhoz tartozd normdlmetszetek girbile-
te 0. Az indikdtrix egyenlete '

EZ 2 _
— TﬁTr - f%zr =+ 1,

A f8irdnyok meghatirozdsa tulajdonképpen két érintéirdny
el 8411 i{tdsdt jelenti az Iu és Ty linedris kombindcidja-
ként, tehdt csupdn az 4/v  vagy V/0 ardnyt kell kiszami-
tani. Bz a kdvetkez8 determinins-alakban megadott mdsod-
fokd egyenietbdl lehetséges:

2 &2 ] 1 x 12
E F G |=0 ill. pl. 2=kesetén|[E P G {=0.
L M N v T M XN
A k-ra kapott ky 8s k, értékekbSl Uy, V1, illetve ﬁz, 62

értékek meghatirozhatdk, és igy a két £8irdny ) = ﬁggu *
+ Glgv, illetve z, = ﬁegu + %2§v alakban 811 eld. Mint- -
hog§ a két fdirdny egymdsra merSleges, ezért az egyik £85-
metszet normilisa a midsik f8irdny és viszont. Ennek alap-
j4n a fémetszetek sikjdnak egyenlete kinnyen felfrhato.
A f8gbrbiiletek kiszdmitdsa a fSirdnyokat meghatdrozo uq,

%;, illetve ﬁz, 62 értdkek alepjdn a normidlmetszetre ko-
rébban megismert gdrblilet-képlet segitségével is lehetsé~-
ges. ,

A mdsik lehet8ség az, hogy a f£8gbrbliletek szorzatara

és baszegére konnyen kezelhetd szdmitdsi mddszer vezethetd

le.
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A tégbrbliletek szorzata: Gaussg-féle vagy agg;ggtgﬁrbglat
1. é_ N - M2 ‘
Ka . = .
ﬁ; 2 E¢ ~-F
A f6girbilletek Ussmzege: 'M_:Lnkgwaki-téle vagy Bsszeggtirbillet

0 < ﬁL;? ﬁL,?-EN-— 2zg + GL
A Gaugs~fédle girblilet eld;}ele. megad;ja a fellileti pont
jelieget A K >0 elliptikus- K = pambolikus- K< ©
hiperbolix:us pontot jelent. Minthogy EG - F2 > 0, tehdt a
pont jellegét LN - u? elfjele adja meg. (Az ngler—Monge-
-féle felilletmegrdds esetén az rt - g2 = fox 2 2 eld~

Jele megegyazik a szorzatgdrbulet eléjelevel tehét meg-
adja a feliileti pont jellegét.):

Euler—t%tele- Az rq 28irdnnyal O szbget alkoté GrintS-
irdnyhoz tartoz norméﬁnetszat gérbiilete:

-1-= f‘cos 15- -l-é'z-singﬂ.

Pé1ddul: Hatirozzuk neg az r{u,v) = i(u + Vv ) +
+ j2uv + k(u-= v) feliilet u = =}, v = -1 pontjé-
" bvan (P(2,2,0)) a fdirdnyokat, a fémetszetek aik-
jailnak e enletét & szorzat éa Uaszeggbrbiiletst,
tov4bbé lapitsuk meg a felilletl pont Jellegdt.
T =i2usjavek (-2,-2,1)
z, =i2v+12u-k " (-2,-2,-1)
-g- (2,0,0) . r W Ey % :41-41
I‘ 221 (0:210)
~uv
r  =ie2 (2,0,0) EuFEv §4"4*°)
=9 F=7 G=9 D=432
8 -8 - 8
L = A Mx = N = ~
Viz. 735 2
A f8irdnyok: ;
L.ilsg 79«0 ~35 (1%%) = 0 immen L
tehdt
Ty =Xy, * &y ~44 - 4]
:'-:2: !u "!v. 2&' v
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Pometszetek sfkjai: 2z = 0, ill. =-4(x=2) - 4(y-2)=0.
Szorzat-, illetve Bsszeggbrbiilet: K = 0 § H = V2.
A felileti pont parabolikus pont.

Utolad példdnkban a megadott feliiletet nem egy pontjé-
ban, hanem az egész feliiletet vizsgdljuk. Ennek
megfelelfen a parcidlis derivdltakkal (és nem azok
adott paraméterértékekhez tartozd behelyettesf{iett

, &éritékeivel) szdmolunk:

Allapitsuk meg, hogy milyen jellegilek az

ru,v) = (u-v)i + (wv)] + uvk
alakban megadott feliilet pontjai.
A feladatndl nyilvén az IN - M° elSjelét kell megha-
tdrozni; minthogy azonban IN - M? =
= %[kzuuzuzv)(gvvguzv)’(guvauav)2j’és D >0, ele~

gendd a zdrdjelben levd vegyesszorszatokkal dolgoz-
ni.

r,=ivj+vk, rp =-i+jruk tovdbbd Luin=®s  ILye=ks Iy =0.
L4thatd, hogy

i d k
r,Xr, = 1 1 vil= (u-v}i - (uv)j + 2k
-1 1 u
innen )
EquuI_'v"?.vauEv:O €3 Euvgugv:.z ¢
’ 2
(e ) (EyyEuly) = (Eyelyty)” = =4

a felillet valamennyi széba johet§ pontjdra, itehdt
& fenti feliilet minden pontja hiperbolikus pont.

Gyakorldsra javasoljuk: Geometriai feladatok: 133-144.
ald. T8-164. feladatokat és 125, old. 27-28. feladatokat.

Flméleti tunanyag: Tenkbnyv 256~272. pontok.
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