GORBEK
Rulettdk

4, Adott a sugard kor celszds nélkiill gdrdil egy egye-~
nesg mentén. Irjuk fel a kdr egy rogzitett kerilletli pontja
dltal leirt pdlya egyenletét {cilklols),

2, Adott a sugari kdr celiszds nélkil gordil egy egye~
nesen, Irjuk fel egy olyan pont pdlysdjdnek az egyenletét,
amely & kOr kozéppontjdtdél d tdvolsdgra van és a mozgda kdz-
ben a korhdz viszonyltott helyzete nem vdltozik (d <a esetén
nyijtott, d>a esetén hurkolt ciklois ).

3. Allitsuk el8 a kor lefejtésének paraméteres egyen—
letrendszerét, azaz egy wmozdulatlan kor alaki tdrcsdra szo-~
rogan feltekert fondl végpontja 41ltal leirt gbrbe egyenle-
tét, mikdzben a fonalat feszesen tartva legombolyitjuk (kdr-
evolvens ).

4, Tekintslink egy adott a sugard kor keriletén calsgzds
nélkill gordild egyenest, amelyhez egy ré4 merdleges, d hosz-
szledgi szakaszt r¥gzitettiink. Irjuk fel a szakasz végpont-
Ja 4ltsl leirt gorbe egyenletét! Milyen gorbét kapunk 4 = a
egetén?

5. Egy r sugard kor csiiazds nélkiil végiggsrdil a mozdu-
latlan R sugaru kordn wmindig kiviilrSl 3rintve azi. Irjuk fel
a gOrdilsé kor egy rogzitett keriileti pontja £1tal leirt pi-—
lya egyenletét (epiciklois).

Milyen gOrbe adsddik r = R egetén?

6. Egy r sugari kor cedszéds nélkill végiggordil az R > r
gugari kor keriiletén mindig beliilrSl érintve azt. Irjuk fel
a gordilld kor egy rogzitett keriileti pontja dltal leirt pd-
lya egyenletét (hipociklois ),

Milyen gorbe adsdik az R = 4r és az R = 2r egetekben?

7. Egy 2r sugaru kor kerilletén végiggbrdil egy r suga-



i kSr mindig belilrdsl érintve azt. Mutassuk meg, hogy a
gbrdiilld korhoz képest rigzitett helyzetd, de nem a keri-
letén fekvd pont ellipsziat ir le.

8. Bizonyitsuk be, hogy a cikloils tetszdleges pontjd-
ban hizott normdlis dthalad a cikloiast €154111it8 kor leg-
aled, az érinté pedig & legfelsd pontjén (ldsd az 1., fela-~
datotl ). Ezt a tulajdonsigdl felhaszndlva szerkessziik meg
a ciklois tetszdleges pontjahoz tartozd normdlisdt ée érin-

F W4

t6jét.

9, Blzonyitauk be, hogy az

X =a(cos t + t sin t), ¥y =a(sin t — t ces %}
kbrevolvens dsgzes normilisdnak a koordindtarendszer srigd-

j4bsl mért tdvolmdga egyenld.

410. Bizonyitsuk be, hogy az

X = a coeBt, ¥y = 4a sin3t

agztrolid érintdjének a koordindtatengelyek kizé ead sgzmaka-~
sza az érintési ponttsl filggetlenil a hogszisdgl.

Gorbék egyenlete, drintd

Adjuk meg a gorbét az r(t) = x(t) + y(t)] + z(t )k
filggvénnyel, ekkor az érintdegyenes egyenletrendszere
X-x_Y-3_ 22

R=yp+7E vagy . —s
x ¥y Z

ahol R = Xi + Y] + Zk az érintd futé pontjénak helyvekto-

ra.

A4, Ha egy pont egyenletes kdrmozgdat végez egy bi-
zonyos egyenes koriil, és ugyanakkor egyenletes egyenes-
vonall mozgdssal halad az egyenessel parhuzamosan, akkor
a pdlydjit hengeres csavarvonalnak nevezzilk, Vélasszuk z
tengelynek az adott egyenest &g irjuk fel a hengeres csa-

varvonalat elfdllitd vektor-skaldr filiggvényt.
Hatdrozzuk meg a csavarvonalnak a koordindtasikokra
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el merSleges vetidletelt!

12, Viviani-féle gorbének nevezzilk egy gombfelilletnek
és egy olyan kirhengerfelliletnek a metszésvonaldt, amelynek
egyik alkotdja dthalad a goub kdzdppontjdn és 4tmérdje a
z6mb sugardval egyenld, AdJuk meg ezt a gorbét egy vektor-

skaldr filggvénnyel.
Mutassuk meg, hogy a Vivianl gdrbe illeazkedik egy

olyan kipfeliiletre is, smelynek csicsa & henger- és gomb-
feliilet érintési pontja és tengelye a henger tengelyével

pédrhuzamod,

13. A z tengelyt hegyes szdgben metszd egyenes Alland$
szogeebességgel forog a z tengely koril. Irjuk fel annak a
pontnak a pdlyaegyenletét, amely ezen egyenes mentén dllan-
dS$ sebességgel mozog (kipos csavarvonal ),

44. Mutassuk weg, hogy az
r(t)=1a gin t cos t + ] 8 sin2t + k & cos 1
gorbe egy origd kozéppenti, a sugari girbfelliletre illesz~-
kedik.

45. Mutagsuk meg, hogy asz

3

r(t)=1a cos t + j & sin”t + k 8 cos 2%

gbrbe egy aszirold vezdrgdrbédji, z tengelyl hengerfeliilet
véges darabjer helyezkedik el.
416. Hatarozzuk meg az
r(t) = ti + 2] + t7k
gdrbének s koordindtasikokra esd merlleges vetilletedt.

47. Irjuk fel az

2

r(t)=e's + % + t%

térgorbe érintdjének egyenletrendszerét a t = { paraméte-
rii pontjdban.
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18, Irjuk fel az

ol ot

r(t) = 1 a(t— sin t) + J a1 —cos t) + k 4a gin

giorbe {1 = % pontjdhoz tartozé érintdjének egyenletrendsze-

rét. Mekkora szdget zdr be ez az érintd a z tengellyel?

19, Hatdrozzuk meg axz
4 £ 2
)= i+ j+5k
térgdrbe azon érintdit, amelyek pdrhuzamosak az x + 3y + 2z =
= 0 egyenletii sikkeal.
20, Hatérozzuk meg az
I(t) = (3t = 700 + 355 + (3t + 7Kk
gorbének azokat a pontjaii, amelyekben az érintd parhuzamos

a 3x + 3y + 3% + 2 =0 egyenletit gikkal!

24, Hatdrozzuk meg azon pontok mértani helyét, amelyek~
ben a hengeres csavarvonal érintsi az xy koordindtasikot met~
gzik (ldsd & 44, feladatot!),

22. Milyen gtrbét alkotnak sz

r(t) = t1 + t55 + t7%
gorbe érintdinek az xy koordindtasikkal vals metgzéopontjal?
23. Hatdrozzuk meg azon pontok mértani helyét, amelyek-

ben az 4
r(t)=iacost—jasint+kbe

gorbe érintéi az xy koordindtasikot metsmzik.

24. Irjuk fel azon pontok mértani helyének egyenletét,

amelyekben az

r(t)=1a(gln t + cos t) + j a(ein t — cos t) + kb et

gorbe érintdl az xy koordindtasikot metszik.

25, Bizonyitsuk be, hogy az
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t t L7

V2 /2

r(t)=1e " cost + ] e c gin t + k e
gorbe 1llegzkedlk az
I2 + 32 - Z2
kipfelilletre &g annak minden alkotéjdt 45°-os azbghen
metszi. (Ezt a gdrbét kipos spirdlisnak nevezilk, )

26, Hatdrozzuk meg a Viviani-féle gorbe érintdinek
az 0t tartalmwaz6 hengerfelillet alkotéival bezdrt legkisebb
gz0gét, (ldesd a 12, feladatot! ).

27« Irjuk fel az x2 + 32 —B=04ésaz xy—2 +2=0
felilletek wmetszésvonaldnak érintévektordt a P(2,2,6) pont-
ban.

28, Irjuk fel a 22 + 2x — ?2 =0, 3 x+y—2 =20

egyenletirendszerrel adott gdrbe P(0,1,4) pontjdban az érin-
tSegyenes egyenletrendszerét.

Ivhoagz

Az r(t) vektor-skaldr fiiggvénnyel adott girbe tq és t2
paraméterii pontjal koré esS darabjdnak ivhossza

2
g8 = S x| dt.
ty
28. Szdmitguk ki az

£(t) = ati + /38b t°] + 2bt K
térgbrbe 0=t =S 1 szakaszdnak az ivhosgzit.
30, Szdmitsuk ki az

r{t)s=jacost+jasint+kbt

hengeres csavarvonal tetszlleges pontja és a t = O paramé-~
terd pontja kzé esd darabjédnak az ivhossgzdt.

31. Irjuk fel a hengeres csavarvonal paraméteres egyen-—
letrendszerét, ha az ivhoseszat vdlasztjuk paraméternek.
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32, Irjuk fel a kor paraméteres egyenletéi gy, hogy
az ivhomsz legyen a paraméter.

33, Mutassuk meg, hogy au
8 . . B V8
r{g) =1 sin 3 tlcosy+kyas

térgbrbe paraméterezése a természetes paramdter.

34, Mutassuk meg, hogy az

r(e) =1 £ cos 1n = + h] £ gin 1n £ + k

5B Y 50

térgbrbe paraudterezdse a természetes paraméter.
35. Irjuk fel az
r(t)=1cost + ] eint +k ch ¢

térgorbe egyenletét a t = O paramdteri ponttdl wért iv-
homssz fiiggvényében,

36, Irjuk fel a kdrevolvens egyenletdt természetes
paraméterezéasben (14asd a 3. feladatot! )

Kisdrsé triéder

Az r({t) vektor~skaldr filiggvénnyel adott gorbe kigéré
triéderének élvektoral az érintd, a fénormdlis és a binor-
millis egységvektor, amelyek a kovetkezdképpen szdmlthatsk
ki:

T (r x ¥ xr xy
t=== @g=—"—F—, Db=-—"—-
rl I(x x r )zl lr x x|

A kigér$ triéder sikjal 4thaladnak a gbrbe adott pontidn,

A sluuldeik normdlisa pdrhuzamos az T x ¥, a normilsiké az
r, & rektifik416 siké pedig az (r x ¥ xr vektorral, és ezen
vektorok ismeretében a sikok egyenlete felirhatd.

37. Hatdrozzuk meg az
£(t) = 3t + (2t + 3)] + 3tk

térgorbe kigéré tridderének élvektorait és sikjainak egyen-



letét a gbrbe t = —4 paraméteril pontjdban.

38, Hatdrozzuk meg az

r(t)=itelnt+jtoost+kteb

gorbe kisérd triéderének élvektorait a koordindtarendszer

kezdlpontjdban,

39. Irjuk fel az
r(t)=31tcost—j t sint +k ¢t

gorbe simulésikjédnak az egyenletét a t = O paraméterit pont-
j éban-

40, Irjuk fel az
3 2
r(t)y= (¢t -2)i_+(t+1);1+—3—g
térgbrbe t = 4 paraméterii pontjdban a kisérd tridder sik-
jainak egyenletét,

44, Irjuk fel az

£(t) = ti + t3] + e®

'4
térgdrbe t = O paraméterii pontjdban a kigérs triéder éle-

gyeneseinek egyenletrendszerét,

42, Hatdrozzuk meg asz

r(t)=%21+1nt j+ t3%

gbrbének azokat a pontjait, amelyekben a binormdlis pdr-~
huzamos az X - ¥y + 8z + 2 = 0 egyenletil sikkal.

43, Szdmiteuk ki az

2

x(t) = i cos’t + J % sin 2t + k cos ¢

gorbe t = O paraméteril pontjdhoz tartozd simuldsikjénak
az origdétdél mért tdvolsdgdt.

44, Bizonyitsuk be, hogy a hengeres csavarvonal kisé~
r6 triéderédnek élvektorai a csavarvonal tengelyével 4llan—
44 szoget alkotnak (14ad a 14. feladatot!),
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45, Mutagsuk wmeg, hogy sz

r(t)y=1 etcos t + d ebotn t + k et

egyenletil Kiipos gpirdlis kisérd triéderének élvektorail 4l1-
landd$ szoget zdrnsek be a z tengellyel.

46, Igazoljuk, hogy az
r(t)= (2 = 260 + (3t — 5) — (t° + 2%k

fliggvény sikgorbét 411it eld, 68 irjuk fel a gbrbe sikjé-
nak egyenletét!

47, Mutassuk meg, hogy az

1 + % 1 t
A S R R e

filggvénnyel eld41llitott gorbe mikgdrbe, és irjuk fel a sgik-
janak egyenletét!

48. Mutassuk meg, hogy a Viviani-~féle glrbe normdlsik-
jal 4thaladnak a gborbét tartalmazd gomb kizéppontjdn (ldad
a 42. feladatotl )

49, A hengeres csavarvonal fénormdlisaira allanddé hosz-
gzupdgd szakaszokat mériink fel. Bizonyitsuk be, hogy ezeknek
a gzakaszoknak a végppontjal egy mdsik hengeres csavarvona-
lon helyezkednek el (ldasd a 44. feladatot! ),

50. Bizonyitsuk be, hogy az
r(t) = t1 + t5j + t°k

gorbe 0(0,0,0) pontbell £, n, b vektorai egybeesnek a koor-
dindtatengelyek egységvektoraival, Irjuk fel a gdrbének az
0 pontbeli kisérd triéder sikjaira esd merdleges vetliletei-

nek egyenletét,

54. Irjuk fel az % 4 y2 + z2 =9 éa az %2 - yz = 3
felilletek metszésvonalakéni adddé gdrbe slmuldésikjdnak asz
egyenletét az M(2,1,2) pontban,

52, Irjuk fel az x = yz én x2 = z felilletek metszésvo~

naldnak M( 4,41,4) pontjdban a £énormdlis és a binormdlis egye-



negek egyenletrendszerét,

Gorbiilet, torzid, Frenet képletek

Az r(t) vektor-skalir filggvénnyel adott gbrbe girbililete
a8 G = lETEjgl képlettel, a torzidja pedig a T = 'rrrn
Iz lr x r|
képlettel szdmithatd ki.
A Frenet képletek s kivetkezdk:
i = on,
o' = -Tt + @b,

b' = -Tn,

shol a vesgzd a természetes paraméter (ivhossz ) szerinti
derivdldst jeloli,
53~57. Szdmitsuk ki az aldbbi girbék gorbiiletét ée
torzidjdt a megadott pontban:
53. r(t) = (8% =AM + (t + 2)f + (t° - t )k,
t=4l .

2

54, (%)= 2tL + Int ] + t%, t = 1.

55« (%) o¥1 + é_ti + 2t k, t =0,

56 r(t)=1tcos t +j t sin t +k at, t = O,
57, r(¥) =1 gln 2t + j(41 — com 2t ) + k 2 com &,
T
t—'z'o

58, Mutassuk meg, hu.y 17 7 = f£(X) fliggvénnyel adott
gorbe girbillete 2
d '
dx

1+ 7]

G =
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képlettel gzdmithats minden olyan pontban, amelynek kdrnye-~
zotében a fliggvény kétezer folytonosan differenciilhatd.

59. Szdmiteuk ki az 32 = 2px parabola gdrbiiletét a
ceucepont jéban.

60, Bizonyitsuk be, hogy az
ellipszis nagy- és kigten-

R gelyének végpontjdban a
N ” gorbilleti sugarak az aldb-

N b
L bl ébra szerint szerkeszt~
— Q .
?b N J hetdk:
Sa

.
- NIRRT

64, Szdmitsuk ki a hengeres csavarvonal gorbiiletét ég
torziéjdt a gorbe tetazlleges pontjdban (1l4ad a 412. felada-—

tot!? ),
62, Mutassuk meg, hogy az
r(t) = (3t - O + 345 + (3t + £ )k
g0rbe gordbillete és torzidja tetszdleges paraméterdrtékre
egymiasal egyenld,
63, Hatdrozzuk meg az
x(t) = 1 coe’t + § sindt + k cos 2t
gorbének azokat a pontjait, amelyekben a gdrbilletnek lokd-
lig minimuwma van.
64, Hatdrozzuk meg azokat a pontokat, amelyekben az
X(t)=1 a(t—ein t)+ ] a(1 - cos t) + k 4a cos &

gorbe gbrbileti sugardnak lokdlis minimuma van.

65. Hatdrozzuk meg a Viviani-féle gSrbének azokat a
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pontjalt, amelyekben a girbiiletének azélebértéke wvan (1ldsd
a 12. feladstot! ),

66, Szdmitsuk ki az
r(t) =414 +t5 + (2 + 7Kk
térgtrbe gorbiiletl kBzéppontjdt a + = 1 paraméterli pontban.
67-69, Irjuk fel az aldbbi térgorbék tetszbleges pont-~
Jaihoz tartozd gtrbiileti kidzéppontok helyvekiordt:
67. r(t)=iacos t + jasin t +k b ¢

hengeres ceavarvonal.

€8, r(t)y=1 etcos t o+ etsin t +k et

kipos spirdlis.

69, r(t) = eti + e ¥ + /2t k.

70. Bizonyiteuk be, hogy a cikloie gbrbiileti kozéppont-
jal az eredetivel egybevigd cikloist alkotnak (1dsd az 4.
feladatot! ).

74, Szdmitsuk ki az x2 - 332 —~ g = 0 fellllet éa az
X +3 + 32— 4 =0 gik metszésvonalinak gbrbiiletét a P(2,1,14)
pontban.

72. Szémiteuk ki az x° — 32 + 2% = 1 é5 az

32 — 2X + z = 0 felliletek metszésvonaldnak gdrbiiletét és
torzidjat a P(4,4,1) pontban,

T3, Irjuk fel az
rt)=1iachit+jasht+kat
gorbe terméeszetes egyenleteit.
T4. Hatdrozzuk wmeg az
r(t) = i(2t — sin 2t) + 4 cos 2t + k 4gin t

gérbe t = % paraméterii pontjdban a t', n', b' vektorokat.
3 ¥, n, D
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75. Irjuk fel a Frenet-képleteket az
£2 2> 4
E(t)u?i+T1+T}£

térgbrbe t = 4 paraméterii pontjdban,
76. Irjuk fel az
X(t) = (85— 4)f + (bt +2) + (87 - tx
térgbrbe t = 1 pontjdban a Darboux-féle vektort,
77. Bizonylisuk be, hogy ha a térgorbé: az r(s) iv-
hogsz szerint paraméterezett vektor-~skalsdr fliggvény hatd-

rozza meg, akkor a girbe tetszGleges pontjdban teljesiilnek
az aldbbli azonossmégok:
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A

FELADA

T 0K

Zan

1.

MEGOLDASATI

4. Vdlasgszuk x-~ten-~

gelynek s rogzi-
tett egyenest, éas
tegyiic fel, hogy

a P pont & kooxdl-
nétarendszer kez~
dSpontjdbsl indul,
Vegyilkk égzre, hogy
az OE gzakasz hosgz-
gza mnegegyezik a P

és E pontok kozotti kioriv hosszdval., A gdrbe P futd pontjd-
nak koordinatdit az 4., 4bra segitségével irjuk fel:

X ag(t—-gin t),
¥y o= a(‘l-— cos t)

- 145 -

2, d<a emetén P,

d >a esetén pedig
Q jeltli a gibrbe
futé pontjét (2.
dbra ),

X =at - d gin t,
¥y =a~—4d cos t.



3. Legyen a koordindtarendszer kez-~
dépontja & kdr kdzéppontjdban és
tegyilk fel, hogy a P pont a Po
pontbdl indul, Haszndljuk fel,
hogy EP = ETPO = at (3. dbra),
ekkor x = a(coa t + t gin t),

vy =a{gsin t - ¢ coa t).

4, Helyezzilk a koordindtarendszer
kezddpontjdt a kvr kbzéppont-~
y jdba (4. dbra), Az E ég K pon~
tokndl megjelSlt szdgek megegyez—
///” ‘F nek a t szbggel, KP = d ém az EK
/ af;_n_1&K érint8szakasz hossza at. A P pont
AL\ koordindt41:
L Qo\ R~—7B/ X
Y X = {ga=—=d)oaga t + at gin ¢,
N Q ¥ =(a—dain t — at cos t,

d = a egetén a Q pont pdlyédja

arkhimedeszi gpirdlis, amelynek egyenlete x = at min t,
b -at cos t.

Olyan poldrkoordindtarendgzerben pedig, smelynek tengelye
a — y tengely, r(9) = ag adédik.

5. A koordindtarendgzer kezdlpont-
jat helyezzilk a mozdulatlaen kor
kozéppontjiba., Tegylk fel, hogy
a P pont a P, pontbdl indul ki,
anely & kiinduldsl helyzetben
egybeeaik a két kdr érintkezdsi
pontjéval (5. sbra). Mivel ﬁ?o =
= EP, azaz Rt = r-u, u = %t.

A P cglcaponti megjeldlt gzig
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* - (t +n)e=x-— R ; rt, ezért a P pont koordindtdi a ktvei-

kezbk: x = (R + r)cos t-—rcosR;rt,.vn(R-!-r)Bint—

— r gin & LIf, r = R esetén kardioidot kapunk (6, dbre).

R—r

T t, y =(R—- rJgin t —

6, x =(R—rXkos t + r cos

-~ r gin R; L+, R = 4r esetén asztroidot kapunk (8. dbra),

R = 2r esetén egyenes szaksszt (9. &bra).

Y 4
y S
AN
" \JI "
//
8 T 9



7. Tegyilk fel, hogy a Q pont a

QO ponttdl indul és CQ = 4 41~
landé (10, 4bra), A P keriileti
pont t tetszbleges éxrtékére az
X tengelyen van (ldad a 6, fela-
datot ), ezért Q koordindtdi:

X={r +dlos t 4s
¥y ={(r — d)sin %,

8, Egy rogzitett t, pontban a ciklois érintéjének irdny-
vektora g(to) = 1 a(1 ~ cos to) + j a sin t,.
A normélis egyenes egyenlete:

a(1 — cog t,) {X - a(t0 — gin t )] + a sin t, [Y = art -

- cog to)] = 0,
amelyet az E(at_,0) pont (4. dbra) valéban kieldgit, Az érin-
t6re vonatkozé 411itds basonléan igazolhatd,
9. A normélis egyenletének Heamse-féle normdlalakja
Yegin t + X cos t - a = 0,

A norudlisnak az origétél mért tdvolséga winden t-re a.

10, Megjegyzés: A 6., feladat megoldédsaként feliri egyen-
letrendazerbe R = 4r = g helyettesités utén trigonometrikus
azonosgdgok felhaszndldsdval az itt felirt egyenletrendszert
kapjuk.
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1, x(t)=1 acos t + J a sin ¥ +
+ k bt (14, dbra)d.

A vetiiletek: x2 + 32 o 2

-

4

y = 8 gin

-
r

X = 8 Cco8

oln oln o

12, Ha a koordindtarendszert
a 12, dbrdn léthats médon
vilasztjuk, a gbrbe egyen-
letrendszere x° + yz + 22 -
—R2=0,x2+32—Rx=0.
Vdlasazuk paramdternek azt
a t sziget, amelyet a P pont
xy koordindtasikra esl merd-~
leges vetilletének helyvektora
a pozitiv x tengellyel z4r be.
Mivel DOP' és POP' egybevigd
derékazdgii hdromszigek, POP’

gzdg megegyezik a t sz62gel. A P pont koordindtdi tehdit

X =R coszt, §Fa2Rcos tegint, z =R gin t (0=t <273
A P pont akkor illeszkedik a D cstcsponti, z tengellyel pir-
huzamos tengelyli kipfeliiletre, ha a DP vektornsk s k egység-
vektorral alkotott hajldssztge dllandbé. Ez pedig teljesiil

(cogp = -'/22 Je
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13. Az egyenesncek a = tengellyel bezirt
gz0ge legyen a . (43. dbra) A P pont-
nak az origétdl mért tdvolsdgira r =
= ¢T, 8z xy sikra esé werlleges vetii-
letére pedig @ = wt teljesiil, ahol ¢
8z egyenes mentl egyenletes mozgis
sebessége, w pedig a z tengely kbrii-
1i egyenletes forgdmozgds gzbggebeg~-
gége. A P pont koordindtdi tehst

oy &% X = ¢T sina coswT, ¥y = ¢t gina sinwr
<. Ty T . . ’
2 = ¢t cosa . Az a =& sina és
- 13. b = (% coga dllandék és a t = wt para-

méter bevezetidse utdn a gorbét leirs
vektor-skaldr fiiggvény:

r(t) = iat cog t + 4 a8t sin t + k bt.

14, A gbrbe terszdleges pontja kielégiti az
x? + y2 + z2 = 32 egyenletet,

15. & gorbe tetgzéleges pontjinak
az Xy sikra esd merdleges vetii-
lete illeszkedik az x = a coth,
¥ =8 sinjt egvenletrendgzerii
asztroidra és —a SzZa isg telje-

sil.

4.
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15.

17. A gbrbe érintdvektora
Bt) = '3 — &5 + 28k,

az adott helyen
B1)=el—2 j + 2k,

Az érintd 4thalad az
(1)

belyvertorti ponton, egyenletrendszere tehigt

£ .
ei-l'gl-i'k

il

{8.x=y=—4—-z; cp--%r.

V2
19, A reltétel szerint a gorbe drintdvektora mersle-
ges a gik normdlvektordra, azaz (t).n = 0, ahol
p=1+3]+2%
a gik normdlvektora, Ezért t3 + 3t2 + 2%t = 0O,
Innen tq = —4, ty, = —2 (%t = 0 egetén a derivdlt zérus vek-
tor ), A megfeleld érintlegyenesek egyenletrendazerei:

é-x=y+-§=%—z, illetve
8

-~ M
Fogts ot

fl




20, P,(-2,12,14), P,(—4,3,-4).

24, A csavarvonal tetszlleges t paraméteril pontjghoz
tartozd érintd egyenletrendszere

X acogt—-agxr gin t
Y= agaaint +at coag t
Z = bt + br.

A Z = 0 feltételbll v = —t adddik, az érintének az xy gik-
kal alkotott M metszdapontjdra tehdt

X, =acos t +atein t,

Y =asint—-atcost,

Zo=0

teljesiil, Ha a pont véglgfut a csavarvonalon, a megfeleld
M pontok kOrevolvenst irnak le (14sd a 3. feladatot! ),

22. Az érinték az xy sikot az y = % %2 parabola

pontjaiban metszik,

23. xz + y2 = 232.

24, x? + yz = 452.

25, A gbrbe tetszlleges pontja kieldégitl a kipfeliilet
egyenletét, A gorbe t paraméterii pontjén dthaladd kipalko-
t3 irdnyvektora r(t),amelynek a pontbeli I(t) érintdvek-
torral alkotott y szdgére minden t paraméterértékre
cogy = A teljesiil,

V2

26, Az érintlvektor a gbrbe t paraméterii pontjdban
I(t)=~1 R sin 2t + J R cos 2t + k R cos t, amelynek a z
tengellyel pdrhuzamos hengeralkotdval bezdrt gzdgére

2
3092] =_Cogt
1 + cos™ %
addédik, A y s20g abszolit értéke akkor a legkisebb, ha a

2
cos & tort értéke a legnagyobb, Ez coszt = 4 egetén,

1 + cog™ %
azaz t = 0 éda t = 1 értékre teljesll., Mindkét egetben a

D(R,0,0) pont adddik, amelyen a Viviani-féle gbrbe kétszer
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halad 4% (14sd a 42, 4brit),
At = 0 értékre cosy = jé adédik, ahonnan 7= z
2

+ wlA

L]

’
% Srték ai 1., ahonnan )
8 t =T értékre pedig cosy = — 75 , n 1 o

27. A t = x paraméter vdlagztdssal a két feliilet
metszésvonaldt r(t) = t1 + y(t)] + 3(t )k vektor-gkaldr
fiiggvény irja le, ahol y(t) és z(t) a két felillet egyen-
letébSl 4116 egyenletrendszer megolddma. Az Srintdvekior
(t)=s 1+ y(t)5 + 5(¢t ko Az J(t) és 2{t) differencidl-
hdnyadosok kiszgmitéséhoz derivéljuk ~indkét egyenletet

X gzerint: .
2x + 29y = O

Helyettesitsilk be a P pont koordindt4it, ekkor a

4 +43 =0
2+2y -z =0
egyenletrendszert kapjuk, amelynek megolddsa ¥ = —1, z = O,
tehdt az érintévektor az adott P pontban r = 1 — .

28, A t = x paramétervdlaszti{s emetén az egyenletek
X gzerinti derivdldgdval a
22% + 2 = 29§ = O
3+y—=2a0
egyenletrendszert kapjuk, amelynek az adott pontban nincs
megoldésa, vagyis ar r(t) = ti + y($)f + z(t Xk vektor-gka-
l4r fiiggvény ez adott pontban nem deriv4dlhaté.
Vdlasgezuk most paraméternek a z viltozdt és derivdljuk mind-
két egyenletet z szerint. FEkkor a

22 + 2x — 2yy = O
3x+3-1=0
egyenletrendszert kapjuk, amelybdl az adott pontban x = O,
¥ = 1 adddik, Mivel az x(t) = x(t ) + y(t)j + tk fiiggvény
derivdltja ez I(t) = X(t X + J(t)] + k vektor, a keresett
érintSvektor koordindtdi r(0,4,4).
Az érintdegyenes egyenletrendszere x = 0, vy =z,



29. #(t) = ai + 2/3ab t] + 6btk
1Z(t)] = & + 6bt2
1

g = S (a + 6bt2)it = & + 2b.
is)

Ja? + v° &,

3O¢ g =
34 r(8) =1 a cos il + J a sin 8 +
2 2 2 2
a + b a8 + b
+k —L8  (14sd az 615625 feladatot! ).
32 + b2

32. x = R cos E, ¥y =R sin*ﬁ.

33. Azt kell wmegmutatni, hogy

dr| _ .
|xf (8} = ’EEF 5 4 teljesiil.

34, Ldsd az eldz8 feladatot!

35, A gbrbe tetszlleges pontjdnak a t = O paraméterii
ponttdél mért ivhossz-tdvolsdga
T t

gt) = Slé{t)i = S \/ﬂinzt + cosgt + shzt dt =
o
t
= S ch t dt = sh t.
o

Az 8(t) = sht figgvény inverze +f(s) = arshs, Ha végre~
hajtjuk ezt a paramétertranszformicidt, a gorbének az

r(s) =4 cos(arsh s) + j sin(arsh e) + k¥ V1 + 32

egyenletére jutunk.
36. R° = 2as.

37, Az érint§ irdnydba mutats egységvektior

te-fivfhithk



afénormélisg:—%}+%i—%g,

a blnormdlis b = — - L—fr 4 - 21 K »

A kisérS tridder sikjal dthaladnak az r(—1) = 3i + j — 3k
helyvektord ponton.
A simuldsik egyenlete 6x + 9y + 2z — 24 = O, rektifik41é6 siké
7x — 6y + 6z + 3 = 0, a normdlsiké pedig 6x — 2y — 9z — 43 = O,
1+ 21— +k 1+3-k
= o g  — e 9 E T se—————
V2 V6 /3

38, t =

39, x—- 2 = 0,

40, A gimuldeik x — 32 + 2 = 0, a rektifikdlsd sik
3x = 1Oy+z+§38-=0, ancrmélsik3x+3+z+-§=0.

44, Az érint6 x = t, y = 0, z = 14 + t, a8 binormilis
B =Z—€-—4-,af6normé.lis—x=%=z-1.
42, A(4, 1In 2, =4 )

43, r(t)=—sin 2t § + cog 2t ] — sin t k
I(t)

-2c08 2% j_. — 2gin 2t j ~cos t k

1
¥(0) = -21 - k

i

£(0)

A gimuldelk Hesge-féle normdlegyenlete:

Az origd és a slmuldeik tdvolsidga [d]| = %a
5

1

44, t = (—a gin t £ + a coa t j + bk),

N

a2+b

=—cog8 t £ = gin ¢ j,

]}

([~
I

-—-i—-z-(baint;—bcost1+ag).



A ceavarvonal tengelyének irdnyvektora s k vektor,

b a
cog(t,k) ¢ = ———— , cos(n,k)« = 0, coa(b,k)« = .
32 + b2 vaz + b2
45. & = == [i(cos t — @in $) + i(sin t + cos b) 4 k1,
v3
== [~i(sin t + cos t) + j(cos t — ein )],
V2
b= L [i(sin t — cog t)~ j(sin t + cos t) + 2k J.
V6
- 4 2

CUB G, E S ¥ = cos(n,k) 4« = 0, cosa(b,k) <« = =

ﬁ!

46. Ha a gbrbe binormélisa d1landdé, akkor simuldsik-
Ja a gbrbe winden pontjdban ugyanaz, tehdt a g0rbe gikgor-
be. A gorbe sikjdnak normédlvektora t x ¥ = —6i — 43 ~ 6k,
egy pontja példéul az r(0) = =~5] = 2k helyvektord pont, az
egyenlete tehdt 3x + 2y + 3z + 16 = 0.

47. A feladat megolddsdt Ugy is elvégeshetjik, mint
& 46, feladatét, Most mds megolddst mutatunk, Vdlasszuk ki
a gbrbe hdrom tetszdleges pontjit és irjuk fel a hdrom
pont dltal meghatdrozott sik egyenletét (X~4y—-22 +3=0)
Ezutdn mutassuk weg, hogy a gdrbe tetszdleges t paraméterdr-
tékhez tartozd pontja kielégiti ennek s siknak az egyenletét.
Megjegyzés: Egy gbrbérsl tigy is beldthatjuk, hogy sik-
gdrbe, hogy kiszdmitjuk a torzidjdt a t paraméterii tetszdle—
ges pontjdban, Ha az eredmény zérus, a gérbe sikgtrbe,

48, Irjuk fel s gbrbe t paraméteri pontjdéban a normdl-
8ik egyenletét (az érintdvektort ldsd a 26. feladat megoldd-
gdban ) ée igazoljuk, hogy az 0(0,0,0) pont kieldgiti ezt az
egyenletet,

49, A fdénormdlis egységvektor
n={—cos t, —gin %, 0),

Ha & felmért szakaszok hossza 1, akkor a végpontok a



t)y=(a—=2xos t 1+ (a—2)ein t § + btk

vektor-skaldr fiiggvény 41tal leirt hengeres cmavarvonalon

helyezkednek el.

50, =4, n=j, b=k

A vetiiletek egyenletét ldsd a 16, feladat megolddséndli

54, X -y + z - 9 = Q,

]

z — 4

52. A fénormdlis egyenletrendszere 13';

s XA _y3—-ArA_z-=1
& binorméiisé z =5 -1 -

53, B(t) = 2ti +§ + (3t° = 1k
¥(t)=2i + 6tk
(1) = 6k

:1::‘_('1) = (21412}
r(1)=(2,0,6)
T(4) = (0,0,6)

‘?- X E = (6’_8’—2)

2426 =3
G="57 T =5

540(}:%’ ang'z"‘

_ 1
55, G = =T = =,

2 3a

56, G = T = -

a + 1 2(a° + 1)

1 3
57.G=-2-, T=—'§‘

—-22 ?

58, Utamutatds: Allitsuk eld a gorbét a ¢ = x paraméter
vdlasztédesal az r(t) = ti + y(t)j vektor-skaldr fiiggvénnyel

- N7 -



lr x

és helyettegitslink a G = ———7— képletbe,
Izl

1
590 G = 'I‘)'-

60, Az ellipszls paraméteres vektoregyenlete
{(t) =41 acos t + ] b ain t.

A gbrolilet a nagytengely végpontjdban G(O) =—g , 8 kisaten~
a
gely végpontjdban pedig G(%) = 5% , amibil az dbrdn ldthaté
b

gzerkesztégl eljdrds kdzvetlenill adddik.

61. G = _?—E——E s, T = —2—2——5.
a8 + b a~ + b

62‘ G = T = """'?"'-' s
+ 4)°
63. A keresett pontok a t = % + k % (x = 0,%54,%2,,..)
paraméterértékeknek felelnek meg, (A gtrbdt ldad a 14. dbrdn ).

o4, A keregett pontok a % = 2k7 (k = O,id,fQ,...)
paraméterértékeknek felelnek meg,

65. A gorbiilet a gbrbe futdpontjdben

at) = ﬁ 5 4+ 3 coezt .
(& + cos t)

Mivel a G2(t) filggvénynek ugyanott van lokdlis 8261a8érteéke,

@int a G(1) fliggvénynek, a
2

e ct)

differencialhényadost kéagzitjilk el, amelynek szdmldlsjdban
3(4 + cos t) (4 + 2c052t) gin 2t 411, a nevezdje pedig min-

dig pozitiv.,
2
A 293%33 zérughelyel t = O‘E’ 3“ (0=1<27n) ég ezeken a

helyeken elijelet is v4lt, A gorbuletnek tehdt a D(R,0,0)
pontban lok4lis winimuma, a (0,0iR) pontokban pedig lokdlis

naximuma van,



66, Az adott pontban a fdnormélis egységvektor

n =~ (41 + 3 + k), a gorbillet G 2,3%2 o

L= T5

A gOrbiletl kdzéppont helyvektora
4 9 4
=r(4)+pgn=41+J+3k +~2=+.~— (41 +] +k)=
£ ¢ d a2 3/2
7 . A
=4.i_+]1'51+']2]£'

67. Haszndljuk fel a 39, feladat megolddmst

n1=82+b2
A=q a

helyetteaitégael (ldsd az 57. feladatot!l),
68, A fénormilis egységvektor a gbrbe futdpontjgban

n =-i-[-§__(cos t + ain t) + jl(cos t — gin t)],

/2 J2
a gorbillet G = ~5 , tehdt a gorbiletl kozéppontok &
3e

g(t)=-—et{él coa t +-g~sin Tt o+ et(% cosd t—% gin t)j +

+ et};c

egyenletll glrbén helyezkednek el.

69. A fdnormilis egységvektor

n = — 4'_1:2 [f2(e-t+e—t);+\/§(et+e"t)‘1+
(e + e ")

+ (e"‘gt__ezt)]ﬁ]’

& gdrhiilet

V2
(et + et )2
A gorbilleti kOzéppontok helyvektora tehdt

G =

2t =2t
e(t) = (2e" + & ¥y + (e¥ + 2¢7¥y; + Vot = S + Sl

T0. A cikloist el6411ité fliggvény
r{t)=1a (t - gin t)+ja(d—cos t)



A t paraméteril pontban a girbiilet

G = 1 , 8 fénormdlis

a8 2J2( 4 = cos 1)

n = 1 (1 sin t — j(1 — cos t)),

J2(4 — cos t)

A girbiileti kGzéppontok 41tal alkotott gdrbét tehdt a

e(t) = r(t) + é n(t) = ia{t+ein t) + d a (=1 + coag t)
d11itja eld, amelybdl t = t — = helyebtesitdsgmel |

e(ty=x(t)+am 1~ 2a] adédik, vagyis az eredetibsl el-
toldgsal keletkezd cikloig.

74. Valasszuk paraméternek az x vdltozdt és derivdl-~

Juk x szerint mindkét egyenletet.
Az ele8 derivdldm utdn a 2x — 6yy — z = O

i +y +2 =0,
a widsodik derivdlds utén a 2 — 6&2 - 63y — 2 =0

y+2 =0

egyenlstrendszert kapjuk.
Az adott pontban az elsd egyenletrendszer megolddsa
¥y =1, 2 =-2, a ndgodiké pedig ¥ = —~ %, z = %,

-

Tehédt a derivdlt vektorok koordindtdil 1(1,41,-2) és
¥( 0,— %,g},

Innen a gorbiilletre a G = %% értéket kapjuk.

720G="i' T=1o

7

73, A gbrbe tetszlleges pontjdban G = T = 1

28 cht

-

A futdépontnak a t = O paraméteril ponttsl mért ivhossz-td-
volaidga

- e -




&
8 = S |k} dt = S J2a ch t dt = J/2a sh t,

Az 8(t) = /2a sh t filggvény inverze t = arsh —?E .
a

Ezt a paraméteriranszformiciét végrehajiva

G“Tz""'{a_?

2a” + 8
adsddik.

74. Helyettesitsilk be a Frenet-formuldkba az adott
pontban kiszdmitott

= + L k

L
= 2TEYT VAR

vektorokat és a G = T T = 0 értékeket,
n

ot
1
In
)
u
{~
1
l
g
13

Igy L' = % 4 - % k, '= - %? i és b =0 adédik,

1

n s ——— ("’1:01&)
J2
1

b= — (1,~4,1)
/3
2

3
B’ =—J“-_£ (4 0, = .
76, A Darboux-féle vektor d = Tt + Gb.
Mivel az adott pontban § = (%, %, %), b= ng (3,—4,—1),



Megjegyzés: A Darboux~félae vektor a gorbén egységnyl me-
bességgel mozgd ponthoz tartozd kisérS tridder pillanat-
nyl szbgsebességvektora és segitségdvel a Frenet-féle
képletek a ktvetkezd képpen irhatdk:

' =dxt o =4dxp, b =4dxb

77 A Frenet-képletek Ffelhagznildadval
r™ =(Gn) =Gn+6n =Gun-— G% + GTb.

Ha ezt a vekiort skaldrisan megszorozzuk az r' = t vek-
torral, az elsd 411itdst kapjuk.

Mivel tbb' = ~Ttbn és %, n, b Jobbrendszert alkot-
nak, tbn = -1,

Az r™ vektornak és az r" = %' = Gpn vektornak a ska-
14ris szorzata valéban G- G ,
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