FELULETEK

Felilletek egyenletel, lefejthetd vonalfelliletek

A vonalfeliiletet az r(u,v) = x(u) + vl(u) vektor-
egyenlettel adhatjuk meg, ahol r(u) a vezérgirbe egyen-
lete, 1l(u) pedig az alkotdegyenes irdnyvektora. A vonal-
feliiletet lefejthetSnek nevezzilk, ha mindegyik pontjd-
ban f1l = 0 teljesiil, ahol

dr d

I‘=‘Eﬁ' éa l= .

= B b

78. Irjuk fel az A(2,3,5), B(4,5,~6), C(1,3,2)
pontokra illeszkedd sgik két paraméteres vektoregyenle—

tét.
[79-84.] Irjuk fel a hengerfeliilet paraméteres egyen-

letrendszerét és implicit egyenletét, ha adott a vezér-
gorbéje ég az alkotdegyeneseinek a irdnyvektora:

79« vezdérgtrbe: xr{u) = 4 cos3ui + 4 sinzui,

a =3i+2] + 4k
. 2 2
80+ vezérgbrbe: X — y~ =14, 2z = 0, 8 = ke
84. vezérgirbe: r(u) = J 2 cosu + k 3 ginu,
a=i-

[82-84.]Irjuk fel a kiipfellilet egyenletét paraméte-
reg ésg implicit alakban, ha adott a vezérgdrbéje és a
calicspontja:

82. vezérgdrbe: r(u) = L cosu + j sinu, C(0,0,1).
83. vezérgbrbe: x2 + 32 - 4y = 0, 2 = 0, C(2,5,~3)e

84. vezérgbrbe: z = xz, ¥y =1, C(2,3,~4).
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[85-86.] Irjuk fel amnak a kipfeliiletnek a kdt-
paraméteres vektoregyenletét, amelynek adott a ve-

zérgibrbéje és a calicapontja:

85. vezérgdrbe: r(u) = 2(ginu — u cosuli +
+ 2(cosu + u ginu )k, C(0,-8,0).

86, vezérgdrbe: r(u) = 1 R cosgu + j R cos u gin a +
+ kK R gin u, ©(0,0,0).

(87-97.]Irjuk fel a forgdsfeliilet egyenletét, ha
adott a merididngidrbéje és a forgdstengelye:

87. merididnglbrbe az xz koordindtasikban elhe-
lyezkeds, A(a,0,0) kdzéppontd, b sugard kér (a>b>0),
forgdsteagely a z tengelys

88. merididngirbe az xz koordindtasikban elhe-
lyezkedé origd kozéppontd, R sugard kor, forgdsten-
gely az x tengely.

89, wmerididngisrte: % 4 ¥y -6x +5=0, z =0,
forgistengely az y tengely.

30. merididngbrbe: 2y ~ 3z = 7, x = 0, forgdsten-
gely az v tengely.

91, meridisngdrbe: z = 32 + 4, x = 0, forgasten-

~ely a z tengely.

92. meridiangirbe: r(u) (3 + 2cosuli + (4 + 2ginu}j,
forgdstengsely az y tengely.

3

u + k 5egin”u,

3

93+ werididngtrbe: r(u) = 1 5Scos
forgdstenrely a z tengely.

94. merididngdrbe: hiperbsla, forgistengely a
képzetes tengely:.

95 merididngdrbe: hiperbsla, forgdstengely =
valds tengelye.



96. merididngorbe: z = siny, forgdstengely az y

tengely.

97. merididngdrbe: r(u) = (2ccsu — cos2uli +
+ (28inu — sin2u)}j, forgdstengely az x tengely.
98. Irjuk fel az
2 3
r{u) = ul + u™j + u’k

gbrbe érintdegyenesei dltal alkotott feliilet kétpara-
méteres vektoregyenletét.

99. Irjuk fel az

r{u) =1 R coszu + 1 R cosu ainu + k R ginu

egyenletit Viviani gidrbe érintdegyenesei 4dltal alkotott
vonalfeliilet kétparaméteres vekioregyenletét.

400, Irjuk fel az

E(t) = éa cost + ja sint + btg

hengeres cgavarvonal binormdlisai dltal alkotott felii-
let kétparaméteres vektoregyenletét. Allapitsuk meg,
hogy lefejtheté~e a kapott vonalfeliilet.

[104-406.] A11apiteuk meg, hogy az aldbbi fliggvé-
nyek milyen felliletet hatdroznak meg és milyen gdrbék
8 paramétervonalak:

104, r{u,v) = ul + vj + uvk.

102, r{u,v) = iv cosu + jv sinu + kv.
103. r(u,v) = iv cosu + jv sinu + ku.

104. r(u,v) = (u + sinv)i + (u + cogv )i +

+ (u + ajk.

105« r(u,v) = ia chu cosv + jb chu sinv +
+ k¢ shu, (a, b, ¢ > 0)



406, r(u,v) = iu cosv + ju sinv + guz.

t07. Bizonyltsuk be, hogy egy térgdrbe érintde=-
gyeneseibol &116 vonalfeliilet lefejthetd feliilet.

108. Blzonylisuk be, hogy egy vonalfeliilet pon-~
tosan akkor lefejthetd, ha minden érintdsikja egy-egy
alkotdegyenese mentén érinti.

109. Bizonyitsuk be, hogy bdrmely lefejthetd vo-~
nalfellilet vagy hengerfellilet, vagy kipfeliilet, vagy
egy térgirbe érintdegyeneseibsl 411,

Pelilletl normdlis, érintdaik

Az r(u,v) kétparaméteres vektorfiiggvénnyel adott
feltilet normalvektora m = r, X r,, 8z érintdsik egyen-
lete pedig (R - r)x,r, = 0, ahol R(X,Y,2) a sik futs
pontjénak koordindtdi.

z = f(x,y) flggvénnyel adott feliilet normdlvektora

2 ~p,—~aq,1), érintdsikjdnak egyenlete 2 — z = p{(X - x) +

+ q(Y - y), ahol ar Bf
p=-a-TC’ q 81’

Hg a feliiletnek az F(x,¥,2) = 0 alaki 1mplic1t egyen—

letét ismerjiik, akkor a feliileti normalist m(Fx,Fy F s

az érintOSLk egyenletét pedig (X — x)F + {Y —- y)F +
+ (2 = z)F = O alakban irhatjuk fel.

110, Irjuk fel az

r(uy,v) =ui + (4 +ulosv jJ + (1 + ulsinv k
felilet u = 1, v = % paraméterii pontjdn dthalads pa-
ramétervonalainak egyenletét és szdmitsuk ki a para-
métervonalak érintéinek hajldssztgét az adott pontbane.

144, Szdmitguk ki az

r(u,v) = ul + cosu ginv j + cosu coav k
egyenletii felillet u = %, Vv = % pontjdban a paramé-

tervonalalnak érintéi d1tal bezdrt sztget.
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142. Irjuk fel a=z
r(u,v) = (2u - v o+ (u2 + vz)i + (u3 - v3)§

egyenletii feliilet P(3,5,7) pontjdban a paramdtervonalak
érintdegyenegeinek egyenletrendszerét.

113, Irjuk fel az
r(u,v) = (u2 - vz); + 2uv d + (u2 + vz)g

egyenletli felillet u = 1, v = 2 paraméteri pontjdban a
felileti normdlig egyenesének egyenletrendszexrét.

[114-124.] Irjuk fel az alfbbi feliiletek megadott
pontjdban az érintdeik egyenletdt:

144, r(u,v) = (u3 - 2v2)g + uvzi + (u2v - uk;
1.1="[,V=-‘—2o

145 r(u,v) = (cosu — vginu)il + (sinu — vcosu)j +
+(au+vXk; u=0, vs=1.

416, r(u,v) = u4§ + 3uv21 + VBE; n=2, vasli,

MTe r(u,v) = (u + vi o+ (u2 + v2)1 + (u3 + vj}g;
i = 2, v = 2-

2 . 3

448. r(u,v) = uif + (u” = 2v)ji + (u’ - 3uv)k;
P(1,3,4).

19, xy° + 22 = 42; P(1,2,2).

1200 7 = x° + y°; P(4,2,9).

124, %% — 29° = 35°

— 4 =0; P(3,1,—1)
122, x° + y° + 2% = 469; M(3,4,12).

123« r(u,v) = 1 ucosv + j uginv + k av; u = U, s

v:voo
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2

2 2
124, =5 +i—z RN F P(X, Y 07, )
= c

125. Hatdrozzuk meg az
r(u,v) = (u + v + (u~-v)] + uv k

felilletnek az x + 2y + 2z = 32 gikkal parhuzamos érin-
téﬂikja’to

126. Mutassuk meg, hogy a xyz = 33 feliilet érintd-
sikjai a koordindtasikokkal £1landd térfogatd tetradde-
reket alkotnak.

127. Irjuk fel az xyz = 41 felillet X + y + 2= 3 = O
gikkal pdrhuzamos érint8sikjdnak az egyenletét.

128. Mutassuk meg, hogy az
2/3 2/3 Z2/3 c 2/3

b4 +y + a

felillet érintdsikjail 4ltal a koordinitatengelyekbsl ki-
metszett szakaszok négyzetdsgszege 41lands.

129. Bizonyitsuk be, hogy a

x+Jy + 2z =/a
egyenletu fellilet érintésikjai a koordindtatengelyek-
b6l dllandé Ssszegli darabokat vdgnak le.

130. Az x° + yn + 2% = gl egyenletii feliilet
P(xo,yo,zo) pontjdhoz tartozd érintésik messe a koor-
dindtatengelyoket rendre az A,B,C pontokban.
Blzonyitsuk be, hogy

b4 y Z
0 0 o _

DL tOB *oo <!
teljesiil, shol O a koordindtarendszer kezdSpontja.

1341. Bizonyitsuk be, hogy a csavarvonal érintd-
egyenegel dltal elddliitott vonalfeliilet normglisai a
z-tengellyel 411landd sgzbget zdrnak be.
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132, Bizonyitsuk be, hogy a z = tgxy és az
% — 3% = a feliiletek érintdsikjai a két felilet
metszésgvonaldnak pontjaiban merdlegesek egymisra.

Feliileti g0rbdék gorbiilete

Az r(u,v) kétparaméteres vektorfiiggvénnyel eld-
allitott feliilet normilmetszetéhesz Jutunk, ba az
g X Iy feltileti normdlisra és az % hdinyadossal
jellemzett gu& + gv? érintfirdnyra illeszkedd nor-
mdleikkal metsszilk a felliletet, A normdlmetszet
gorbilete

a4 =r

1 _ Lid° + 2Mb¥ + NEP
R =77 .z °

n  Ea + 2Fav + Gv

Ugyenerre az érintSirédnyra illeszkedd ferdemetszet
gorbiilete

1 1

Kq,' cosg < R_?

I

ahol ¢ a ferdemetszet sikjdnak a normélmetszet sik-
Jéval alkotott hajlédsszige. _

A képletekben szerepld Gauss-féle fSmennyiségek a
kovetkezdk:

2 2
E=‘Eu ’F—EuEV!G‘"‘?_v 4
I _ .0 T o 0
L=a Lau =u Iyv » ¥ =1 Lyv s
ahol
a® = Ty * Iy
= T = .
|Zu * Xy

433. Hatdrozzuk meg az

. v,
ul+e3_+(u—v)l_(_

r(u,v) = e

feliilet u = 0, v = O paraméterii pontjdban az & = 2
v

érintfirdnyra illeszked§, a normdlsikkal ¢ = 30°-o0s
gzbget alkotd sikban fekvs ferdemetszet girbiiletét.
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134, Adott a 2 2x2 + 4,5 yz felillet. Szdmitsuk
ki a koordinatarendszer kezdépontjdban az x tengely-
lyel 45 ~o8 8z0get bezdrd érintfirdnyd norudlmetszet
gorbilleti sugardt.

135. Adott az
r(u,v) = (08 + v¥ + (02 = v2)f 4 uv k

felileten a P(u = 1, v = 1) pont. Szdmiteuk ki a P
pontban az
4
=7
hinyadossal jellemzett érintSirdnyhoz tartozsd normil-
metszet gbrbiiletét.

4!:

136, Szdmitsuk ki az

r(u,v) = (u° = 2uv)i + (u3v® - v +
vt = 2v?
felillet u = 4, v = —1 pontjsban az 1(2,-14,2) érints-

vektord normilmetszet gbrbiletét.

137. Szamitsuk ki az

r(u,v) = i chu cosv + j shu sinv + k thuv

ll

felulet u=0,v § paraméteru pontjdan dthalads,
az 7 = 2 hényadossal és ¢ = 45%-08 sz0ggel jellem-

zett ferdemetszet gbrbiilletdt.

138. Szdmiteuk ki a z = 2xy feliilet P(2,4,4)
pontjdn dthalads, az % = 4 hdnyadosgsal és @ = 120°-

¥

os sz0ggel jellemzett ferdemetszet gbrbiiletét.

139. Szdmiteuk ki a gbmbfeliillet tetszSleges
pontjiban az 3 = A hdnyadossal jellemzett érintdi-

v

rinyl normilmetszetének és a P < 90%-0s szoggel
Jellemzett ferde metszetének gorbiiletét.
(Ldsd a 88, feladatot.)
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Fogorbiiletek, £8irdnyok

A felilet adott pontjdn dthalaedd norumdlmetszetek
gorbiileteinek ﬁ én §2 széledértékeit (ha léteznek) a
1

pontbeli figdrbilleteknek, azokat az érintdirdnyokat
pedig, aumelyekben ezek fellépnek, féirdnyoknak nevez-
zilk. Az % féirdnyok a

v

¥ i W
E F G]l=0
L M N

egyenletbSl hatdrozhatdk meg. A f6gtrbiiletek szorza-—
tdt és Gmazegét a

Rad JIN- W Haod o4 o EN- 2Rl
1 ﬁ2 EG —~ F 1 2 EG - P

képletekkel szdmithatjuk ki.

A felillet gombi pontjdn dthaladsd Gsszes normilmei-

gzet gorbiillete egyenld (és nem zérusg), ezért ﬁ a %2
: §

és minden irdny fdirdny. Az olyan pontot, amelyen &t-
haladd Ygszes normédlmetazet gbrbiilete zérus, plandria
pontnak nevezik.

140. Hatdrozzuk meg az
r(u,v) = (u + v}i + (u=v)j + uv k
egyenletl feliilet u = 4, v = {4 paraméterii pontjédban
a féirdnyokat és a fgbrbiileteket.
444, Hatdrozzuk meg az
r(u,v) = i ucosv + j uslnv + k u
kipfeliilet u = 1, v = % paraméterd pontjdban a £45i-

rényokat és a fégtrbilleteket.

142, Sziamitsuk ki a
2 = x3 - 33
feliilet P(2,-1,9) pontjdban az Osezeg~ ég szorzat-
gorbilletet.
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143. Mutassuk meg, hogy az
r{u,v) = i cosu + J v+ k sinu
hengerfeliilet tetszblegea pontjdban a féirdnyok
megegveznek a paramétervonalak érintdirdnydval.,
144. Mutassuk meg, hogy az
r{u,v) = (u2 + v2); +20vj + (u — vk

felillet u = ~1,v = ~1 paraméteri pontjdban a f§irsg-

nyok a2 paramétervonalak 8z0gfelezdi. Irjuk fel a fé=-
irianyokra illeszked3 noradlmetoszetek sikjainak (£6-

sikok )} egyenletét.

145. Mutassuk meg, hogy a
P
2 = o (X +¥)

egyenletii feliiletnek az A(0,0,1) pontja gtmbi pont.

146, Forgassuk meg az y = sinx gorbét az x ten-
gely kiril és keressilkk meg az igy elddlls feliilet

gombi pontjait.

147. Mutassuk mez, hogy az
r(1,v) = 1 u cosv + j u sinv + kv

csavarfeliilet tetszSleges pontjdban az Osgzeggorbii~
let zérus. Allapitsuk meg, hogy hogyan helyezkednek

el azok a pontok, amelyekben a gzorzatglrdbiilet 41~

landéo

148. Forgassuk meg az y = chx egyenletii ldnc-
gorbét az x tengely koriil és mutassuk meg, hogy
az igy keletkezd katenoid minden pontjdaban az Ssszeg-

gorbiilet zérus.



14S. Forgassuk meg 8z x = a s8inu, y = 0, z =

= a(ln tg % + cosu) egyenleirendszerii traktrixot a
z tengely koril és pzamitsuk ki az igy keletkezd

pazeudogzféra szorzatgtrbiiletét g feliilet tetgzdle-
ges pontjdban.
150. Keressilk meg a
2 2
= X -
=73 %?

hiperbolikus paraboloidnak azokat a pontjait, ame-
lyekben az Usszeggdrbiilet zérus.

Felilleti pontok sgzitdlyozdsa

A feliiletnek azt a pontjdt, ahol X>0, ellipti-
kus poninak, shol K <0, hiperbolikusg pontnak és ahol
K = 0, parabolikus pontnak nevezzilkk. K eldjele meg-
egyezik az LN — I° kifejesés eldjeldvel, a z = £(x,y)

fiiggvénnyel val3d megadds esetén pedig az
f 17 f it o 1% )2

S

kvadratikus forma eldjelével.

[151-153.] Hatdrozzuk meg az aldbbi feliiletek
negadott pontjdnak tipusdti:

it

154 r(u,v) (u2 + vz)i + avj + cogu cogv k,

eui + ev& + (u - vk,

1524 r(u,v)

O,V:"a

=
]

2
153. 7 = 4x°y — 2%y , P(4,0,0).

[154-162.] Allapitsuk meg, hogy milyen jellegi
pontjai vannak az aldbhi felidlleteknek:
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154« r(u,v) = i(a + bcosu kosv + j(a + bslnu)sinv +
+ k beinu, (a>b>0) tirusz.

155« r(u,v) = iu cosv + ju sinv + g(nZ + 4)
forgaeparaboloid.

156. r(u,v) = (2cosu + v)i + (2elnu + v)j + vk
hengerfeliilet,

157. r(u,v) = iu cosv + ju sinv + kv
cogavarfeliilet.

158. z = x° — y2 hiperbolikus parabaloid.

£5%., xyz = 1.
2 2
164. Z = ln(I2 + 3’2 )o

162, z = sin2 x2 + y2.

163, Hatdrozzuk meg az
r(u,v) = (u + v+ uvj + (u3 + ijg
feliilet parabolikus pontjainak mértani hélyét.

164. Hatdrozzuk meg az

r(u,v) = vi + u%j & (u + v

felillet parabolikus pontjainak mértani helyét.
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MEGOLDASOK

78. A sik tetszSleges pontjdnak helyvektora
E(u,v) = OA + u - AC + V . AB
alakban d11lithat$ el8. Az adatok behelyettesitésmével
r(u,v) = 2i + 3] + 5k + u(—=i — 3k} + v(21 + 2] = #k)
adjdik, rendezés utdn az
r(u,v) = (2 = u + 2v)i + (3= 2v)j + (5 — 3u— vk
egyenletet kapjuk.
79. A hengerfeliilet futd pontjanak helyvektora
r{u,v) = gi(u) + va alakban 4A1lithatd eld, ahol gq(u)
& vezérgorbe egyenlete (itt aszirold), & pedig az alko-

t9 irdnyvektora. Eszerint az adoit hengerfeliilet vektor-

egyenlete a kivetkezd:
3

ui + 4Bin3u§ + v(31i + 2] + 4k), vagyis
3 3

r(u,v} dcos

(4cos u + 2v)j + 4vke

3

r(u,v)

u+ 3v)i + (4sgin

Ha az x = 4cog”u + 3v,
¥y 4sin3u + 2v,

2 = 2V

"

egyenletrendszerbdl kikileztbsljilkk az u ég v paramétere-
xet, a feliilet (2x — 32272 + (2y = 22)2/3 = 4 alakd
implicit egyenletét kapjuk.
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80. Az adott hi-
perbola paramé-
teres vektor-

-2 €y =2 O=v =3

egyenlete
r,u) =1 chu +
+ ] shu.

A hengerfeliilet
vektoregyenlete

r{u,v) = 1 chu +
+ 4 sbhu + kv,

1lletve

12-32341

84. Az adott vezérgbrbe ellipszis. A keresett egyen-

letek
r(u,v}) = vi + 2cosu j + 3sinu k

%2:_‘_%%:1‘

82, Ha r(u) a vezérgdrbét leird fliggvény,c pedig a
egics helyvektora, akkor a kipfeliilet tetszbleges pont-
jéba mutats vektor

r(u,v) = ¢ + v(r{ud - CJe
Az adatok behelyettegitésével
r{uyv) = iv cosu + 4V sinu + k(1 - v)

adddik. 0 =v =1 értékeire a kipfeliiletnek az adott egy-
ségkdr €s a catics kizé esd darabjdt kapjuk.
Az implicit egyenlet X° 4 y° = (4 — z)°.

Kegjegyzés: A kipfeliilet vektoregyenlete az
r(u,v) = r{u) + v(¢ — r(u))

alakban is eld41lithats.
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83, * - rrAwedrra kr, amelynek paraméteres vek-
toregyenlete r(u) = 2cosui + (2 + 2ginu}j.
A keresett egyenletek

g(u,v) = (2 + 2v cosu — 2v}l + (5 + 2v ginu - 3v)j +
+ (3 - 3vk,
illetve
2 2 2
(3x=22) + Y(y—-2—-2) — 43 —2) = 0.
84, Az adott parabola elddllithatd pl. az
r(u) = ui - § + ok
vektoregyenlettel.
A kipfeliillet egyenletei
r{(u,v) = (2 + uv- v = {3 = 4v)j +
+ {(—4 + u2v + 4vik,
illetve
(2x =y -~ 4)2 +(3—3)2-(2+4"‘3—3)=0-
85, A vezérgbrbe kbrevolvens.
r(u,v) = 2v(ginu — u cosuli +

+ 8(v— 1) + 2v(cosu + u sinu X.

86. A vezérgbrbe a Viviani gorbe (1ldsd a 12. &brdt ).

< 2 . :
r(u,v)=31 Rvcosu+ j RV cosu sinu +

+ k R v sinu,

87. A merididn-
gorbe paramé-
teres vektor-

egyenleie

r(u) = {(a + bcosull +

+ basinu k.
Forgassuk a
kort a z ten-
gely koriil po-
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zitiv irdanyban ¢és valasszuk v paraméiternek a meridiin-
gorbe gikjinak az xz koordindtasiktsl vald elforduld-
pdnak gz0gét. Ekkor a keletkezd tdrugz vektoregyenlete

r{u,v) = i(a + beosu)cosv + j(a + bcosu)sinv +

+ kb ginu (O=u<2w, 0=v<2% ).

88. A megforgatott kGr vektoregyenlete
r(u} =1 R cosu + k R sinu.

Ha v a pozitiv irdnyban elforgatott kbr sikjdnak az xz
koordindtasikkal bezirt ezbge, akkor
r(u,v) =i R cosu + J R sinu ginv + k R sinu cosv
(O=u<2® , O=v<2T ).
A paraméterek kikilsztbSlésével a gomb ismert
2 2 2 2
X +¥ +2 =R

egyenletét kapjuk.

89. A merididngirbe az
r{u) = (3 + 2cosu)i + 2ginu d
egyenletii kor. A keletkezd tdrusz egyenlete
r(u,v’: = 1(3 + 2cosulcosv + J 2sinu + k(3 + Z2cosu)sinv
(O=u<2n, O=v<2w )},
illetve

(x° + ¥° + 25 = 13 + 36y° — 444 = 0,

90. Az adott egyenes paraméteres egyenletrendszere pl.

X = 0, y =3t + 2, zZ = 2t — 1
A forgatiseal keletkezd kipfelillet egyenlete
r v’ = i(2u~ 4)ginv + j(3u + 2) + k(2u - 1 xosv,

ah2l v a merididasiknak az yz koordindtasiktsl mért
elforduldsi sztge. Ennek a kupfeliiletnek az implicit

2

egyenlete o 2
+9Z"(2y'_’7) = O

9x
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94, Az adott paraboldts a
tengelye koril forgat-
juk meg, igy forgdsg-
paraboloid keletkezik,

q amelynek egyenlete

4 r(u,v) = iu cosv + ju sinv +
+ l_c(l.l2 + 13

ahol v az elforgatott

3 o= =2
1 0 xv =<2 merididngtrbe sikjdnak
az xz gikksl bezart
p ‘““‘“‘3r- gzbge. A feliilet impli-
2 21t egyenlete
18.

2 2
X +y =12z-—14,

amelyhez kizvetlenil is eljuthatunk. Legyen a forgispara-
boloid tetszdleges pontja P(X,Y,Z),amely az adott parabo-
la PI(O,y,z) pontjdnak a 2z tengely kOrili elforgatisival
keletkezik. i koordindtdk kozott a kovetkezs Gaszefiiggd-

sek irhatdk fel: 2 . Y2 _ y2 7 =
=4 ] — L4

[fivel z = y2 + 4 teljesiill, ezért a feliilet futd pontja.
nak koordinitdi az X° + ¥ 2z - 1 egyenletet elégitik
ki, amely €éppen a feliilet fent felirt egyenlete.

92, A merididngdrbe kor, a keletkezd tdrusz egyen-

lete
r(u,v) = i(5> + 2cosu)ecosv + 4(4 + 28inu) + k(3 +

+ 2co3u lsinv.,

93. A meridiingtdrbe asztroid, a feliilet egyenlete

r(u,v) =1 ScosSu cogv + i Secosou sinv + k5 sinBu,

illetve 4/3 2/
X2 32 Z 3 _
[(g) + (5) J + (g} = 1

94. Legyen a merididngtrbe az xz koordindtagik-

ban
r(u) = ia chu + kc shu

¢ a forgdstengely a z tengely.
A keletkezd feliilet egykdpenyi forgdshiperboloid.
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r(u,v) = ia chu cosv +

+ Ja chu sinv + k¢ ghu,

2 2

zZ
+.}_2._—.2.=1‘

a c

rd

—2=n=2
O0=v=21

95. Legyen a merididn-
gbrbe az xz koordinita-
glkban r(u) = ia shu +
+ k¢ chu és a forgds-
tengely a z tengely.

A keletkezd feliilet
kétkopenyll forgds-
hiperbolold.

r(u,v) = ia shu cosv +

+ Jja shu sinv + ke chu,

2 2 2

2z X
= Sy - 1? = 4,
c a a

-2 =u=2,4
O=v=2nu



96. x{u,v) = i sinu cosv + Ju + k sinu sinv.

97« A merididngdrbe kardioid (lded a 6. 4brdt).
r(u,v) = (2cosu — cos 2u)i + (2sinu — gin 2u)coav d+

+ (2einu -~ gin 2u)sinv k.

98. A feliilet futd pontjdnak helyvektora

r(u,v) = r(u) + v- x(u)e

1}

Igy
r(u,v) = (u + vii + (u2 + 2uv)] + (u3 + 3u2v)§.
99 r(u,v) = R(coszu — v gin 2u}i + R(silnu cosu +

+ v cos 2u)] + R(sinu + v cosu Jk.

100+ xr(u,v) ={a cosu + vb ginu )i +
+ (& sinu - vb cogu)j + (bu +
+ avike

Megvizagiljuk, hogy telje-
giill-e agz

£l1 =0
feltétel, shol

r(u) = ia cosu + ja sinu +
+ kbu,

i(u) = ib sinu — jb cosu +
+ kKae

Mivel rll = b> + a’b £ 0,
ha b # 0, a feliilet nem
lefejthetd.

AD = O esetben a csavarvo-
nal korré fajul el, a szs-

banforgd felillet hengerfe-
liillet, amely lefejthetd.

O=u=2, 57
—-f =y =4
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101. A paramétervo-
nalsk egyenesek,
a feliilet hiper-
bolikus parabo-
loid (nyeregfe-
liilet )

Z=mo

_3£u<3

—3=v=3

102, A felillet mdgodrendil
kdp
2 2 2
X + ¥ =35,

& paramétervonalak k-
rdk, illetve egyenesek.

O=u=2n

-3=v=3

403. A fellilet zdrt, laposmenetl csavar®elilet,



a paramétervonalak csga-
varvoanalak, illetve

r4

4 egyenesek.

O=u=21 + u/3
0=v=4,54

104. A felillet ferde kdrhenger, melynek alkotdi-
ranya a(1,1,4). A paramétervonalak egyeneaek, illetve
ktrok.

£05. A feliilet egykdpenyli hiperboloid,

A paramétervonalak hiperbolak, illetve ellipszieek.

106, A feliilet forgdsparaboloid,

2 2
Z =X +3 o

A paramétervonalak parsboldk, illetve korok.

107. Az r{u) gbrbe érintdi 41tal alkotott fellilet
az .

r(u,v) = r(u) + ve(u)
vektorfilggvénnyel d1llithat3 eld, amelyre nyilvanvald-
an teljesiil, hogy rll = O, ahol 1l(u) = r(u).

108. Egy alkot$ kiilonbdzd pontjaihoz tartozd
érintSgikok akkor esnek egybe, ha a feliileti normdli-
gok pdrhuzamosak az alkoté mentén. Felirjuk, hogy az
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r(u,v) = r(u) + vi(a)

vektoregyenlettel elddllitott vonalfeliletnek az
u=u,v=0¢E u-= Ugs ¥V = v, paraméteri pontjai-

ban kiszdmitott feliileti normglisai pirhuzamosak.
g=r xr,=(x(u)+vi(u)) x I(u)
2(u,,0) = ru ) x 1(u )
g(uo,v) = g(uo) X 1(uo) + vé(uo) X ;(uo).

Ez a két vektor akkor pdrhuzamos, ha vektoriflis szor-

zatuk zérus (az u_ paraciter kiirdsit elhagyjuk):

0
( x1)x(f=xl+vlxl)=vi(iil)=o,

ani pedig pontosan akkor teljesiil, hs éil = 0, vagyls

a feliilet lefejthetd.

1. Kegjegyzés: A vonalfeliilet lefejthetdsége defini-
alhat$ a feladatban megfogalmazott fel-
tétellel,

2. Megjegyzés: A vonalfeliilet pontosan akkor lefejthe-
16, ba bdrmely pontjiban a szorzatgir-
biillet zérus.

Ezért hasznilatos a kdvetkezd definicis:
Az olyan felileteket, amelyeken minde-
niitt X = 0, lefejthetd feliiletnek ne-

vezziik,

109. A vonalfeliiletet el6411it3 r(u,v) = r(u) +
+ vl(u) fiiggvényben az elsd paraméter legyen a vezdér-
gorbe természetes paramétere (u = g) és 1(u) az alko-
t5irdnyd egységvektor. A lefeithetdsdg feltétele
Q';‘; = 0, vagyis a hdrom vektor lineidrisan filggs az
8 tetszlleges értékére, azaz

(%) a(s)r (8) +p(sll (8) + y(8)ls) = O.
A tovébbiakban felhaszniljuk, hogy 1%(s) = 1 derivi-

1

ldsfval 1 - 1 = 0, vagyis 1 L 1 adsdik.

.._
~
e



1. epet Legyen a(s) & O.

A (%) egyenletet skaldrisan megazorozzuk
1(s)-gel, igy a X(B)Ez(s) =0 ﬁss?efﬁggést kapjuk,
swely szerint y(s) = 0. (®)~b31 1 (8) = O adddik,
vagyis 1l(s) d11landd, a vonalfeliilet tehdt henger.

2. esget Legyen a(s) # O.
Eikor (#)-bél r (s) kifejezhets:
r'(s) = A8 (s) + pla)ils),

aol A(e) =— M2 45 u(e) =-LH.

Atrendezésasel
3 -]
r(s)=— a(s)l (8) = pu(8)1(8).
Vonjuk ki mwindkét oldalbél a X (s)L(s) szorzatot,
igy 4 !
(s} — A(8)k(8)) = (p(s) = A(s))l(s)
irhatd. Most két eset lehetséges: vagy u(e) - Jf(s) = 0
és ekkor r(s) — A(8)l{s) = ¢ 41landd. A vonalfeliilet
egyenletét r(g,v) = x(a) + vl(g) = ¢ + (v + a(g))1la)
alakba irva kupfeliiletet kaptunk.
Ha ufe)— A(8) # 0, akkor a #=(x(s) — A(8)L(8))

vektor és az 1(e) vektor pdrhuzamosak. Ebben az esel-
ben a lefejthetld vonalfelillet egyenlete r(s,v) = §§(s) +
+3(8,v)Xa¥(s)) alakban irhats, tehdt a vonalfeliilet

az 2;;(5) = x(8) — (s )i(s) gbrbe érintiegyeneselibll

4116 feliilet.

Az gx(s) gorbét a felillet oromvonaldnak vagy gerinc-
vonalanak nevezlk.
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110. Az adott ponton dthalad$ paramétervonalak
vektoregyenletel:

g(u,%) = ul + %(4 + ulj +-%;ﬁ1 + u) (egyenes)
és  r(1,v) =i + } 2cosv + k 2ginv (kdr).

A paramétervonalak érintdvektorai az

r, =1+ jcosv +ksginv és az
r, ==i(1 + wsinv + k(41 + ulcosv
derivdlt vektorok. Az adott pontban
13

Iy = (bseg=)y 2o = (0,~3,1)

és mivel Ly = 0, az dltaluk bezdrt gzdg 90°,

114. ¢ = 90°,

142. El6gz8r meghatdrozzuk az adott ponthoz tar-
tozd paraméterértékeket. A

20 = v =2 3
u +v =5
egyenletrendszer megolddsai (u = 2, v = 1) és

(a = %, V o= - %%), ezek kozil azonban csak az elsd

elégiti ki az u3 - v3 = 7 egyenletet,

Az Iyt Iy derivilt vektorokat tehdt az u = 2, v = 1
paraméterii helyen szdmitjuk ki: r, = (2,4,12), r, =
= (~1,2,~3). Az u-paramétervonal érintSegyenesdnek
egyenletrendaszere

XxX—= 3= E 2 . 2 g 1 s @& V-para-

¥-5 _ 1
m—s =

&

.

wétervonalé pedig 3 — x

W B

t13. A feliilet adott pontjdnak helyvektora
r(4,2) = =31 + 4j + S5k
r, = 2ui + 2v] + 2uk,

(A 25, dbrdn a feliillet egy darabja az xy-sikra =293
nexrdleges vetiilletével egyiitt lithats. )
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-2,25=u=2,25

r, = —2vl + 2uj + 2vk,

- =yv=2,2
r (1,2) = (2,4,2) 2,252V «2,25

Ev(dyz) (‘"4,294)0

A feliileti normilis @ = r X r, = 121 - 16 + 20k«

A normdlis egyenes egyenletrendszerét az %g iriny-

vektorral irjuk fel:

X +3 _ 4—-3 _2%2=23
3 T 4 5

114. Az adott paraméterértékekhesz tartozd felli-
leti pont P(=7,4,—3). Az érintdsik normdlvektora

m=zI XIr, feliileti normélis.

it

%1 + Vo3 + (2uv = 4k,

r, —4vi + 2uvj + uzg.
Az adott pontban

Eu(ﬁ,—2) = (3,4,-5)s

£ (4,-2) = (8,=4,4)

m = —161 — 43] — 44k.
no drintdsik egyenlete tehdt

6(x + 7) + 43(y — 41 + 44(z + 3) = 0,

145, 2% +y + 2 — 2 = Jo



146, 3x — 32y + 128z + 46 = O,

147. HNines
érin-
t3gik.
(26.4bra )

—-2,25*10=2,25

—2,25 v =2,25
26.

t 2 1
9. Fp =y, Fy = 2xy,
1

{
A
-

Az adott pontban F; =

[ ] 1 . .
F, =4, F, = 12. Az érin-

t68ik egyenlete:
X +y¥ +32 -9 =0,

z 420, 3x + 12y — 2 — 48 = O.
(27.4bra)

5 2 =x=2

- =y =2



422. 31{ + 4}’ + 127 — 469 = O,

i - — v =
123. xa ginv ya coav_ + zu au v O.

124. XX ¥ ¥ Z Z

+ +°=4.
a2 e T TZ

124.

..2'5.-51;52’5

28.

A fellileti normilis r, x ro=(u+ vy + (v—-u)f-

— 2k csak ugy lehet pdrhuzamos az adott sik normil-
vektordval, ha annak (-4 )-gzerese. Ez az u = 2"-, v =

= - % paraméterii P(—1,2,— -g) pontban teljesiil,

- 177 -



A keresett érintfsik egyenlete tehsit

2X + 4y + 4z -~ 3 = 0.

alak~

EI7,

126, Irjuk = feliilet egyenletét z =
: ' a> < ' a’
ban. Mlvel zx(xo,yo) = = —— &g Zy(xo’yo) = = —,
X ¥ x ¥y
3 oY o [o s
a P(x_,y_,—=—) ponton &thalads érintSaik egyenlete
0’Vo'X ¥,

—gi(x ) -—-233 (Y )+ (2 -2 g

- + -y -+ - = .
o o}

xOyﬁ xOYO xOyO

Az érintdgik egyenletdL az

X + X +XO§EZ=‘1
3x0 330 3a
alakra rendezve kSnnyen megdllapithatjuk, hogy az a
koordindtatengelyekbsl 3x0, Byo, T3, hosgzisdgli
darabokat vdg le. A keresett tetradder térfogata te~

hat

27.

X +¥y¥+2-—3=0,
(A feliiletet ld4sd a 29. ibrdn. )
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12B. A feliilet P(xo,yo,zo) pontjdhoz tartozsd

érintdsikjdnak egyenlete:

2/
Vx, /3, YEN
A tengelymetazetek rendre
2/ 2/ 2/
3\/]{—0_& 3’ 3‘/y—0.a 3 éS 3‘/_3—;‘8 3

hogszlisigd szakaszok, amelyeknek négyzetdsszege
valdban d4llandd (32).

129, A feliilet P(xo,yo,zo) pontjdhoz tartozé
érinidsikjdnak egyenlete

X + 3 + 2 = Jg .
x, Vv, =z,
A tengelymetszetek rendre Jxoa s Jyoa ’ Jzoa,

amelyeknek Ugszece JE(JE; + J?; + JE;) = a, vald-
ban d4llandé.

130. 4 felilet P(xo,yo,zo) pontjdhoz tartozd
érintdgikjdnak egyenlete:

n—1 n—4 n—-9 n

X, X+ ¥, ¥ 4z, z=al.
an an an
Az QA = =T 0B = T 0C = =T tengelymet~
x N, 2z
Q 0 o

szetek Osszege 1, vagyls ez d4llitds igaz.

134 A feliiletet e€18411it5 kétparaméteres vek-
torfiigegvény
r(u,v) = a(cosu - v sinu)i + a(sinu + v cosu)j +
+ b(u + v)k.
A felilletl normdlis

I, ¥ I, = (—abv ginu, abv cosu, —a2v).
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Ha v = 0, akkor I, X Iy = 2.
Ha v # 0, akkor r, *xr, il a
(=b sinu, b cosgu, —a) vek-
torral, amelynek a k egy-
ségvektorral bezdrt gzdgd-
re

cogq = . B

b2 + a2

a feliileti pont megvilasz-

tdsdat ol fiiggetlen érték.

132.A 2z = tgxy feliilet normdlisa
(~=% =— , ). Az

L

coszxy cos Xy
x2 - yz = 32 feliilet kétpara-
métereg vektoregyenlete
r(u,v) = ia chu + ja shu + kv,
a feliileti normdlisa tehdt
n,(a chu, —a shu, 0). Szdmit-
suk ki az n,. n, skaldrszor-
T zatot a két feliillet kozbs
pontjaiban, vagyis az
X = a chu, y = 8 shu helyen:

By - 0 = 0.

_%suﬁ‘]{

—2ay=2

30.

433. A derivdltvektorok az adott helyen a kiovet-

Eu(430’1), -F_V(O:“!""l)y

40,0}, r ,(0,0,0}, EW(O,*i,O),

A Ay
, -
B3 A0S



A Ganss-féle fémennyiségek a kovetkezlk:

E=2, Fe-l, G=2, L=—- M=0, N=-—
/3 /3

4 vidlasztdsgsal

e
o}
=]
O
B3
f=3}
]
ro
<
il

i__1
’HTP‘ 3
adsdik.
134. Az x = u, ¥y = v paranéterezésgel a felii-

let vektoregyenlete r(u,v) = ui + vj + (2u2 + 4,5v2)§,

1 2
— =1, R = .
v 13

2

49 /5

i136. A normdlmetszet érintdvektoridt felirjuk az
adott pontban kiszdmitott Ty én r, vektorok lineiris
combindcidjaként. Mivel gu(4,2,4) ég gv(—ﬁ,—5,4), az
elsd két koordindta felhagazngldgaval

*

135. ¢ =

wn

.=2 -
Eo=2r, + 3z,

Egzerint u = 2, v = 3 é8 az I vektor harmadik koor-

dindtaja 20.

0l , = =2 4y
- Jiod /101 Jiod
E:36, F:-—2, G=45’ L_—:-—_ﬁ;@__’ ]‘,,‘{=.__4_9__’
701 101
N = _ 32 i _:Laiig_
- , 4. .
707’ R 525 /404
137, § = - SE .
(5 + 7 W4 + Wz
138. E=2, F =, G=~2—, L = -4, M='$z’

-9

1 1
H="‘?4" F——STO
139, A gimbfeliilet vektoregyenlete
r(u,v}) =1 Rcosu + J R sinu sinv + k R sinu cosv,

ahol R a gbmb sugara.
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140. A derivdltvektorok az ado:t pontban
Eu(4,4,4), Ev(‘!,-'l,i), ,r_uu(olofo)! Euv(O:OQ")’
(050,00 wo(L, 0, - L,

2 2

u

A3 1 3 |=0 egyenletbél z = 21, vagyis
o -4+ o
J2
é{ =r, tI, = (2,0,2) és 2‘_2 =L," Iy = (0,2,0).
Mivel igul = £vl , a £8irdnyok éppen a paraméter-

vonalak szdgfelezdi.

I, B 1 __4
B Tar’ RTop
1414, ¥ -0 @

A |2 0 1] = 0 egyenletbdl 2uv = 0,
0 0 1
tehdt a fSirdnyok a kitvetkezdk:

&1 = 0, iq = 4 esetén éq = Is

ﬁ2 = 1, %2 = 0 esetén I, = Lo

Ez azt jelentl, hogy a féirdnyok a paramétervonalak
érintél, a paramétervonalak adott pontbeli gtrbiile~
tel pedig a f8gbrbilletek.

Megjegyzés: A paramétervonalak akkor és csak akkor
fégorblileti vonalak, ha a feliilet minden pontjdban
F=04¢&E M= 0 411 fenn (aml itt teljesiil ).

— - A4 , éL = 0 az adott ponton 4thaladd parallel-

By vz T R
kdr és alkotjegyenes gdrbiilete.

142, H = 32 , g -218_,
7/158 5929



143, A feliilet tetszélegeg pontjaban E = 14,
F=0,G6=1, L=4, M=0, N = 0.
Vagy a 141, feladat megolddsandl kimondott tételre
hivatkozunk, amely szerint F = 0, M = 0 miatt{ a fel~-
adat d11itdsa 1gaz, vagy felirjuk a fSirdnyok megha~
tarozdsdra gzolgald egyenletet:

¥ —av @
1 0 4 | =0, ahonnan uv = 0 adddik.
1 c 0
Tehdt I, = I, I, = I, Vvagyis az 41litds igaz.

144, Az adott pontban guO-Z,—Z,ﬁ), gv{~2,~2,—1)

. ou .
ésg T = +4. Mivel |§u| = |£vl , Az
Ly = I, + I, = (—4,~4,0) és az
22 =z, =&, = (0,0,2) vektorok az r, és r

gzdgének, illetve mellékszigének szbgfelezdi.

Az r, és az uw vektorokra illeszked$ f8sik r,lzr, és
wlr, miatt meréleges az I, vektorra, tovdbbd &dtha-
lad a feliillet r(—1,—~1) = 2i + 2j helyvektori pontjdn.
Az egyenlete tehdt z = 0. A mdgik fdsik normalvektora

pedig az éq' az egyenlete X + ¥ = 4.

145. A Gaugs-féle £6-=
mennyigégek az adoit pont-
ban E =4, F =0, G = 1,
L ==2, M=0, N =-2. A
féirdnyok meghatdrozdsara

szolgdlsd
V2 i b°
1 0 11 =0
-2 0 =2

egyenlet 0 és v értékétsl
fliggetlen 0 = O azonossag,
vagyis az adott pontban
minden irdny féirdny, és

mivel T‘i‘; - = = 4>0, az adott pont gbubi pont.
2
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146. Az u = x paraméterezéssel a merididngdrbe
egyenlete r(u) = ui’+ slnuj, a forgdsfeliilet vektor-
egyenlete pedig r(u,v} = ul + einu cogv j + sinu sinv k
alakban irhats. A feliilet tetszéleges pontjaban E = 1 +
+ cosu, F=0, @ = ginu, L = —S500 ___y _ 0,

/ 2
1 + cos 1

¢ Q—— 31 S| féirdnyok meghatirozdedra gzolgils

V1 o+ cos2u

egyenlet szerint uv - sinu -20052u = 0, Minden irany
akkor féirany, ha u = % ? K (ezek a gtmbi pontok) és

o= ¥ xr ,» amelyek viszont planiris pontok.

Pehdt a felillet gombi vontjai az x =% % kx (k = 0,1,2,...)

pontok megforgatisaval keletkeznek.

2

147. £ = 0, K = = ——2——, az 41land$ szor-
2 2
(a~ + u)

zatgorbilletli pontok csavarvonalon helyezkednek el.
148B. Az r(u,v) = ul + chu cosv j + chu sinv k

forgasfeliilet ponijiban

E =chu, F=0, G=chu,
I = — ___iﬁﬂi_._, li=0, N-= -——Jﬂﬂi-——, H = 0.

143. r(u,v) = ia sinu cosv + ja sinu sinv +

+ ka(lntg % + cosu)e K = — j% .

150. Ha az x és y vdltozdkat vdlaszijuk paramé-
ternek, a feliilet vektoregyenlete:

2 z2
£(x,¥) = xi + y§ + (F - ¥ k.
Iivel E = 4 + x2, F = z%, G =14 4+ %7 ’
F— =0, W= I, at =0
L, X L )7 3], X |

2 2
feltételbdl %— - %; = 4 adddik. A keresett pontok
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tehdt e hiperbola felett helyezkednek el, amely
pontok a feliilletnek a z = 4 gsikkal alkotott met-
gzéspontjai.

151. A Gaugs-féle mdsodrendil flmennyisdgek
helyett elegendsd az ’Eu b's £v" L=D-1L,

|£u X Ev] M = DM ég IEu b'd £v| N = DN mennyisgégelket
kigzdmitani. Mivel

D2(IN = if) = 72> 0,

az adott pont elliptikus.
152, Hiperbolikus.
153. Hiperbolikus.

154+ A térusz tetszlleges pontjdban L = b,
M=0, ¥ =(a+ b cosu)osu. LN — M? = b(a + b cosu)cosu.
Az a>b kikétés miatt a + b cosu >0, tehdt N — I° eld-
Jele cosu elGjelével egyezik meg. Ezek gzerint ha

u = ¥ %, a felileti pontok parabolikusak, ha —'%'<u‘:%

(killed térusz), akkor elliptikusak és ha %~<u<:%§ (bel-

g6 tdrusz ), akkor hiperbolikusak.
155. ljinden pont elliptikug,.
156, Hinden pont parabolikug.
157. ilinden pont hiperbslikusg.

158. ilinden pont hiberbolikus.

" n " 2

= =3 <
159. zm_tz.W ey = ;Z;E:'o’ ezért minden pont

elliptikus.
2
—X

160, A feliilet a z = ¢ gorbe z tengely korili

forgatdsival 411 eld.

, N 2
z;_xz;y - z:q,z = (X 4y )[(—2 F 4x° =2 + 43°) -

- 16x2:;2] = e~2(x2+¥2 )[4 - 8x° — 832]

AV

0,

-~ I{5 -



ha X + ¥ % o

VA

A feliilet elliptikus pontjai az origs kizéppontu,

:%: surgari kértartomdny belseje felett, a paraboli-
2

kus pontok a kbrvonal felett, a hiperbolikus pontok
pedig a kUron kiviili sikrész felett helyezkednek el.

164. Minden pont hiperbolikus.

2 2 22
162, 1, (2k e < 2% 4 % < Ltf‘— (k = 4,2,044),

akkor a pont hiperbslikus.

22 k24P
Ha x7 + 3y = Tl akkor a pont parabolikus.

22 3 22
Ha & J‘ - x4 32-< (25 *QEJ L. , akkor a pont ellip-
tikus.

163. DO(LN — ¥°) = =9(u — v )°

A feliilet pontja tehdt az u = v feltédtel mellett pa-~
rabolikus, ezek az r(u) = 2ui + uzj + 2u3§ felileti
gorbe pontjai.

164, D = J4u2 + 9v2(1 + 4u2), ezért az u = 0,
v = 0 paraméteri pontot ki kell zirni.

DL = 6v°, M =0, DN = 12uv
D2(IN - 12 ) = 72uv3.

A Tellilet parabolikus pontjai tehdt az u =0, v # 0
és a v = 0, u f O paramétervonalak pontjai.
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