ELLIPSZIS, HIPERBOLA,
ES PARABOLA



1. Az ellipszis

Adottak a sikon az F', €s az F', pontok (foku-
szok) valamint a 2a tavolsag ugy, hogy 2c¢=
= |F\F,| < 2a teljestljon. Ellipszisnek ne-
vezziik a sik azon P pontjainak halmazat,
amelyekre fennall a |PF|| + |PF,| = 2a
CegyenlOség (av, = PF, ésv,=PF, szakaszok
a Ppontvezérsugarai).
Szimmetriak: az F F, egyenesre (a nagy-
tengely egyenesere) €s az F|F), szakasz fele-
z0 merdlegesére (a kistengely egyenesére)
vonatkozo tengelyes szimmetridk, ¢s e két
b’+c=d egyenes O metszéspontjara (a kozéppontra)
vonatkozo6 centralis szimmetria.
A szimmetriatengelyekre illeszkedd pontok a C, és C, csucspontok vagy
nagytengely végpontok (|OC,|=|0C,|=a), tovabba a B, ¢s B, kistengely vég-
pontok (|OB,|=|0B,|=b, |FB|=|F,B|=a, i=1,2). Atengelyvégpontokhoz
tartozo €rintd merdleges a tengely egyenesére.
Allitds: Az ellipszis egy P pontjahoz tartozé érintdje felezi a ponthoz tartozo v, és
v, vezérsugarak kiilsd szogét.




Ellipszispontok és érintok szerkesz%ése

Legyenek adottak az ellipszis F, €s F, fokuszai, valaminta 2a> |F | F),| tavolsag.

e Az F|F, egyenesen O-t0l a tavolsagra kijeloljiik a C, €s C, csuicspontokat.

e Az F|F, szakasz felez0 merdlegesén a fokuszoktol a tavolsagra adddnak a kis-
tengely B, €s B, végpontjai.

e Ha a 2a hosszusagi C,C, szakaszt egy F, és O koz¢é esd N' ponttal két részre

osztjuk, akkor a 1étrejov0, rendre v, és v, hosszisagu N C, és N C, szakaszok
(v, +v,=2a miatt) egy, az ellipszisre illeszkedd (megfeleld) N pont vezeérsugarai.

e N -hez hasonldan tovabbi osztopontok is felvehetdk F-t61 O felé haladva no-
vekvo kozokkel. Mindegyikhez megszerkeszthetjiik a megfeleld ellipszispon-
tokat, amelyek a szimmetridk miatt négyesével adodnak. A szimmetridkat az
érintok szerkesztése soran is kihasznalhatjuk.



Az ellipszis egyenlete
|IC,C)|=2a; |[F\F)|=2c; b"=a ¢

F.(=¢ 0); FJ(c 0); P(x,y)
IFP| = N(x+c)+y
F,P| =\N(x—c) +)
FP+F,P=2a
Vx+e)Y +y +Vx—c¢) +)y =2a

Vx+e)y+y =2a—N(x—c)+)
(" +2xc+ ) +y =4d’ —4a(x —c) +y + (X = 2xc + ) +y

2

aNx—c)Y +y =a —xc
az(xz — 2xc + Cz) + a2y2 f— a4 _ zazxc + xzcz

(@ - +ay' =a(a —c)

xz ? (x . u)2 ()} B V)z
— t Zyzz 1, illetve K(u, v) kozépponttal: ~ + = 1
a




Az ellipszograf elve, papircsik szerkesztés

Az a+ b hosszisagu KL egyenes szakasz igy mozog a
koordinatarendszerben, hogy mozgdsa kdzben K ¢€s L
végpontjai rendre az x ill. y tengelyen maradnak. Vizs-
galjuk, milyen palyan mozog ekozben a szakaszt a €s b
hosszusagu darabokra 0szt6 P pont.

Amegjelolt hasonl6 derékszogl haromszogekbol:

2 2 2 2
O T C X % = % , majd négyzetre emelve: %—F % =1
Lathatjuk tehat, hogy a P pont egy origd kozeépponta a, b féltengelyt ellipszis
palyan mozog (a = |OC|, b =|0B)|). Ez az ellipszogrdf elve (ill. az in. papircsik
szerkesztés).
Feladat: Adott egy ellipszis C,C, nagytengelye és azon kiviil egy P pontja. Allit-

suk el6 a B, B, kistengelyt.

Megoldas a papircsik szerkesztés megforditasa alapjan: B,B, egyenese a C,C,
szakasz felez0 merdlegese. P koré korivet rajzolunk a=|C,C,|/2 sugarral. Ez a
kor a B,B, egyenesbdl (P oldalan) kimetszi a K pontot, a KP egyenes pedig C,C.-
bdl az L pontot. A fél kistengely hossza a PL tavolsag: b=|B,B,|/2=PL. Eztkell
felmérni a kozépponttol (a tengelyek metszéspontjatol) B, és B, kijelolésehez.



A kor affin képe ellipszis

P(x, y)

(x'—u) + (/A — vy =, amibélaz ~———=

Adott a f tengelyli A arany merdleges affinitas,
¢s a K kozéppontu r sugart kor. Keressiik a kor
képét.

Koordinatarendszert rogzitiink a sikon tigy, hogy
annak x tengelye egybeessen z-vel. Tekintjiik a
kor egy P pontjat. Ennek koordinataira az alabbi
egyenlet teljesiil:

—u)y+(@-v)y=r
Az affinitas definicioja szerint |P'T| =
P’ koordinatai az x'=x ¢és y'= Ay kifejeze-
sekkel adoédnak. Forditva, P koordinatai is ki-
fejezhetok P'-ébol: x =x", y=y"A. Eztakor
egyenletébe helyettesitve:

(x—u) O'=Ay) kv)

r (A’

egyenlet adodik. Ez pedig a K' kozépponta (u'=u, v'= Av) ellipszis egyenlete,
amelynek x-szel parhuzamos féltengelye (JA| <1 esetén f€l nagytengelye) a =1,
mig y tengellyel parhuzamos féltengelye (fél kistengelye) b=|A|r.



Konjugalt atméropar
Az ellipszis (spec. a kor) két atmérdjét konjugalt
atmérdoparnak nevezzik, ha az egyik atmérd veg-
pontjaihoz tartozo érintok parhuzamosak a masik
atmérovel, és a masodik atmérd végpontjaihoz tar-
tozo €rintOk parhuzamosak az els6 atmérdvel.
A kor konjugalt atmerdparjai a merdleges atméro-
parok.
A parhuzamossagtartas miatt a kor (vagy egy ellip-
szis) konjugalt atmérdparjanak affin képe a kép-
ellipszis egy konjugalt atmérdparja.
Rytz-szerkesztés. Adott egy ellipszis X X,, Y,Y,
konjugalt atmerdparja. Keressiik a C,C,, B,B, ten-
gelyeit. Az OX, atmérdt O koriil 90°-kal elforgatva
OX, adodik. Az XY, szakasz F felezdpontja koriil
O-n 4thaladé kort rajzolunk, amely az X,Y, egye-
nest az U ¢és V pontokban metszi (U az X X,, V.Y,
atmerok hegyesszogll tartomanyaba esik). Ekkor
OU anagytengely egyenese, ¢s a=|0C,|=|VY,|; a
kistengely egyenese pedig OV, ¢s b = |OB,| =
=|UY)|.



Kétkoros szerkesztés

Ha adottak az ellipszis tengelyei, megrajzoljuk a
fokort — a nagytengely Thalész-korét (sugara a)
— ¢s a mellékkort — a kistengely Thalész-koret
(sugara b). P a fOkor egy tetszOleges pontja. Az
OP sugar P-ban metszi a mellékkort. P-ben
merdlegest allitunk az OC nagytengelyre, P-ban
pedig az OB kistengelyre. Ekkor e két egyenes P’
metszéspontja illeszkedik az ellipszisre.

Ugyanis OT és PP' az OPT szdg szarainak par-
huzamos szeldi, igy |P'T|/ |PT| = |[PO|/ |PO| =
=b/a=\ allando, vagyis P'a Ppont OC tengely-
re vonatkozo A aranyu affin képe.

A fokor tovabbi pontjaibol kiindulva tetszOle-
gesen sok ellipszispont megszerkesztheto.

Célszerli a fokor egymasra merdleges (konju-
galt) OP ¢és OQ atmérdparjaibol kiindulni. Ekkor
a kapott atmérdk konjugaltsagabol egyszeriien
adodnak az érintok 1s.



2. A hiperbola

| 2a<|FF); {P:||PF| ~|PF) = 2a}.
F,, F,: fokuszok, |F\F,|=2c fokusztav.;
C,, C,: csucsok, |C,C,| = 2a valos tengely;
B,, B,: képzetes tengely, |B,B,| = 2b;
C,C,, BB, szimmetriatengelyek;
o X.0 szimmetriacentrum, kozéppont.
F, v =PF, ésv,= PF, szakaszok P vezérsu-
garai. P-ben az érint0 beliilrdl felezi v, és
v, sz0get. Az a,, a, aszimptotaknak a
csucsérintokkel alkotott metszéspontja 1l-
5 leszkedik az F'\F’, szakasz Thalész-korére.
a+b=c
(x'/a)—('/b)=1 agorbe,
y == bx/a az aszimptotak egyenlete.
Hiperbola pontok szerkesztéséhez a valds tengelyen a fokusztol kifelé haladva
novekvd kozokkel vesziink fol osztopontokat (7, 2, ...). Az ezekhez tartozo

gorbepontok vezérsugarainak hossza az osztopont €s a csucspontok tavolsaga.
P¢ldaul v, = IC, és v, = 1C,; a gorbe megfeleld pontjai négyesével adddnak.




Y 3. A parabola
{P:|PF| =|Pd|}. F afokusz, d a direk-

trix, |Fd|=|FD|=p aparaméter.
/ A C csucspont felezi az FD szakaszt;
FD egyenes a szimmetriatengely,
a d-re merOleges egyenesek az atmérok.
P-ben az érintd felezi a v = FP vezérsu-

7 gar ¢s a direktrixre bocsatott P7 merdle-
ges szOget.

X

DJ 7 y=x"/2p

T

Parabola pontok szerkesztéséhez a tengelyen a csticsponttol indulva a tengely
iranyaban haladva novekvd kozokkel vesziink fol osztopontokat (7, 2, ...). Az
ezekhez tartozo gorbepontok vezérsugarainak hossza D €s az osztopont tavolsa-
galesz (pl. v = D2). F koriil ezzel a sugarral korivezve metszhetjiik ki az 0szt6-
ponton athalado6 d-vel parhuzamos szel6 egyenesébdl a gorbe megfeleld pontjait.
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