A FELADATOK MEGOLDASAT

[[=2
-
[I=4
to
-
fie

]
.

2o ¥q =8 + b, ¥, =—(a+Db)
X3=§+E+E'E4=—(]-J+E)’
¥; =& + b~-c.

3. I, megolddg: Az OA—- 0B és OD-— OC a paralelogran—

na két gzemkszti élvekiora,

ezért egyenldk. Az egyenldsdgbdl

dtrendezdggel kévetkezik a bizonyitandd.

IT. megoldds: Az 4516k M metazéa~
pontjihoz - azaz felezési pontja-

ikhoz mutatsd -

6~ + 55 . 0B +
? ©s >

vektorok egyenldk, tehdt kétsze~
reseik ig egyenlék.

—

0

—-

4. Az el6uz8 feladat alapjdn a + ¢ = b + d, tehdt

d=8+¢c- b

5. Ha az élvektorok a,

indulé lap4tldvektorok a + b,

[ L= §13

[+]

b, ¢, a velik kézbs csadcsbll

b+ec, ¢+ a, tehdt
+b=x
te =¥
+§=§.
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E hdrom egyenlet Segzege: 2(a + b + ¢} = X + § + 2, EbbSl
az egyenletek kétgzereseit kivonva kapjuk rendre, hogy

~X + + 2 X - + 2z X +y-—
¢ =—= ﬁ ] §=— %_._-’ 1_3=- 2 Z.

6. Allitsuk eld a sikban forgsd vektorokat a hatsztg-
cglcgok helyvektoral seglitaédgével.

7. Az alaplsp csidcsainak hely-
vektorai:
Xy I» L~ %0 "%, ~%» X — Yo
A feddlapé:
x+3%,y+32 ¥—%+ 3z, sth,

8. Az |al b és {bl a vektorok egy rombuszt feszite-
nek ki, a paralelogramma szabdly szerint |al b + |bl a
ennek & rombusznak dtldévektora.

9. Mindkét vektor hossza |a| |Db].

10, Az a és b végpontjait, illetve a b éa 5a — 4b vég-
pontjait Osezekttd vektorok a — b, illetve 5(a — b), ezek
kollinedrisak, tehdt a hdrom végpont valdban egy egyenesgen
van,

14. ¢ végpontja akkor és csakis
akkor van rajta sz g és b
végpontjai £ltal meghatdro-
zott egyenesen, ha a ¢ — a
és b — a kollinedrisak,

=oa + (1 -~ ad,

aklkor a=(1t—~a)b—a)

11 tehdt ¢ - 8 és b — 2 kolli-

I

o 5
10

- AT =



nedrisak, ha viszont végpontjaik egy egyenesen vannak,
c—b és a-— Db kollinedrisak, tehdt van olyan a,
hogy ¢— b =oafa ~ b), azaz ¢ =oaa + (41— alk,

12, Jel8ljiik a négyszdg cslcsaihoz, illetve oldalfe-
lezd pontjaihoz tartozdé helyvektorokat a wegfeleld kisbe—

titkkel. Ekkor
a + d b+ ¢
X=b-8, y=¢c—-4d, £, = =, L, == 5 .

Ezért

o
|
100
Q

b x+y

-.2—21—"'- 2 +—2 = >

13. Ha a tetraéder cslicsainak helyvektorai a, b, ¢, d,
az élfelezl pontoké

a +b b+g ¢ + d d +
2’ 7’ P 72 3

o

a felezdpontok 41tal meghatdrozott négyszig két szemkizti

oldal vektora egyardnt
a—-c
2 b

ezért valéban paralelogramma.

14, Ha a négyszdg csticsainak helyvektoral a, b, ¢, d,
a kbzépvonalak felezdpontjainak és az 4t1dk felezdpontja-
1t Ygszekdtl szakasz felezdpontjinak a helyvektora egya-—

rant
a+tb+ctd

4 o

45, Legyenek a szakaszok fele-
z8pontjai rendre A',B',C1,
D' és az alakzat pontjainak
helyvektoralt jelsljik a
wegfeleld kigbetlikkel, Az
ABCD ég XYZV paralelogramma
voltdbsl kiovetkezik, hogy
b-a=¢c—-désy—x=2-~
— ¥v. Azt kell bigonyitanunk,




: S+3 a+x
hogy b' — a' = ¢' — d'. Mivel b' = ~=5—, & —5
c +z . : d + ¥ .y
c' = ég d' = - ) ezek helyettesitésével a blzo-

nyitand3 addédik.
46- 22 bl é-

17, Legyenek A, B, C, P helyvektorsi rendre a, b, c,
p. A tikorképek helyvektorai rendre 28 — p, 28— 28 + p,
2c — 2b + 2a— p, =2¢ + 2b + p, 2¢ — Py -

18, Egy szabdlyos hiromszig kvzéppontjdbsl a ceticsok-—
ba mutatd vektorok.

49. Mérjik fel egy pontbsl kiindulva a Yo Tor seey
i vektorokat. Bgyik tetgzlleges vektorbsl kiindulva ad-
juk Gagsze a vektorokat olyan sorrendben, hogy wminden vek-
torhoz aszt flizzilkk hozz4, amely pozitiv koriiljdrdsi irdnyit
betartva a legktzelebb van hozzd. Az igy nyert zdrt vek-
torsokszdg konvex lesa,

24, A paralelepipedon 0 csl~
ceibsl kiinduld &, b, ¢
élvektorok végpontjai A,
B,C, Az 0-b4él indulsd
teatdtlévektor g + b + ¢,
az ABC hdromszdg sdly-
pontjénak helyvektora

a+tb+eg
B
tehdt s teatdtlsivektor
harmada, ami éppen azt
jelenti, hogy az ABC pik harmadolja a testdtlét,

22. A keregett C pont a pontok weghatdrozta pontrend-
szer gilypontja. Megszerkeszthetjilk dgy, hogy egy tetszb~
leges pontb3sl a pontokhoz mutatd helyvektorok Saszegének
az Otodét vesszilk, az O-nak ez lesz a helyvektora.
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23. Legyen az n-oldald szabdlyog 8okgzdg kbzéppontja
0, ebbdl a coticsokba mutatd vektorok B1s Bpy +e-, 85 8

gdlypont g helyvektora:
T TR
- n -

Forgagsuk el s goksziget a vekiorokial egyiitt O koril %}

8zlggel,és legyen az g elforgatottja g', Mivel a cetcaok
helyvektorainak halmaza az elforgatdssal nmagdiba megy it,
§ = g', ani csak gy lehetséges, ha 8 = 9o, tehit 0 a sily~
pont.

24, Legyenek a csicaok helyvektorai rendre 8, b, ¢,
d. f1litsuk el6 ezekkel a tetraéder ¢s a lapok silypont~
jait, stbh.

25, A feladatok megolddedndl azt kell felhaggndlnunk,
hogy minden vektor cmak egyféleképpen bonthats fel aégb
irdnyd Osszetevékre, tehdt pl. az

a) esetben: a = 3, 28+ 1=15; p = 2;
b} a+ p-1=0, 20 - f=0; as= %, p= %;
c)a = P+, p=—a+1; a=1, P =0,

26. PA + PC = PB + PD, mivel windkét oldalon P-bdl a
négyzet kdzéppontjdba mutats vektor kétszerese 411, ezért
IPA + PC| = a kor dtmérsje.

27. Mérjik fel az O-bsl az OA +
+ OB + OC -~t, €8 legyen =
C végpontja M, tehdt
OM = OA + OB + 0C,
Elegend$ megmutatni, hogy M

0 rajta van ABC tetsgzfleges
wagagsdgvonaldn, pl., a CG-bsl
AT B indulén azaz CM L AB.
\J Mivel CM = OM — OC = OA + OB
OA + 0B 27 éa OA + OB valjban merdleges

az AB oldalra a paralelogramn-
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ma szabily miatt (rombusgz! ),

Mivel KA = OA — OK, KB =
= 0B — OK, KC = 0C — OK,
D = 0D — dk, ha az AB,
illetve CD gzakaszok fele-
zést pontjal Py do ¥y,
KA + KB + KC + KD (OA +
+ OB) + (OC + 0D)—-4 OK =

2(01*"4 + 0F2) - 40K =

=20K -4 0K =2 KO tehdt
az Upszeg csaklis K helyze~
tétol rfiigg.

29.Az egyenesek kbzbs O pontjd-

b3l az egyenesek irdnydba
mutatd vektorok legyenek a,
b, ¢, d. Koziililkk d biztosan
eld4llithatd

4 =ag + pb + ic
alakban, ebbdl

d—-7e =pb—(-aa)
tehdt az 0-bSl indulé — aa,
Pby 7, @ vektorok végpontjai
paralelogramnit alkotnak.

30. (0,0,0), (1,0,0), (0,4,0), (0,0,1%),
(1,4,03, (0,1,1), (1,0,1), (4,4,1).

3

34.Legyenek a hatszog csucsai

ABCDEF, Mivel KC =

= (0,1,~1), a C esics koor-~
dindtdi (4,2,3) A t6bbi
celics koordindtdi az 4,B,C
cevcsok K-ra vonatkozd titk—
r5zépéb6l addédnak, ezért
b(5,4,3), E(5,0,4), F(4,0,5).



32, Felhaszndlhatjuk pl. hogy az AC €s BD mzakaszok-
nak azonog 8 felezési pontja, ebbdl: D(—2,—4,412).

33. C(~7,5,-1), D(4,4,2%

34, Ha A,B,C helyvektorai a, b, ¢, akkor a paralele-
pipedon t&bbi cslicgdba rendre az a + b, b + g, c+a, a-+
+ b + ¢ vektorck vezetnek, eszek koordindtdi azonosak a
cedecsok koordindtdival, tehdt: (—1,13,-4), (5,8,-3),

12,7,=7) (8,44,=7 )%

35. Legyen @= 360%/5 = 72°, A

catcsok helyvektorai rend-

re a @, 29, 39, 4@ irdny-

sz8gl egységvektorok, ezért

a koordinstdk: A2(cos 720,

gin 72°), Ay(cos 144°, sin 144°),
A (cos 216°, gin 216°),
Ag(cos 288°, sin 288°),

36. K3t vektor akkor kollinedris, ha egyikik a misiknak
szdmszorosa, easri:
a) new kollinedrisak, mert ha pl. a = ib lenne,

akkor a harmadik koordindtdra tekintettel A = 7 lenne,
de ez az elsd két koordindta esetében nyilvdn nem felel

neg;

b) kollinedrisak, ¢ = % c;
¢ kollinedrimgak, £ = 0. e.

37. Hirom pont akkor van egy egyenesen, ha Sgazekdts-
vektoraik kollinedrissk, azaz egyik a misiknak szdmszorosa.

&) Mivel AB(6,~5,—5), BC(12,=10,~10), BC = 24P
dg igy A,B,C egy egyenesen vannak;

bj,e ) kollinedrisak; 4 ) nincsenek egy egyenesen.
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38. Az AB ée BC vektoroknak kollineirisaknak kell len~-
niitk; mivel pedig koordindtdik
AB(1,5,~2), BC(2,¥-4,2-1),
ez caak Ugy lehetséges (az elsd koordindtdk miatt), ha BG =
= 2ﬂﬁ, ezért y — 4 = 10, y = 44; 2 — 1 = -4, z = -3, tehdt

C{7,14,~3 ).

39, Ha P, C ég P-nek C~re vonatkosz$ tukﬁrgépgnek, P -
nek a helyvektorai rendre p,c,p', akkor ¢ = = ég eb-
bél p' = 2¢ — p, tehdt p'-nek, azaz P -nek a koordindtdi
(3,48,-12)

40, A negyedik tikorkép azonos P-vel, A tikdrképek
rendre (13,-3,-1), (=17,41,1), (7,~3,3), (1,3,~1)%

Az eredmény tetszlleges paralelogramma ég tetszdleges P
pont esetén is ugyanez: a negyedik tiikkdrkép azonos P-vel,

41, Az [xy] sgikon zq(aq,aQ,O); az [yz] sgikon !2(0,a2,33);
a {zx] sikon 23(31’0!32)‘
42, Igen, mivel mindegyikilk komplandris a-val €s b-vel.
43. d-t aa + pPb + y¢ alakban keressitk, Ha az ag + pb +
+ y¢ = & egyenletet mindhdrom koordindtira felirjuk, a

2a - p+ y=9
-— o + 3[5 :—-9
od + TY = 40

egyenletrendszert kapjuk. Ennek uegolddsa a= 3, = -2,
Yy = 1, tehdt a felbontds: d = 38 — 2b + ¢, az Sgazetevik:
3?‘_( 6”"‘313 )1 "‘232( 2,_690 )' E( 41017 )'

44, A feladat az eldz8 feladat mintdjdra oldhatd meg,
d=-3a_3p + 7c, az eszetevik: -3a(24,-21,-3), —3b(0,-9,-6),
79_( 7,_7,28 )v

45, ¥ = Ba + b, az Gsszetevik: 8a( 16,56}, b(~3,0).
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46, Hirom vektor akkor nem fliggetlen, ha egy sgikban

vannak.
a) figgdlk; b) figgdk; ¢ ) fliggetlenek; d) figedk,

47. a,b; a,d; b,c; b,d; c,d.

48, Wégy vektor gohagem lehet fliggetlen,

49, &) Ha a lapdtldkkal kbzts cadcgbsl indulsd kocka-
slek vektoral &, b, ¢, akkor x = a2 + b és y =b + ¢, ezért
- mivel az élvektorok kozlil bdrmely kettd merfleges egymnds-
ra -xy=(a+hXb+e)=b =1

b 1 _
B

50, AB . AC = 2 - 2cos 60° = 2,

(I=600.

ol
L]

b) coga =

54, Lisd a 49, feladat megolddednak gondolatmenetét.
ay = 1, a= 54,74°.

2

52, 3e

530 Legyenek a és b a két nem kollinedris vektor és a

riajuk werSleges vektor ¢, tehit ac = 0 és be = 0, A gikjuk

minden vektora g + Pb alakid, tehdt csak az (ag + bl = 0
teljestilését kell igazolnunk, ami nyilvdavald.

54. Feltehetjilk, hogy a gzdbanforgsd vektorok mind egy-
ségvektorok, mert ha minden vektor helyett az irdnydba mu-
taté egységvektort vesszlk, a vektorok szbgét nem vdltoztat-~
juk meg. Legyenek a sikbeli egységvektorok s, b ém ¢, ¥ ve-
lik o szbget zdr be, ezért cosa = va = vb = vg, ebbll
v{a - b)=3b—-¢) =0, tehit v merfleges 82 3 — b és b~ ¢
vektorokra. a — b ég b — ¢ nem lehetnek kollinedrisak, v te-
hdt merfleges a slk két nem kollinedris vektordra, ezért me-~

réleges a sikra isg,

55. Legyen az origd 0; A,B,C helyvektorai legyenek a, b,
. Azt kell bizonyitanl, hogy a(b—¢) + b{ec —a) + ¢gfa—~1b) =
0, ami a gzorzdsok elvégzdgdvel azonnal kdvetkeszlk,
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56. Legyenek az A,B,F pantok helyvektorai a, —&, Do
PA-PB = (a—pXa + p) akkor és csakis akkor O, ha PA &s
PB merdlegesek, Mivel (a — n¥a + p) = 52 - EE = 0, [pl =
= PO = |a| = OA,

57. A gzorzds digztributiv gzabilyit alkalwazva
(a +Db + 9)2 = §2 + Q? + 92 + 2ab + 2be + 2ca, az utdbbi
hdrow tag azonban O, meri pdronként merSleges vektorok
gzorzata, '

58. a~ral vald skaldris szorzatuk O,

59, A merdlegegadg miatt 0 =
= bla + pb) = ab + pb°, eb-
b3l
-
P o2

A gzerkesgztés az 4brdrdl le-
nlvaghatd., Mind a szdmolds~
bdl, mind a szerkesztégbsl
53. kitiinik, hogy a + Pb =

ab
=g - ;E b, az a b-ra merle-

gesa Uaszetevije.
60. a) Legyenek az egységvekiorok €1285583, 9708k a az
gq * &3 + &3 = 0 egyenlet négyzetre emelve:
3 +6cosa=0, a = 120°,
D) ey gy gyt g4 = 2, négyzetre emelés utdn:
4 + 12 cosa = 0, cosga = — %, a = 109,470. (Az &5 vektorok

egy szabilyos tetradder kizéppontjdbsl a csicsokba vezetnek, )

61, A kezd8pontbdl a metszéspontokba mutats vektorokkal
fejezzlik ki a hdrouwszbg oldalvektorait és mutassuk meg, hogy
kizilik birwely ketid skaliris gzorzata pozitiv.
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62. Ha az ax = ¢ egyenlet mindkét
oldaldt elosztjuk [a]|-kel 4s
o

bevezetjilk az T = p jeldlést,

kapjuk, hogy

s
ez azonban azt jelenti, hogy
az x vektorok a° irdnysdn levd
eldjeles vetiilete mindig f
hossziisdgu, az x vektorakat te-

__ﬂ_
19,

[£29

62.
hat a kidvetkezd médon dllithat-

juk e18: a® kezdSpontjdbsl a® e-
gyenesére eldjelesen felmérjiik

a p tdvulsdgot €s végpontjdban go-ra merdleges sikoi £11itunk.

éo kezd8pontjdb6l a sik pontjaihoz mutaté vektorok a feltételnek

eleget tevd x vektorok.

63. Legyenek az s silypontbsl rendre az 4,B,C,P pontokba

autats vektorok a,b,c,p. Ezzel a JelOleBSEl PA2 * P32 + pc? =

= (g - E) +(b—-p) + (c - g) a 2 + 92 + 322 -
—2p{a + b + ¢). Mivel p = éa a +b+¢ =0, a négyzet—
Uagzeg = §2 + g2 + 92 + 3r° = 4lland$.

64. Ha g paralelogramma egy ceucsbdl kiinduld két oldal-
vektora a és b, akkor atlovektoral a + b és g — b, azt kell te-

hdt igazolnunk, hogy (a + b) + (a - b) 92 + 2Q2, ami nyil-
vdnvald,
65, Az Abra jelsléseit hasznalva
PA2 + P02 = a2 +{a+x+ 2)
2
D c :_gg t’? + x + 2a(x + ¥ ),
] PB =(a+3g) +f{a+x)=
x = 2% §2 + 12 + 2a(x + 3)
b y amivel dllitdsunkat bizonyitot-
A 8 tuk.
a

65.

66, Legyen DA = a, DB = b, DC = c. A feltétel szerint



ela—b5)y=90, alb=c) =0, e két egyenlet megleleld oldala-
it Osszeadva a b(a — ¢ ) = 0 egyenlfadget kapjuk, ami éppen a

bizonyitandst igazolja.

67. Legyen DA = a, DB = b, DC = ce A feltdtelezett azo-

= 2
nogsig azt jelenti, hogy {a — :‘2 + ¢ = (a- ng + b7 =
={b - g12 + 8", Az egyenldség elsd része azt jelenti, hogy

a® + " - 2ab + o = 2 + % - 2ac + b7,

ale—-Db)=0

azaz AD L BC. Gondolatmenetiink megforditdsdval adddik, hogy
ha AD 1 BC, akkor AB2 + CB2 = A02 + BD2. Hagonldan bizonyit-

hatd a feladat még hitralevd régze is.

68, I. megoldds: Megmutatjuk, hogy
ha az 4%1%k werlegesek, akkor
& gzemkOzti oldalak négyzetgz-
szege szilkaégképpen egyenl$, ds
ha a szemktzti oldalak négyzetdso~
gzege egyenld, akkor az 4t13k
merSlegesek., Az dbra jeldlégeit
hasznilva a szemkBzii oldalak
négyzetbaszege: §2 + 92, ill.
92 + g2; az Atldvektorok a +
+ b és b + c. Az 4tlsvektorok

68.a.

aerblegesgdpge ast jelenti, hogy
(a + bXDb + c) =0, azazg ab + ac + be r 92 = 0, Mivel d = ~(ag +
2 . 92 + gg + b° 4 e - 2ab + 2ac + 2bc =
2

=32 * 2(ab + bc +ac + b))+ - a” + ¢"., Ez viszont éppen azt
jelenti, hogy a szemkSzti oldalak négyzetdsgsege akkor és csakis
akkor egyenld egymissal, ha az 4t15k mer8legesek.

1J. megoldds: A feltétel mze-

rint (b~ al = 0. 4 cauklds

négyszbg egy 1j helyzetdben
legyenek az O pontb3i induls

élvektorok 842 24, Cqe Mivel

a négyeszdg-oldalak hossza vil-

2 2 2
84 b = by,

n

tozatlan, §2
(e —¢)f =¢
(b=cF =(

68.b.
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ez utsbbi kettd rédszletesen:
2 2 2 z2

8 +c¢’ — 2ac = ay + ey~ 23,0,
% + ¢ ~ 2be = b2 + &2 - 2pyc,.

E két egyenlet megfeleld oldalainak kiildnbségébSl adsdik,
bogy (b—aXx = (Pq —~ 840, =0, tehdt az 4t13k az 13 hely-
zetben is merdlegesek.

69, Az A,B,C celcsokbsl induls
merblegesek taldlkozzanak az
origdul vilasztott O poni-

\ ban, az Al -b&l és B' ~b51 in-

dulsdk pedig az X pontban. E-
Y \ legendd azt igazolnunk, hogy

% 0 xc' merSleges AB-re. A szd-

B § c ban forgé pontok helyvekto-
A‘ rait jeloljék a megfeleld
69. kisbetik, A feltételezett

werdlegessdgek miatt
ak' —¢')=0, b(g' —a' ) =0, gfa’ — b )=0,
(8" —xXb-¢}=0, (B' —xXc—a)=0.
A beszorzdsok utdn ezek ilyen alakban irhatsk:

ab’ = ac', be' = ba', ca' =¢b', 8'b—a'c =

=x(b—-c¢) b'e - Db'a=x(¢c—a

Bizonyitandd: (¢' — xXb—-a)=0, agzaz ¢'b—c'a = x(b~ alk
Adjuk bssze az utolsd két feltételi egyenletet, majd hasz-
niljuk fel bennilk az elsd hironm egyenlet dltal nytjtott he-
lyettesitési lehet3wégeket, igy éppen a bizonyitanddhoz ju-
tunk.



TC.

T1.

T2.

73.

T4,

7, 100, 29, 38.
a) tompaszdg; b)) hegyesszog; ¢ ) derékezdg; d) he-
gyesszig.
|al = 18, |§f=3, tel = 1, (4l = 197, el = 25,
£l = 2.
a
Mivel a° = =, éo [a] = {474(~12)+3% = 13,
o _ (4 _ A2 3.,
2 = (93~ 73 A3
v° = (0,0,~1), ¢® = (=, 2=, — 2, &% - (-v%%,o,qz
I
o _ (A2 o {2 {2
e® = (35 £ = (F F

o 3 4 0 o 14 8
E,«l{"‘ "5‘109’5' )s 22(0,0,—4 Js 23("' CRE L] )y

6 3

o 9
v ( * * )‘
=4 316" 316 346

a) 90%; b) 57,43%; c) 60°; a) 107,29%; e 134,24°,

75.
76. ab =36 —-24 +2 =0, z =~ 12,
71. cog (v,k) = ¥k a =4

vk T 4
SN Jcos%p + sin%p +4 /2

(v,k)a = 45°,

78, A szigek koszinusgzail a gg koordindtai, mivel go =
- 3 0 8
= (~ ——— ———) cosau _ = —=, qa_ = 410,56, coga _ = —,
[73 {73 oy x T3
ay = 20, 56°,
79. A kérdémes mz8gek koszinuszai a vektor irdnydba mu-
tatd egygégvekior koordindtdi (irdnykoszinuszok ) |vj = 9,
ezért az irdnyszdgek koszinuszai:
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cosa . = % , a, = 63,61°
cosa = - %, a, = 96,387,
cosa = %, o, = 27,270.

B0, a) a,ﬁ,z gzdgeknek ~ asz irényszdgeknek ~ a kogezi-
nugzai a:z egysegvektor koordinitdi. (cos 45 cos 600, cos

120° ) = (-2—, g, —-), nivel

2 .2

1 2
S5+ 3P+ @

= 1,
tehdat & vektor létezilk,

t ) nem 1létezik;

c) 1léteszilk,

84. Legyen a keresett szbe a.

Feltehetjik, nogy a vektor egymégvektior, hiszen a
tengelyekkel bezirt sz8g fliggetlen a vektor hosszdtdl. Mivel
az egysdgvektor koordindtdi a tengelyekkel bezart szdgek ko~

szinuszai, a koordinitik (cos 607, cos 450, cosa ) =

_ vz o4 2_ 2 1 _ ;.0
= (3 =5+ cosa ) és 7 t3 toosa =, cosa =g o = 60,
a, = 120°,

82, ilivel az irinykoswzinuszok (az egyseﬂvevtor koordi-

P . e 2
nitai) neﬁyzetasszevo 1, azaz cos a + €os ﬁ + cosgx = 1,
2
ezért gina + gin p + 31n PR cos%a + 4 -~ cog P+ 4 —
2
— cosy = 2,

83. Vegyiikk észre, hogy windhdrom vektor hossza egyenlé
(ln2 tn+ 1]), és birmely két vekior merdleges egyuisra.

2 2 2 2 2
B4. Jv,I = a” — ab + b°, ¥, = a” + 2b7, |v3| = a” + 2,

+ by e 1

m

[yl = 2(2° -

85. A ndgysz3g paralelogramma, mivel az AC és a BD aza~-
kaszok felezégi pontja egyarint a (4,2,—4) pont; rombusa,
mivel kst szomssddos oldala AB = = JEE (ugyanez az 4tl5k
nerélegesssgével is belsthats )
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AP - 2 2
86, v koordindtdi v(x,y,9), mivel hosgmgeza 5, x° + y° =

= 2%, és merlleges n~ra —4x + 3y = O. Az x~re &8 y-ra add-
dott egyenletrendszert megoldva kapjuk, hogy x = t3, ¥y = i4,
tehit a két lehetsdges megoldds v4(3,4,0), v5(—3,-4,0)

B7. Legyen a keresett pont C(0,0,z); a éﬁ(d,o,—z) éa
CB{ 0, 1,~z) vektorok gzige 300-03, ezért

G- & _ 203

[CACBI 4 + 22 27
ebbdl @ = 12,54, tehdt C,(0;0;2,54), €,(03035-2,54 ).

88. TLegyenek a keremett v koordinitdi v{comgp, sin(p,o L

v é8 e gzogének kogzinusza:

ev .
cos(v,e) = IEFT!! = cosq}g SESEL S, % d8@ + sing = %?.

Hogy ezt a trigonometrikus feladatot .egoldjulk, szorozzuk
neg mindkét oldalt cos 45° = sin 457 = £ ~vel:
cosq cog 457 + ging z°n 45° = cog{g — 45°) =

= —‘E = 0,6124

@4 = 97,24° P, = ~7,24°
£€g igy a keregett vektorok 34(—0,426; 0,992:0)
22(0,992;—0,426;0).
89. a® 49 + 1625 = 89,31 b) 72,3°

90. Mivel |b| = 3, b° = (§,~ §.4),

ab® = 9, ezért a beral pirbu-
a-{ab’b®= zamog Oogzetevd (ggo)go =
a a2 = (6,—6,3), a b-ra merdleges
T op2” ogszetevs pedig a — (ap” ° =
= (-3,0,6), (Ktnnyen ellendriz-
@b )b’ = 5 hetjik, hogy a két Soazetevd
ab valdban merdleges egyndsra. )
b2° $0.



Gyakorlatilag azonban egyagzeriibb, ha zegjegyezaziik, hogy a b-
ral pdarhuzawos Dsszetevd

ab._ ; - ap
;? b ¢és a rd merSleges a — ;g b,
g ezzel szamolv; rovidebben adidnak a vektor;k' ab = 27,
EE =9 22 =3, 3b = (5,-6,3) éa a — 3b = (-3,0,6 ).
94. A v-ra pdrhuzamos Sgszetevd: (%2% %%% gggg),
a rd merdleges Ygszetevd: (%g%, %%%?, 698 7 X

- 5

93. Az |alb $s |bla vektorok egyenld hossgziak ezért
isgzegik a paralelograsma szabily miatt (rombugz! ) felezi
szdgilket, tehit a éa b szigdt is. Mivel lal = 9, |bl = 21,
lalb = (-45,36,180), |bja = (—21,84,168) $s5 igy a azbgfelezd
vektor: |alb + |bla = (~66,120,348) vagy segfelel birmely ez~
zel pdrhuzamos vektor is, pl.: (—14, 20,58).

Megjegyzég: a° + »° is szdgfelezd vekbor.

U, z = 10, D(—1,12,7).

J5., Mivel AB = (=1,2,2) é3 v erre meréleves, v - AB =
= ¢+ ==8+ 22, 2 =4 &g igy v = (4,-2,4), [AB]| = 3, lvl =6,
sért v9 = (%, 3,2), ennélfogva a v-ral pdrhuzamos -ldal-~
vektrok 37 —ral egyenldk, koordindtdik (2,-1,2) 8 a migik
<4t négyzetcsles C(6,5,1), D(7,3,~1)
A nigyzet oldalvektora azonban -329(~2,4,—2} is lehet,
ezért a Cr(2,7,-3), Dq(3,5,—5) colcgok is kielégitik a fela-

dat feltdteleit.

96. A rombusz oldalhossza: tal = 9; mivel |b| = 3, a
sdsik oldalvektor 3b = (6,-3,6), a negyedik csics helyvek-
tora a + 3b = (10,4,2), A rombusz csdcsal tehit (0,0,0),

(4,7,—4), (10,4,2), (6,-3,6)
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7. Az A-b3l a rombugz K kizép-
pontjdiba mutatd vektor b-nak
v-ral pirhuzamos Ssszetevije,

bv P
azaz =5 V. Mivel by = 36, v© =
v
444 bv 1 bv ( 2 1.2 )
= = = = == v = — .
+ P 4 v2 x ’ ]

Ennélfogva B koordindtdi (2,3,7),
a K ktzépnonté (4,—-1,3), B-nek

9 K~ra vonatkozd titkdrképe
D(6,~5,~1) és mivel AC = 24K =

= (4,-2,4), C koordindtii (6,-2,5)

98. Haszniljuk fel a szorzds disztributiv torvényét $Ss
azt a tényt, hogy kollinedris velctorok vektoridlis szorzata

9'

99. sing = -53‘/;}_1 = 0,98.

100, Valamennyl pdrhuzamos egy az n-ra merSleges sik-
kal,

701, A wegadott két egyenidsdg kill¥nbséget wepeszve
rendezés utdn kapjuk, hogy (a — d)x (b—-¢)= 9, auwi 4ppen
azt jelenti, hogy a — d és b — ¢ kollinedrisai.

102, A hdrom pont akkor és csakis akkor kollinedris, ha
— ¢ €89 b — ¢ kollinedris vektorok, azaz (a — ¢c) x (b — c) =
2, anl kifejtve éppen a bizonyitandsét adja.

LI

103, a — ¢ 43 b — ¢ a sik két vektora, a normdlvektor
ezek vektoridlls szorzatival pirhuzamos. (fa—clx(b-¢)=
=aXb-gxb-axc=axb+bxc+ X 2

104, Az elsd egyenlSsdghbél a x b— b x ¢ =90, (a +¢) X
X b = 2 adddik, ezért a + ¢ kollinedris b-vel, azaz a + ¢ =
=lb.bx¢c=¢cxa-bdlAibxgc=21xcxads(a+clxcgs=
=Ac X g 8 X ¢ =Acxa adddik, anibdl i = —1, tehdt a + ¢ =
=-b,a+Db+g=o.



Megforditva: ha a+ b+ o =9, ezt az egyenletet b-ral
majd ¢-ral vektoridlisan szorozva kapjulk, hogy 2 x b +¢c x b =

8 ax¢c+bxeg =20, ani Sppen azt jelenti, hogy a x b =

=

1o jo

xg:gxa.

105. Az A pont BC egyenesbdl mért
tdvolsdga az ABC hiromgzbg A-
hoz tartozd magessigdnak a
hogsza, ami ABC kétgzeres te-
riilletének és a BC oldalnak a
hdnyadosa., Mivel 2tABC =

= (b-akx(c—a) =laxb+
+bxg¢+cxal ég BC = |b—~
-cl,
105 {1 3Xhtbxecrexa
b — ¢l

106. a) A paralelogramma teriilete la x b]., Mivel a x b =
=(3,38,-13), t = |a x bl = /3% + 387 + (—13¥ = [1622 = 40,27,

b} y972 = 34,48;

cl 19,
107. a) 4 J1880 = 21,68,
b) Mivel t g 4B x ACI és AB = (3,3,6),

AT = (=1,-4,4),AB x AC = (36,-18,-9), & = g J36% & (=18 + (—9)°=
= 4 /1701 = 20,62,

c) 7,5

d) 0,

108. t =2 la x bl. Mivel a x b = (0,0,a,b, — ayb, ),
1
to= 3 ey — aybyl.
109. A magassdg a kétszeres teriilet és a BC oldal hénya-

doga: 5.

140, z pirhuzamos az a x b(—7,~5,—1) vektorral, tehdt



(7%, 5), 1) aleki, ezért cx = 7TA + 104 — Tx = 10, X = 1, en~

nélfogva e = (7,5,1%

111, Mivel a x b merlleges a-ra is é8 b-ra is és a x b =
= (-7,~5,8)c = 2a x b = ~14,~10,16 ).
x b

12

&
142, £ =

o

143, Ha a két csics helyvektorai a(4,4,8), b(8,-4,4) ak-
kor a harmadik cslcs helyvektorz a x b-ral kollinedris.

a Xb=(36,63,-36L (acx E)O = (%, %, - %}, A kocka élhossaza:

fal = 9, ezért a harmadik élvektor b %a x Q}O, azaz (4,7,—4)

vagy (—4,-7,4)

144, A magassdg iridnyit az AB x AC = (1,40,3) vektor
adje. Mivel ennek hosaza (410, ezt a vektort ~zel kell

y110

— T —_
megszoroznunk, hogy az AA ~t kapjuk: AA = (—2—, —22. A5,
Jie’ 110’ fa40
— — 1 —

]
ugyanez az A hirom koordindtdja is.Mivel AB'= AA + AB és

-_ 1 — T —
AC = AA + AC, a B, illetve C koordindtdi: B(—2— + 4, —20

J1o 7 f110

- 4, A5, 2, O > + 3 20 I 1) A feladat egy

J11o Ja10 > 1o’ Ji1o

mdsik megolddsdt kapjuk, ha a fenti AR helyett ellentettjét

gzerepeltetjiik,

115, A barmadik él irdnydt az a x b(—2,2,—1) vektor ad-
Ja (a wisik megolddsét a b x a), mivel ennek hossza 3, a har-
wadik élvektor 3a x b = {—~6,6,~3), ebbdl a csicaok az alapon:
{0,0,0), (—4,0,2); (1,1,0), (0,1,2); a feddlapon: (—6,6,-3),
(=7,6,1), (=5,7,—3), (~6,7,—1).

116, A harmadik élvektor irdnyit az a x b(—20,-24,8) vek-
tor adja, a testatldvektor a hdrom élvekior Gsezege, tehdt d =
=daa + fb + y(8 x b), ezt koordindtdkra kiirva hiromismeretle~
nes egyenletrendszert kapunk, amelynek megolddsa a=f= 1,

Yy = - %, tehdt a harmadik élvektor — %{g X b)=(5,6,-2%
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t17. A gikok hajldsszbge normilvektoraik hajldagzbgével
egyenld; a normalvektorokat két-két sikbeli vektor vektoris-~
lis szorzataként d41litjuk eld, Az ABC sik normdlvektora AB x
x AC = (=12,-24,8), az ACD siké AC x AD = (42,-70,~28 ). Mivel
ezeknek csak az 41l4sa lényeges, a sz4molis egygzerigitésge
c€1j4bsl a veliik pdrhuzamos gq(—B,—6,2), n,(3,-5,-2) vektorok~
kal is dolgozhatunk. Ezek szégére:

2 Oy

O = 66,80°
B T80 ~ 7/38 ¢ et

COS({)z

148. Az 3bra jeltléseit hasznilva
a négyszdg teriilete sz a ég b,
illetve b és ¢ vektorok dltal
kifeszitett hdromszdgek terii-
leteinek az Yeszege, azaz 2t =
= {a xb|] + |bxcl|, nivel a-
zonban & X b és b x ¢ egyiri-

nyd vektorok, 2t = |a x b+
tbxgl=faxb-¢cxp|-=
118. = |{a—-¢c)x bl, vagyis a két

dtldvektor vektoridlis szorza-
tdnak abszolilit értsdke.
Ha b} = e, Ja — ¢l = f, akkor valdban megkapjuk a mondott terii-

letgzdmitigi kdpletet,

119, A feladat aezolddsa azonos a 69, feladatével, ceak
merdlegegsdg helyett mindeniitt parhuzamossignt, skaldris szor-
zds helyett pedig vektoridlis szorzigst kell mondanunk.

120, Legyenek az A cslcsbsdl a t8bbi cevicaba vezetd vek-
1 2 1 2 .
torok b, ¢, d. type = 31k x ¢, tipe = E(P x ¢}, hasonldan

2 1 2 .2 1 2 s 1. 0s
taop = 7le x 47, tipp = 3(9 x b) . Viszont tpop = 5l —d)x
x (c—d)t = %]Q x¢c+ocxd+dx bf. Az abgzolit értéken

belili hdrox vektor pdronksnt merdleges egyadsra, mnert merd-
leges sikok normilvektorai, ezért birmely kettejiik skaldris

szorzata 0, igy
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2 2 t2 t2

1 N ¥ 27 _
2 7 [(b xcY +{(cxdY¥Y +(dx b) ] = tABC + tiap t Yapp-

YBep =

424, Az oldalfelezd pontok hely-~
vektorai legyenek a, b és ¢
ezekbdl az X,Y,% ceicsokba
rendre az x,3,z, az X',Yl,f
ceicsokba pedig a —x,—y,~2
vektorok vezetnek, a hirom-
szogeaicsok helyvektoral igy
a+X% b+y, c+ 3z, illetve

a— X, b— ¥, ¢ — 2. XYZ te-~

rilete:

IXY xX2] XY x X2 =

[ S

b-a+y-—x)x(c-—a+z-x)=(b-a)x(g—-a)+

1

(b—-2ad)x

-~
1o
l
T
+
1
|
[ &)
4
"
~~
o
1
o
-+
H
|
=]
et
]

X(e—a)+(g-—x¥x(z—-xY=-(b—-a)xz—-ygx(c—a)-
— XX (b~ ¢l Az utolsd hirom tag mindkét Ssmzegben o, mert
parhnzamos vektorok szorzata, ezért a két teriilet valdban e-
gyenld,

122, Mivel ebc = (a x bl 43 a x b és ¢ ssbge 60°-o0s,

abc = {2 x blic| cos 60° = jatlbllc} cos 60° = %.

123. Mivel a és b merdlegesek és 8 X b pdrhuzamoss g-ral,

abc = (g8 x ble ={la||bf sin 90°]jc|-cos 0° = ja||bflc].

124. Mivel a, b, ¢ nem komplandrisak, abc # O. Vizsgdl-
juk meg az adott hirow vektor vegyesszorzatdt: (2a + 3b X5b —
—4g)c—-a)=[(22 +3R)x (52— 4g)](c—a)= [10a x b—
—8Baxgc- 12bx ¢ ](g—a)=10abec + 12 bea = 22 abe # O,

425. A térfogat e hdrom vektor vegyesszorzatdval ezyen-
16: Vv = 3,

126, Az A pontot a tobbivel Hsszekotd élek vegyesszorza-

tdnak a hatodrésze: a) 3; b) 6.
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4919 Legyen D(O,y,O). A tetraédert kifeszitd hédraom 61—
vektor Aqu ~—1,21, AC(O 2,41, AD( —2,¥—1,1), Ezek vegyes-
szorzata 30 vagy —30, ebbdl a D caolcs koordingtii Dq(O,B,O)

vagy D,(0,-7,0).

128. A tetraddert az AB, AC =
AB + BC, AD = AB + BC +
+ CD vektorok feszitik ki.
Ezek vegyesswzorzatinak ha-

todrésze a térfoga
VvV = 8,

128.

%29, a) Az 2bra jeloldseit hasz-—
nilva: a tetradder térfogatd-
nak hatszorocga az 0 ceslegbil
indulé élek vegyesszorzata,
azaz 6V = ab(b + ¢ ) = abb +

.
N + abc = abe., Alkaluwazzuk most
; I a feladatban wegjeltlt térfo-
Oi(:i— gatszinitdsi médot, aivel az
aN, ! a és c élvektord kitér§élek
\QL// tdvolgdga (a x ¢l
abe
= - Pl
lalicl sin (a,g)
abe - -
bV = ~—oe Jal|c| sin {a,c) = abc, anit bizonyitanunk

81121 sin (a,c)

kellett.
b) A szakaszok mozgatdsa kozben a térfogatszimitdsnil

hasznilt adatok nem viltoznak meg.

130. a) igen; b)) nem; c) igen.



131. E1 kell ddnteni, hogy az egyik pontot a mdsik hd-
rommal Osgzekdtd vektorok komplandrisak-e, azaz vegyesszor-
zatuk O-~e vagy sem.

a) igen; b)) nem.

132, A hirom vektor vegyesszorzata, azaz a koordini-
t4ikbSl készitett determindns értdke O, ebbél z = o |

133. A magasgig a hatgzoros térfogatnak és az ABC hirom-~

szUg teriiletének a hdnyadoga; a = 11,

134. Ha az eredeti paralelepipedont az a,b,c vektorok
feszitik ki, a lapdtldvektorok a + b, b + ¢, ¢ + a. Ezek ve-
gyesszorzata & 135.b) feladat szerint 2abe, tehdt kétazerese az

eredetinelk.

135, Pl. b)~t a kovetkezd nddon igazolhatjuk:
(a+b)b+cie+a)=[(a+2)x(2+¢g)](c+a)s=

=[axb+axec+bxc](c+ad=abe + bea = 2abe.

136, A bal oldalt részletesen kiirva: (a x 9)2 = |a x p[g =
= a2b2 sin2¢ ' (ab}2 = a2b2 cssz@ . sinz@ + cosp = 1 miatt
8z 411itdg kdzvetleniil adsdik.
Megjegyezziik, hogy azonossigunkat a 143. feladat a) azonos-
sighdl kbavetlenil megkaphatjuk ¢ = a, 4 = b helyzttesitédg~

gel is.,

137. Szorozzuk meg az aa + Bb + yc = d egyenlet mindkét
0ldaldt rendre a bxeg ¢cxa, axb vektorokkal, kapjuk, hogy
aabe = dbe, fbeca = dea, ycab = dab, ebbSl . felcserédlési té-
telt figyelembe véve kapjuk, hogy

dbe ade ab!
4= 3be’ P= aba 1= abc”

138. Ha a kocka csiicsainak koordinitdi egészek, 3z élvoc-
torok koordindtdi is egészek és igy a kocka térfogata - aza-
hérom élven*orinak a vegyegszorzata ~ is egdsz, higzen -y
egéazelenii deternindns éritdke., 4 tdvolsdpgképlet amiatt ar 7)-
hoggz négyzete ig egdgz. EbbSl zdr kbvetkezik ~ miv
fogat az élhogssz kibe - hogy az élhossz két egdss s..a na-
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nyadoga, azaz racionilis szim, amelynek a négyzete egdaz.
De a raciondlis szimok kozSit ceak az egdszeknek egdsz a

nsgyzete, ezért az élhosgz egész szdm.
139. A kifejtési tételt alkalmazva: (—18,19,—6 ).

140, A kifejtéai tételt alkalmazva kapjuk, hogy

2)x a=2a’~ (abla, de ab = 0, ezért (a x D) x & =

1441, A& kifejtési tétel haromszori alkalmazdsival az

azonoggdg kdzvetlenil adidik.

142, a) A ¢ x go benne van a sik-
ban és hossza |c| ging =
= |¢| co8(90° — ) éppen a
¢ aikon levd vetliletének a
hogazival egyenld., Ha viszont
n’-t ¢ x n’-ral vektoridlisan
neggesrozzuk, ¢ X QD 90%-kal
elfordul, igy éppen ¢'-t, a3
vetilleti vektort kapjuk, te-
hdt ¢' = EO x (cx go).
Az egyszeribb szdmolds céljd-

142.

ra alkalmazzuk erre a kifejtési té’celt:c
, n
¢ =1’ x {c x go) = c - (ggojgo = ¢ — 5 1, auibsl litszik,
n

hogy ¢' a ¢ n-ral pirhuzamos Ggszetevije.
Mivel ¢n = -9, n? = 9, ¢' = ¢ +1n=(5,2,~4).

=

143. a) Alkalmazzuk a felcserélési tételt az a x b, ¢, 4 :
vektorokra, majd a kifejtési tételt, kapjuk, hogy (a x bXc¢c x d) =;
={taxb)xc]d=[(agl—(bgla]d = (acXbd)~ (bcXadd '

b) Legyenek a giila egy csicsbsl kiinduld élvektorai
a, b, ¢, d; az oldallapok normdlvekiorai a x b, bx ¢, ¢c x 4,
d x a, az 4tldsikoké a x ¢ €3 b x d. A gikok merdlegessége
normalvektorailk nerdlegességével egyensdrtékii. Azt kell tehdt
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bizonyitani, hogy (a x c)lbxdy=

= 0. A feltétel sgzerint:

(8 xbXexd)=0¢és(bxcXaxd)s=
= 0, Végezzilk el itt az a) alatti
dtalakitdsokat:

(8 % bXex d) = (ag)bd) -

— {(bc)ad)} = O
(bxcXaxd)
- (ca)Xpd) = O.

It

(ba Xecd )~

143.

E kit egyenldadg Usszege éppen a
bizonyitanddt adja.

144. a) A pikok metszéegvonala merSleges mindkét sik nor-
wdlvektorira, tehdt a x b-ra s ¢ x d-ra is, ezdrt pérhuzamnocs
a normdlvektorok vektoridlis szorzatival.

b} Alkalmazzuk a kifejtési tételt gy, hogy eldszir
az a, b, ¢ x d vektorokra, majd ag a x b, ¢, & vekiorokra.

c) A bj-ndl kapott eredmény Strendezésével adidik
az 31litds bizonyitdsa.

145, Tegyiik fel, hogy a paralelogramadt asz a ég b vekto-
rok feszitik ki, ezek vetilletei legyenek a' és b';
t =1z xbi és t' = [a' x b'| a vetiiletet tartalmazd sik nor-
ndilvektora legyen az & egységvektor, A 142.a) feladat eredmé-
nye szerint a' = a - (ans, b’ = b — (bnln, ebbSl a' x b =
axb-—gx[(andk~ (bnk]. Szorozzuk seg skaldrisan n-ral
ennek az utdbbi egyenletnek mind a két »ldalst n~ral, (a jobb
s3ldal ndsodik tagja O lesz, mert ameréleges n-ra):

(8" z "o =(a x bln, 5 vegyiik figyelembe, hogy a' x b' pir-

huzamos p-ral, ebbdl |a' x b| = Ja x b| cosa, azaz ' =
=t coga.
1460 — 4x + 2y = — 24,

%47, Az egyenesek hajldsszbge normilvektoraik hajlds-
gzbgével egyenld.
a) 45%; b) 90°%; ¢) 0 {( parhuzamosok }; @) cogp =
=—l_ 6 - 55,490

/13 23’
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148, a) igen; b)) nem; ¢) igen.

149, a) Az egyenes normilegyenletébe helyettesitve P
koordindtdlt, megkapjuk P-nek az egyenestSl aért eldjeles
tdvolsdgit. A normdlegyenletben szerepld normilvektor egy-
gégvektor, Az egyenes normilegyenlete:

254:.%14:_5 = 0, ezért a tdvolgedg: H=4) = %7 1=2]| =

H c)-4_2‘

/5

150, a2} 2,5; b) 3,5.

154, Az egyenes normilegyenlete 4%& -8 2 =0, ezdért

az origdtsl mért tdvolsiga 2.

152, Az egyenesek normilegyenleteibdl kiolvasghats$, hogy
az origdnak ugyanazon az oldaldn helyezkednek el és az origd-
t381 mért tdvolgdgaik 1 ég 2, tehdt a két ezyenes tavolsdga 4.

153, Az egyenes normdlegyenlete i;% -8 2 = 0, tehat

az origit3dl két egyaégnyi tdvolsdgra vannak. A kereseti egye-~
negek origstdl mért tivolsdga ezért 8, illetve —4 egység, e~

zért egyenleteik: Qﬁ% - %% ~8 =0, Qﬁ% - %% + 4 = 0,

154, ad)dx + 41 = 0, By + 13 = 03
bY4dx - 4y + 3 =0, 2x + 2y - 7 = 03
c) 14x — By — 3 = 0, b64x + 112y — 23 = 0,

455, a)x = — A — 4%, y = 3 + 2t, z = T + 6%
byx=4%, y=2~1 +7Tt, 2 = 2 - 9t;
C)x%9=2231y=8;
d)x =11 +3t,y =9+ 2%, z =1~ 1t (8 ¥y3,2,-1)

ig megfelel irdnyvektornak ).

156, Az egyenes irdnyvektordnak x koordindtdja O.

157, Hindkettdn rajta van.
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158, a) x = 3, ¥y =—41 + t, 2 = 5;
b)xztySf‘:t,Zzt,vagy:x:y=z;
-,—-O‘

5 =

i
)
-

c)x =1%t, %

159, Az egyenes irdnyvektora v(a,b,0) alskl. Az egyen-

letrendszer: ¥ = -3 + at, y =7 + bt, 2 = 5,

160. a ) Az egyenes irdnyvektora a két pont Geszekdtd-
vektora, tehdt helyvektoraik kiildnbsége: 3(9,—6,—3), vagy
minden vele kollineiris vektor, tehidt pl. 24(3,—2,—4). Az

egyenletrendszer x = —2 + 3t, y = 5 — 2t, 2z = 6 — t.
PYxXx =5 - 40t, vy = 4, 2 =2 + ¥;
e)x = G, ¥y = 14t, z = —t;
d}yx=3+t, 3y =—-1-1%, z = t.

4614, Az a) £s b) alatti egyenesek azonosak, mivel irdny-
vektorai kollinedrisak, mindkettd tartalmazza az (5,—7,2 1) pon-~
tot, mert az a) esetben a t = O paraméterértékhez tartozik,

a b)) esetben pediz az egyenletrendszerbe helyettesitve koor-
dindtdit —2 = —2 = —2 gdddik. Ugyanigy: a 4) alatti egyenes
azonos az &) és b alattival, a ¢ ) visgzont kiilvnbozik t8lik.

162, x = 4 + 5t, y = -7 — 11t, z = =2,

163. A k&1 pontot Gsszekitd egyenes egyenletrendszere:
*x=—6+3t, y=06~-2%, 2z =—5 + t, Az xy sikkal vald wet-
gzégpontra = = O, tehat t = 5, ezért a metszéspont koordi-
niatdi: Mxy(9,—4,01, Hasgonljan: MyZ(O,Z,—B), M, (3,0,-2)

164. Az adott egyenes (7,—-4,0) pontjat C-re tikrdzve a
(—15,16,2) pontoat kapjuk, ezen dtmegy a tikkrozott egyenes és
padrhunzanos az eredeti egyenessel, ezért egyenleirendszere:

x = —45 — 8t, y = 16 + 6%, z = 2 + 9¢t.

165, AZ egyenesek lrinyvektorai komplanirisak.

166, Metszi; t = —2 egetében az egyenes (0,0,—2 ) pont-—
jdhoz jutunk, ami rajta van a z tengelyen.

XxX—3 _y+4 _ 2+ 2
4670 2 = ‘3 - 7 -
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168, X = 1 _ 3 8 _z -2 . X -4 ¥

+ 8 =& —2
oy} = s] - es 5 -

+
5 =7

169, A gztgfeleszd irdnyvektora pl, a szomszddas ol-~
dalak egységvektorainak az Usszege. x = 1 + t, y = 2 — 3%,
z = ~7 — 8%,

170. a ) Parhuzamosgak, merit irdnyvektoraik kollinedrisak
és az (5,0,7) pont csak az egyik egyenesen van rajta.

b ) Parhuzamssak nem lehetnek, mert irdnyvektoraik
semn azok, Tegyik fel, hogy metszlk s a metszdsponthoz az
egylk egyenegen a tq, a tdsikon a t, paranéteréritdik tarto-
zik, ekkor teljesiilnie kell a kBvetkezd egyenletrendszernek:

2t, = =2 + 2t2,

3 4 5t, = 2 = t,,
—13 = Tt, = 4 + 3t,.
4z elsd két egyenletbll By = -2, t2 = —4, ezek kielégitik =
harmadik egyenletet is, tebdt a veliik eld4llitott D(—4,3,1)
pont windkét egyenssen rajta van, az egyenesek metszdk.

c) A b)-hez hasonld midszerrel nyerhetjik, hogy az
egyenesek kitérdk. Kds midszer: az egyenesek 34(4,2,4),
¥o(2,—1,-2) 33 egy-egy pontjukat Osszekdtd r(5,1,2) vektorok
vegyegszorzata nem 0, tehdt a k4t egyenes nem lehet egy sik-
ban, kitérdk,

d) Metszdk, a netszéspont: (2,5,—1 %

171. Az egyenesek irdnyvektorainak és az egy-egy pont-
jukat Gsszekdtd veltornak a vegyesszorzata O, ebbbl a = 3.

172, Az egyenesek irinyvektorai: 24(4,—4,2) ég 12(2,—3,—4}
nes pirhuzamnosak, tehii egyeneseik sen azok., Az egyenletrend-
gzerb3l kiolvashats (1,4,3) ég (—1,7,4) pontjaik Oaszekdtdvek-
tora r(—2,3,4)s E hirom vektor vegyesszorzata 0, tehdat ezysi-
kiak, ennélfogva ezyeneseik is, 243 mivel nem pirhuzamnosak:

netszdk.
173. Metszdk.

174. I, megoldis: Legyen as egyenes kereseti rontja
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P(4 + Bt, —8t, 6 — 14t), & tdvolsigképlet szerint PD® =

= (—4 + 8t}2 + (-8Bt + 4}2 + (7 — 44t)2 = 272 = 729, eb~
b5l 5% - t - 2 = O és ty = 2, %, = ~1, tehdt a keresett pontok:

[0

P,(20,~16,~22), P,(—4,8,20)
11. wmegolddn: az egyenes egysdg-irdnyvektora:

go(%, - %, %). Az A helyvektordhos 27g°—t, illetve —27g°-t
hozziadva a keresett pontok helyvektorait kapjuk.

175. Az egyenesek hajlisszige irinyvektosraik hajlds-
szbgével egyenld:

a) 60%; b) 45°; ¢) 90°%; a) cosgp = 16

Ja8s

¢ = 43,40°%;

e) cosgp = ;;5 y @ = 53,359_

176, I. megoldds: Az egyenes irinyvektora vi1,4,1),
ag M-bol radllitott merSleges talppontja legyen D, D koor-
dinitdi (2 + t, 4 + 4t, 4 + t), Az MD koordindtsi:
(=2 + &, 8 +4t, =12 + t) v- MHD = O a merSlegessndg miatt
ezért (=2 + t) + 4(8 + 4t) + (=12 + t) = 0, ebbdl t = -1,
¢ igy D koordindtdi: D(1,0,3). A merdleges MD egyenes:
X =1=3%t, y=4t, z = 3 — 13t,

II., megoldds: Az adott egyenes egy pontja P(2,4,4);
a merdleges egyenes w irdnyvektora a Pif v-ra merdleges Sgz~

gzetevGje, ha a mdsik Bggzetevd v-ral pdrhuzamss, azasz
W= ﬁﬁ - 2_;@ Ve
Y
Mivel Pl (2,-8,12), w = (3,-4,13), az egyenletrendszer mir
felirhat3.

111, megolddg: Az M-et tartalmazsd és az adoitt egyeneg-~
re merSleges sik egyenlete x + 4y + 2z = 4, ezt az adott egye-
nes a D(4,0,3) pontban metszi, a keresett egyenes M és D Saz-
szekitd egyenese,

7. x = 2 + 4%, y =1+ 1%, 2 ==3— 7t. (A megoldds
addgzere azonos a 476, feladatéval. )
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N
et

178, x = 3 + 3t, y = 1 + 454, 7z = —3 4+ -

(Lisd at eldzs feladatoat!)

179, I, megoldds: A P egyenestdl

mért d tivolsiga annak a pa-
ralelogramninak a wagassiga,
amelynek alapja az egyenes

v irdnyvektordival egik egy-
be, migik oldalvektora pedig
P-t a2z egyenes egy PO pont~
jdval tsszekdtd vektor, M

P 179. vel a paralelogramma teri-
lete fgo xvl = |¥id, d =
ngX‘_'fl gt
= . Mivel r_ = = (0,-5,6), v = (6,9,2), j¥| = 14,

q
X v| = V64°+36%430° 6292, 4 = _§$gg = f52 = 7,21,

ii, megoldds: Ha r,~t v-ral pirhuzanss és r4 aerdleges
Ogsgeteviire bontjuk, d éppen 8 merdleges Bsazeievd hoggza,

azaz

Ty
d = - = 7.
117, megoldés: P-n 4%t y-ra wmerbleges sik egyenlete
oxr + Qv + = 36, az egyenesnek ezzel a gikkal alkotott

D dofcsszntga P-bd1l az egyenesre 411itott merSleges talp-
pontja. D koordindtdi (—T’ %W’ 77) és igy PD a tdvolsdg-
képlettel 4 = 7,24,

IV, zegoldds: 4 D pontot abbjdl a feltételbdl is meg
lehet hatirozni, hogy a PD~nak a v-ra mer§legegnek kell
lennie. {L4sd a 4176, feladatot.)

18C. &) A k4t pdrhuzamos tivolsiga az egyik ezy pont-
Jinak a misik egyenestdl mért tdvolsdzival egyenld. ( Lisd
a 479. feladatoi.® Ennek alapjdn a tivolsdg 3.

») [45 = 0,86.

184, Kiszdmitjuk P-bSl az egyenesre 411itott merdleges

talppontjdnak koordindtdit, w=ajd erre tikroezzik P-~t, a tii~
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ot AE 12
kirksdp: P (_’I_qff’ - "}r,g’ - %73[)'

X -2 ¥
182, a) E—g—— = i—%—z, z2 =0, vagy: 4x - Sy = 23,
z = 0

01X =2~ 3%, y =4 +6t, z =0, vagy: 3Ix + ¥y =

= 140, z = O,
183. Vdlasszuk paraméternek pl., az y koordingtdt, ek~
kor az x — 2y = 15 egyenletbdl y = E—:Eié, a 3y —z = 10

egyenletbdl pedig y = 2+ 40, igy az egyenletrendsgzer:
3 v 18

X =15+ 2, y = t, 2 = =10 + 3%,

184. Egy e egyenes z tengelytdl
2drt tivolsdga egyenld xy
gikon levl e' vetiiletének
az 2rigdétsl mért tdvolsdigi-
val, Az adott egyenes vetiile-
tinek az egyenlete az xy
koordindtarendaszerben

X +2 _y +1
4 T3 ’
X 184. 3x + 4y + 10 = 0, ennek nor-

azaz

nilalakja:

éx + Ey + 2 = 0, tehdt az origdtdl mdrt tdvoladea 2,
5 5

185. a1 iz egyenesek tivslsiga egyenld az egy-egy pontju-
kat Ussgzek6td vektornak a normiltranszverzslisg irdnyidn levd
vetiletivel. A normiltranszverzilis irdnyst az egyenesek
irdnyvektorainak vektoriilis szorzata azolgialtatja. Az irdny-
vektorok: Yq(—413’4): 32(4,5,ﬂ), vy X !2(—47,5,—8), Az egye-
nesek egy-egy pontja: (8,2,0), (-3,0,1), Ssszekdtdvektoruk:
r(14,2,—1), a tdvolsdg:

—169

J - 8,69,

¥y ¥ | /378
by 205 L 5 s,
3 = 255
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) -‘g—% = 0,030;

4} 0,{metszdk ).

186, Legyen az 8, és e, egyene-

gek xy sikon levd votillete

2 e ém el, ezek metszéepont-
et t 1 2 .

jdban z-vel hizott pdrhuza-

e :::><::: mo8 a keresett t transzver-

zdlis (186.dbra). Az adott

egyenegelt vetillstelnek o~
Y gyenletel az xy koordinétg-
M 3 LX=3 _ 3y +
* 5 e rendgzerben: r\ = L5,
186. azaz 2x — ¥y = 12 da x + 4 =

= Q—Eéi§, azaz 2X + y = 16,

ezek metszéspontja: M(7,2), ezért a transzverzdlls egyenlet-
rendszere x = 7, ¥y = 2, z = 1.

187, I, megoldds: Az €y paraméterét t4~gyel ezmét t2-
vel jeldlve az egyenes tetszés szerinti két pontjdnak Sspze-
¥5t8 vektora (5 — 6t4 - 265, =3t, - 3 — t,, -8 + ity + 1,)

alakd. Olyan ty ég t, értékeket keresglink, amelvrs =z a vek-

tor pdrhuzamos c-ral, azaz

5 — 6%, — 2t, = =11},
—3 - 3t, — t, = -2,
-8 +4t, +t, = 2%

Ennelk wmegolddsa by = 2, t2 =2, A = 41, (Tulgjdonképpen csak

tq-re vagy t2~re van gzilkséglink, ) Igy a transzverzdlis pont-
ja eg-en (-7, —~6, 9), ezért egyenletrendszere x = -7 — 41%,

¥yeo—6~—1t4t, 2 = 9 + 2%,

II., megoldda: Megksresaik az €,~en itmend c-ral pdrhu-

zamos giknak és ez-nek a d6féapontjit, ezen megy 4t s trangz-

verzdlis,

188, Az egyenesek irdnyvektorai: 14(3,—2,3), 22(1,2,—1),
a normiliranszverzdlis mindkettdre merdleges, ezért a
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vy X 22(—4,6,8) vektorral pdrhuzamog, helyette azonban g
szdwolds egyszeriigltése cé1jdbél a v(—-2,3,4) vektorral is
gzdmolhatunk. A normdltranszverzdlissal vald metszégpontok
paramétereit az egyes egyenesekngl tq-gyel, illetve tz-vel
Jeldlve kapjuk, hogy a két metsgzdspont Smgzekdtd vektora
v-ral pirhuzamos, azaz van olysn 1, hogy

-8 + 31;4 - t2 = —=22,
12 — 21:4 - 2t2 = 33,
16 + 31:,[ + t2 = 42;

az egyenletrendszert wegoldva kapjuk, hogy t{ = tz = Q,
a metgzéspontok tehsdt M,(~7,4,4), M,(1,-8,-12), a normdil~
transzverzdilis egyenletrendszere:

xX+7 y-4_3-24
-2 3 4

hossza, azaz a két kitérd egyenes tdvolsidga: M1M2 = JEEZ.
Megjegyezzik, hogy két kitérd egyenmea tdvolsdga a normdl-
transzverz4lls eld41llitdss nélkil is megoldhatd., (Lisd a
185. feladatot!)

-2 Xt _ %=
89, x 2 = 5 T

490, A megoldds alapgondolata
az 4brdrdl leolvashats. A
P pontbdl az egyenesgre il-
litott wmerdleges P talp-
pontjdnak a koordindtdit a
176. feladat alapjén hatd-
rozhatjuk meg, P'(2,0,4).
A PP' a tdvolgdgképlettel
6-nak adddik, Az egyenes

190. irdny-egyaégvektora:

IO(-%, - %-, %), enmélfogva

13:?1 = 6v° = (2,-4,4), s igy P, koordindtéi: Py(4,~4,5);
PP, = (2,8,~2), tehédt a PPQ egyenes egyenletrendszere:
x=6+2t, y=4 +8t, 2 =3~ 2t, HagonlSan adddik a PP,

egyenesé: x = 6 + t, ¥y =4, z = 3 + t,
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194, I, megolddm: Az A pontra illeszkedd d-ra werile~
ges sik: 6x ~ 2y — 3z = —1, ennek ém az adott egyenesnek a

kozds ponija: P(1,-1,3); a keresett egyenes azonos az AP-

X+ A y—2 z + 3
vel: 2 = __3 = [y @

II, megoldds: Az A~t az adott egyenes (4,-1,3) pontj4-
val Usszek8tS vektor: r(2,-3,6), az adott egyenes irdnyvek-
tora ¥v,(3,2,-5), az elddllitands egyeness Eg(a9bv°)’ ¥, we-
réleges a-ra, ezdrt 6a — 2b — 3¢ = 0; a metszés miatt vi-

gzont a b cl
ToUpL = 0=13 2 -5{,
2 =3 6

amib6l —3a — 28b ~ 43c = O, Mivel az a,b,c koordindtdkralk
cgak 8z ardnya lényeges, feliehetjiik, hogy pl. a = 2, Akkor
b=-=34ésc =6 és igy a keresett egyenes:

1. 3—=2 -2 +3

X ¥
2 -3 [

192, Az adott egyenesek lrdnyvektorainak vekioridlis

gzorzata az 4j egyenes irdnyvektora, ezért egyenletrendsze-
re: X = -4 + 3t, y =2 - 9%, z = —-4t.,

123, 21 =3x + 2y + £42 = =25; D) IX + 3 + Tz = —=11;

1§

c)X + 2 T3 d)Y=-2x + 9y + 92 = 0; e) z = =7,

0, x =0, y=0.

.
\¥e]
L~
.
]
4]

195, 3y = 8; y = -8,

196, Normdlvektordnak valamelyik koordingtdja O, mi-
vel pirhuzazos az egyik koordindtasikkal.

497. A gik egyenlete: ax + by = c.

198, 2x + 3y = O,

429, A sik normdlvektora n(—4,5,2), dtmegy a P(—4,5,2)
ponton, tehit egyenlete: —4x + 5y + 2z = 45,

200, A eik normdlvektora g x b(—1,—4,~7), egyenlete:

X + 4y + Tz = —16,
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204, x - 3 —- 2z = Q,

202, Az AB(4,0,-3) és AC(—4%,4,0) a sik két vektora, a
gik normdlvektora ezek vektoridlis mzorzata: AB x AC =
= (3,3,1), a sik egyenlete: 3x + 3y + z = 8.

203, A sik két vektora: sz orlgdbsl az egyenes egy
pontjdhozs mutatsd (3,-7,0) vektor és az egyenes v(2,1,1)
lrdnyvektora, A slk normdlvektora ezek vektoridlis szor-

zatar (=7,-3,17), esért a sik egyenlete: 7x + 3y —17z = 0.
204.§—§+§=4,

205. A sik s koordindtatengelyeket rendre a (6,0,0),
{0,4,0}, (0,0,3) pontokban metszi, a tetradder origdébdsl ki-
indnld éleinek hossza tehdt: 6,4,3 ezért térfogata: 12,

206, Az a) és c ) alattiak pirhuzamosak.
207, a)x — 4y + 32 = 0; B) 9x + b6y -~ 4z = —50,

208, A pik noradlvektors 55(4,—12,—6), AB felezdpontja
F—~1,4,3), ezért s sik egyenlete: 2x — 6y — 3z = =17,

209, A gik normilvektoras az egyenes irdnyvektora:
v(2,6,5), a sik egyenlete: 2x + 6y + 5z = 11.

280, 2y — 32 + 7 = 0,

244, A gik normfilvektora az egyenesgek irinyvektorsinak
vektoridlis szorzata: (1,-25,9), ezért egyenlete: x — 25y +
+ 92 = =63,

242, Az xy sgikot: 3x + 47y = 2, z = O; az yz sgikotb:
A7y + 82 = 2, x = 0; a zx gikot 3x + 8z = 2, vy = O,

243. Az elG41litandd sik normdlvektoras merSleges az
adott sik n{1,-2,5) normdlvektordra ¢és az adott egyenes
v(2,4,4) irdnyvektordra, tehdt ezek vektoridlis szorzata:
nxy=(-13,6,5), a gik egyenlete: —43x + by + S5z = 56,

214, Az elddllitandd sikban benne van az Aﬁ(2,2,3)
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vektor és asz adott sik n,(4,—-2,3) norudlvektora, ezdrt
norndlvektora ezek vektoridlis szorzata: (42,~3,-6 )~ (4,-4,-2);
8 g1k egyenlete 4x — y — 22 = 9,

215. A sik norwilvektora mindkét adott sik normilvek-
tordra merdleges, tehdt azok vektoridlis szorzata, ezért

az egyenlet: 7x — y ~ 5z = 0.
246, 6x — 20y — 112 + 1 = O,

217. A slk normilvektora sz egyenesek irdnyvektorainak
vektoridlis szorzata, egyenlete: 9x + 11y + 52 - 16 = 0,

248, 2x — 46y - 13z + 31 = 0O,

249. Az egyik egyenesen a P(1,—1,7) a misikon a Q(-5,2,-3)
pontot vdlaszijuk ki, a PQ szakasz F(—2;0,5;2) felezdpontjdn
megy 4t & gik, normdlvekioras az egyenerek lrdnyvektorainak
vektoridlis szorzata, egyenlete: 9x + 11y + 5z + 2,5 = 0,

220, a) Két sik hajldsszbge normilvektoraik hajldsgszs-~
gével egyenld, Mivel s normflvektorok: B,(1,~f2,1), n,(1,2,-1),

a.n
=2  _ =2 __ 1
07 (B) = TRy T T T

A két vektor itt tomragzdget zdr be, ezért a hegyesszdgi haj-
ldesztg koszinusza %, ezért a ¢ hajldsszog 60°;

b) 45°;

[ 900;

224.3}—-?7—'% —-2-7——-

ey & , ¥, _

3 =
2 2 /2 e
Az origétsl mért tivolsdgok rendre: 2,0,§§.

0.

222, El16411itjuk a sik normilegyenletét igy, hogy vé~

glgoszijuk egyenletét normdlvektora hosszdval. Mivel lny =

f 2 . 18
= 62 + 12 4 482 = 19, a normilegyenlet %%-—«%5 + 7§§ -1 =20,

I ¥



A pont helyettesitéel éridke az egyenlet baloldaldba azol-
gdltatja az (eléjeles) tdvoladgot:

%% + i% + %g - 4§ = %% = 2,32,

6
223. a) 3; b)——; ¢c)0; d) 2; e) 3.
Y

224. 4,

225, A pont koordindtahdrmasa (0,b,0} alakid, a sik nor-
mdlegyenlete % + %; - %g - % = 0,
4 pont siktdl mért tévolsdga l%? - %l = 4, ebbbl bQ =7,
b2 = =5, teh4t a két pont: (0,7,0)és8(0,-5,0),

226, A glkot gy kaphatjuk meg, hogy az adott sikot a
C pontbdl felére kiceinyitjiik, tehdt dgy is ehhez a sikhosz
Jutunk,ha a C és aslk tetszbleges pontja £1tal meghatérozott
szakasz felezlpontjdn 4%t az adott sikkal pdrhuzamos sikot
fektetink, A gik egy tetszdleges pontja: P(3,0,0), PC fele-
z8 pontja (4,-4,2), a sik egyenlete: 2x — 9y + 5z = 64,5,

227, I, megoldds: Az adott sikok normilegyenletei:
1

_2{.+_2_1‘__z_+—1.=0é81+23_z— = 0,

L7 S (7 B [V S (7 /a4 i g Jag

Az origébdl mért tévolsigaik killénbsédge ezért !— 2. L=
Ma s

= -\-[i_-, ez egyittal & két sik tdvolsdga is. A keresett sik a
14

gikokt6l ezért ;é: tdvolsdgra van, ezért a normdlegyenletében
14

szerepld 41landd értdke —2— — —2- = — —1 2 L , e2ért

M Ty

a8z egyenlete 3x + 2y -~ z + 4 = O,

11, megoldds: Vdlasszunkki a sikokon egy-egy pontot;
legyenek ezek (0,0,3) és (0,0,~1); az ezeket Sopzekdtsd szakasz
felezSpontja (0,0,1),ezen halad 4t az adottakkal pédrhuzamos
gik, tehdt egyenlete: 3x + 2y — 2 = -1,

228. a) I. megoldds: Az elsd sik normdlegyenlete:
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-};— -231 - %z_ — 4 = 0, A mdpodik sik egy pontja: P(6,0,0), en-

nek helyettesitésl értéke az egyenlet baloldaldn -2, tehdt a
pont~gik tdvoledg és ezzel egylitt a két sik tdvolsdga 2.

II, megoldds: A mdsodik sik normdlegyenlete:

-3 -5 - 2=0. 2 norndlegyenlotekbsl tehdt kiolvashats,

hogy az origdénak a sikokbdél mért eldjeles tdvolsdgal: 4 és 2,
azonos eldjelikk miatt az origé azonoa oldaldn van, tehdt a
két ik tdvolsdga 2.

b) 3,5.

229, Az adott sik normglegyenlete: %?5 - isl - %E + -g a0

alakid, a keresett sikokd pedig: %35 - -461 - %‘5 - p = 0, Mivel
az adott sik origdtdl mért tdvoladga: -%, az eldédliitandd si-~

koké: — 4 + 2, illetve — A~ 2, tehst Py =3 Dp=—%, aal-
kok egyenletel: 4x — 4y — 22 — 9 = 0, 4x — 4y — 22 + 45 = O,

230. Ha a sikok normdlegyenleteit I‘ZI‘1 = 0, N2 = O gzim-
bolikus alakokkal jelezziik, mivel a szdgfelezd sikokra az jel-
lemz8, hogy pontjaik mindkét eiktdél egyenld tdvoledgra vannak,
ezért ha P rajta van valamelyik szogfelezo glkon l}ﬁ'i(P)l
= |Ny(P)], ami azt jelenti, hogy ¥ 1(P) = X N,(P), tehdt a szig-
felezo gikok pontjal az N,' + N2 = 0 illetve Nq 2 = 0 egyen~
leteknek tesznek eleget. Mivel a két adott eik normélegyenlete
_};._.2!.,+.§_Z___5__=oés_3_3f__§_ Iy 2 = 0, a gzig~
M4 i o g /14 a4 Jas g

felez§ sikok: 4X - 5y + 8~ 2 =068 —2x -y + 32— 8 =

231, Az 8y ésa 8, pérhuzamos silkok, ezért ha 5, egy tet-
szoleges P pontjdt tilkrozaiik 8, egy tetszoleges Q pontjdra, s
p' tikdrkép rajta lesz a tukrozott 91 gikon, ésg s,! pérhuzamos
8,~gyel. Legyen P(3,0,0), QA-7,0,0), a tiikrszstt pont:

P (-17,0,0), és igy #, egyenlete: 2x — 8y + 3z + 34 =

232, A feladatot megoldhatjuk példdul gy, hogy az adott



sik hérom pontjdt (kettdt lehetSleg a metaszdsvonalon) tikréz-
zitk, A tiikSxkép: 8x + 4y — z — 16 = O,

233. A metszl ik pdrhuzamos az AB és CD élekkel, norudl-
vektora az AB x CD = (2,—4,5), egyenlete: 2x - 3y + 5z = 3,

234, a} I. megolddg: Az egyenes egyenletsébll y = — 2x + 1
és z = 6x - 6, ezt a gik egyenletébe helyettesitve
22 + 3(— 2x + 1) + (6x - 6)—- 4 = 0, a metazdéspont x koordinsg-
tdja innen x = 2, ezért y = — 3, z = 6, tehdt a metszdapont
M(2,"3v6 )‘

II, wegoldds: Ha az egyenleirendszer paraméteres alskban
adott, vegy azt arra dtirtuk: x = 41 + t, y = = 4 — 2%, z = 6%,
& koordindtdkat s sik egyenletébe helyettegitve t~re n
2(4 + t) + 3(—~1-2t)+ 6t — 1 = 0 egyenletet kapjuk, ebbsl
t = 4, és igy a doféapont koordindtdi (2,-~3,6 ).

) (45, Fre Bg) o) (5,4,16%

d) az egyenes pdrhuzamos a sikkal, nincs dsféspont;

e) az egyenes benne van a sikban.

235, Az egyenes irédnyvekiordnak éo a mik normidlvektordnak
a gkaldris szorzata O.

236o ot = _30
237. a = 3, 4 = ~23,

238. A keresett pont z koordindtdja 0, ezt a aikok egyen-
leteibe helyettesitve a 2X + y~ 3 =0, x +y—- 1 = O egyenlet~
rendszert kapjuk, ennek megolddsa x = 2, y = -1, 2 pont:(2,~-4,0)%

239. a) I, megoldds: Keressiink a sikokon két kozbs pontot
(egyszeriigég kedvéért koordindtasikban fekvd pontokat ). Ha
x = 0, z-re —4 ée y-ra —8 adédik, tehdt M 4(0,~8,~4) a metszés-
vonal egy pontja: ha 2z = 0, a kapott pont M2(2 -1,0), Az M4M2

metszdégvonal irdnyvektors v = M4M2 = (2,7,4) ezért a netgzés-

vonal egyenletrendszere x — 2 -yt
zo
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IT, megoldds: A metwzésvonal irdnyvektors a sikok normdl-
vektorainak vektoridlis szorzata, mert a metszdsvonal mindkét
normdlvektorra werSleges. Mivel n,(1,-2,3) ésg 25(3,2,-5) vek-
toridlis ezorzata (4,44,8)~(2,7,4)s Ugyanigy, mint az eldzd
megolddsgban, 1tt is kiszdmitunk egy koz0s pontot, ennek és az
irédnyvektornak a birtokdban a metszémvonal egyenletrendszerét
mdr felirhatjulk.

ITT, megolddg: Kilgzdboljlk ki a két egyenletbsl eldamzdr
az x-et, majd az y-t (az egyiltthatdk egyenldvétételével, majd
kivondseal): 4y — 7z + 4 = 0 88 2x — 2 — 4 = O, e két egyenlet-
b8l pedig z~t kifejezve kapjuk, hogy z = 2x — 4 éa

Z = ﬂf—i, tehdt 2x — 4 = -AI-L;;—"’ = %, ezt még a szokdsos alak-

ra hozhatjuk, ha az egyenletrendszert 4-gyel viégigogztjuk:
X =2 + 4 %
.

pyx-3=ipfag o XLl 2,

X=3_.3¥—-4_z

240, A hédrom egyenletbSl 4116 egyenletrendszernek egyetlen
megolddsa van, a k8z3s pont: M(4,-2,2 )

241, I, megoldig: Normdlvektoraik vegyesszorzata 0, ez azt
Jelenti, hogy komplandrisak, teh4t a metmzésvonalak mindegyike
merSleges a normdlvektorok sikjédra, ezért pdrhuzamosak, vagy e-
setleg egybe is eshetnek, Bzt az utébbit kizdrhatjulk azzal, hogy
kiszdmitjuk két siknak egy kizds pontjdt s meguutatjuk, hogy ez
nince rajta a harmadikon. Vegyilk észre, hogy a sikok kbzbtt nincs
pérhuzamos.,

17, megoldds: Szdmoldssal meggylzddhetilnk réla, hogy a hirom
egyenletbdl 41146 egyenletrendszernek nincs megolddsa, tehdt a
hérom siknsk nincs k&z5s pontja.

242, 8)a £7; b)a=T7,b=a3; c)a=7, b#3,
243. Egy egyenesre illeszkednek,

244, Ha a feltétel teljesiil, akkor a hédrom sik biztosan egy
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egyeneare illeszkedik, mert az Sq éa S, bdrmely kzbs
pontja rajtas van S3-on 18, Legyen ugyanis M{a,b,c) S&

és S, metszéavonaldnak egy pontja, ekkor ez kielégiti

S, és S, egyenletét, tehdt Sy(a,b,e) =0 és Sy(a,b,c) =
= 0, tehdt SB(a,b,c) = aSq(a,b,c) + pSy(a,b,c) = 0, te-
hét S3 egyenletét ig kilelégiti,

Ha viagzont az S, sik dtmegy S, és S, metszésvona-
14n, legyen P(d,e,f) SB-nak a metaszégvonalon nem fekvd
egy pontja és legyen a = SZCd,e,f), B = —Sq(d,e,f), a
éa 3 tehdt nem O0-k, Az asq(x,y,z) + psafx,y,z) = { egyen-~
let az eldzbek szerint Sy én S, metszdgvonaldn dtuend sik
egyenlete, de a és p vilasztdsa wiatt asi(d,e,f} + pSz(d,e,f) =
= 54(d,0,7)5,(d,e,f) ~ 5,0d,e,£)5,(d,e,£} = 0, tehdt tartal-
mazza P~-t, ami azt jelenti, hogy ceakis S3 lehet, ezért
S3(x’395) = (IS&(X,y,Z) + [352(1,3.2 o

245. I, megolddm: Meghatirozzuk az elsd két sik két
ktzBa pontjdt és megmutatjuk, hogy ezek rajta vannak a
harmadik sikon is.

II. siegoldis: Ha a sikok egyenletei rendre S4 = 0,
S, = 0, S3 = 0, akkor ldthatjuk, hogy S; = 25, — 35,,
ami eldz6 feladatunk alapjdn éppen azt jelenti, hogy exy
egyenesre illeszkednek,

246, I, megoldds: Szdmitsuk ki a két sik metszéavo~
nalén két pont koordindtdit, e két ponton &s a P-n dtme-
né gik egyenletdt kell felirnunk.

I1, megolddsg: A 245, feladat II. megolddsa szerini
a keresett gik egyenlete a(x —~ 3y + 3z — 8) + pl2x +y -
— 2 + 2} = 0 alakd, ahol a a P(~2,1,3) koordindtdinak
helyetteslitési értéke a mdsodik, —p pedig az elsd egyen~
letbe, tehdt a = -4, p= 2, tehdt a sik egyenlete:
3y - Tz + 48 = 0,

247, y + z — 48 = O,
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248. a) A sik n(41,9,4 ) norudlvektordnak és az egye—
nes v(4,4,9) irdnyvektordnsk a szige pbtazdge a ik és

egyenes @ hajldssztgének:

nv
008 (90° = @) = —==— = 43 = 4, 90° - ¢ = 60°,

1] 1¥|
@ = 30°%,
) 0% ¢) 90°; a) cos (90° — @) = -y,
¢ = 43,78°%,

249, Az AB felez§ merSleges sikjdnak és az egyenes;
nek a ddféspontja a keresett pont: P(-2,2,2 )%

250, A ponton 4t a sikra emelt merdleges irdnyvekto-
ra a gik v(2,~4,3) normdlvektordval azonos, ezért egyen—
letrendszere X =5 + 2%, y = 2 - ¢, 2 = —{ + 3t. Ennek
t
a sikkal alkotott doféspontja a vetilleti pont: P ( 3, "?’ -279).
251, P-b8l merSlegest 411itunk a ailkra, és ennek do-

féspontjdra tikrdzzik P-t, a tiikSrkdp: (=5,1,0 )
252, (1,~2,2).

253- ( 2 ,-3 ’—5 )0

254, Eldgzidr kigzdmitjuk az
adott egyenea és gik do-
féppontjdnak a koordind-

N
B t41t: D(4,2,-1) A vetii-
letl egyenes irdnyvektora
D e Y41 82 adott egyenes v 1~
Y rényvektordnak n-re merd-
: leges Usszetevije,
\e s

M=~ :g D= {=4,-2,-1),
n

a vetiilet egyenletrendsze—
re tehdt x — 1 =1-:2'-—2-=z + 1.

us



255, Az egyenes ég a gilk dsfés-
pontja: D 6,—-4,-2), Ha az
egyenes irdnyvektora a
v(7,~8,~5), & slk norm4l~
vektora n(1,4,4), az dbré-
rél leolvashaté, hogy a
tlilkrozott egyenes v' irdny-
vektordra ¥' = v — 2¥,e 8=
hol ¥  a ¥ n-ral pdrhuzamos

e toszetevsje, tehdt

255,

1<

Ay

™

SING S Tl
x A

1

ay
Ep = ;'Z a= {(—2,-2,-2).

¥ = (44,—4,-4), igy a tikdrkép egyenletrendszere:

o

x—6=3+4=z+2
-4

256, A keresett e egyenes benne
van a P-n 4t az gdott sik-~
kal pdrhuzamosan fektetett
aikon, ennek egyenlete
exX —y + 52 + 4 =0, Az a-
dott g egyenes ezt a sikot

df/ a D{(1,-12,—3 } pontban met-
. szi. Az e egyenes irdny-
vekitora PD = (4,-17,~5) és

ilgy egyenletrendazere:
X + 3 =¥=5_z-=2
a - _5 *

257« A keresett egyenes merSleges a sik n(2,4,-8) nor-
mialvektordra és az adott egyenes ¥(4,2,4) irdnyvektordra,
ezért irdnyvektora Yy=0 XY = (17,~34,0)~(4,~2,0), tehdt
egyenletrendszere: x = =3 + t, y = { - 2%, z « 4,

258, 13x — 44y + 4z + 51 = 0.

25%., A sik egy pontjaként sz egyenes egy pontjdt vi-
laszthatjuk, normdlvektora pedig az egyenes irdnyvektord-
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nak ée ar adott sik normdlvektordnak a vektoridlis szor~
zata, A glk egyenlete: x — 8y — 43z + 9 = 0.

260, A transzverzdlis pdrhuzamos a sikok metszégvo~
naldval (lded a 487. feladatot! ), egyenletrendszere:
X=e=3 +8t, ya-1-13t, z = 2 - 4t,

264. Az egyenes a sikok metezésvonaldvel (noradlvek-
voraik vektoridlie mzorzatdval ) pdrhkuzamos.

262, x — g% ¥y + %% Z - %%
2 - F "=t

263. A eik dtmegy az elsd egyenes P(3,0,~1) pontjén
és normdlvektora a két egyenes irdnyvektorainak vektori-
dlis szorzata: (—19,2,9), tehdt egyenlete: —49x + 2y +
+ 9z + 66 = O,

264, Y tartalmazza az « eik n(2,-1,4) normélvekto~
rdt és e ¥(2,4,0) irdnyvektordt, ezdrt y noruwdlvektora
DXy -=(-4,2,4), egyenlete: —=x + 2y + 4z = 4,

265, Az y tengely az « sikot a P(0,4,0) pontban met—
gzi, g irdnyvektoras merSleges az e ¥(1,3,—1) irdnyvektordra
és a sik n(5,-1,3) normilvektordra, eazdrt

o xy=(-8,816)v(~1,1,2)
adja az irdnydt, tehdt g egyenletrendszere: x = -t,
¥y = 4 + t, Zz = 2tv

266, Az eld4llitandd sik tartalmazza az egyenes
¥(-3,4,~1) Llrdnyvektordt és pdrhuzsuwos az adott sikok met-
szésvonaldval, azaz a sikok n,(1,-8,1), 32(2,4,4) normdl-~
vektorainak R, X n, vektoridlis sgsorzatdval. Ezért normgl-
vektora (gq x 9_2) Xy = (gqy_)r_zg - (223)1_1% 2 - 4222 + 624 =
= (~48,-60,—6 )1 (3,40,41), egy pontja az adott egyenes
(5,0,—1) pontja, igy egyenlete: 3x + 40y + z = 14,
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267, I, megoldds: A g egyenes

benne van P és e, slkjé-

ban, ezért g irdnyvektora,
¥, merfleges a sik n nor-
mélvektordra és ez—nek Y5
normdlvektordra is, tehdt

///// Y =B XV, P-bOl az egye-
nes egy pontjghoz muiats
&2 r = (4,0,-2) és ¥, vekto-

ridlis sgzorzata n, tehdt
¥=(xy)xy,s=

267

= (EIZ )Eq - (2422)5 = ""2224 — 4r = (—60,~22,~14 )~ {30,14,7 )
ezért
g : x3+ 1 _ i& - B 3.

1¥, megoldda: P-t az 84(3 + 2%, t, 1 + t) pontjaival
oBozekBts vektor (4 + 2t, t, =2 + £t ) alaki &g ha ez $ppen
v-ral azonos, gg-ral gzorozva O-t kapunk, tehédt
—~2(4 + 2t)+ % + (=2 + t) =0, ebbSl t = 5,5, tehdt ey-nek
a P (14; 5,5; 6,5) pontjdt kell Ssazekdtnink P-vel, hogy
g~t kapjuk., A PPO egyenes egyenletrendszere azonos &% eld~
z8 megolddsban nyerttel,

-8y +t4z _ 4 .

268. Az adott sikok normdlegyenletei
= 0 ég AXE* 23% =2% _ = 0, A keresett egyenes benne van

pl. az elsd siktsl egyeégnyi tdvolsdgra levd {vele pdrhuza-

mos ) aikban, ezek egyike az z;:£§}1;£2 -5 = 0 gik.

A midsodik sikbdl a 2% * 23%,- 22 _ 5 = 0 gik 3 egyaégnyire

van., Ezek metszégvonala kielégiti a feladat feltételeit.

269, Mivel ey éa €5 kitérs é~
leken vannsk (nem pdrhu-
zamosak ), e két egyenes
normdltranszverzdlipa tar-
talmazza az egyik oldaléli.
BEzért ellsztr a ey éa e,
normdltranszverzdlison le-

v5 A, illetve A' pontjdt
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hatdrozzuk meg. Legyenek ezek koordindtdi A(-5 + 4%,

6 + 4t, —4‘3+7t)esA(5+t' —7 + 4t', 20 + 8t'),
ezért az AL = (40 — 4% + &', —13 — 4t + 4%,

35 = 7t + 8t ), ezt a 21{4,4,7) és 32(1,4,8) vektorok-

kal gzorozva O-~% Xapunk, tehdt

4010 — 4% + £ )+ 4(—13 — 4% + 48" )+ T(35 - Tt + 8t' ) = 0
(10 — 4% + ') + 4(~13 — 4t + 4%' ) + 8(35 — Tt + 8t' ) = O,

EbbSL a t,%f -re nézve kétismeretlenece egyenletbol ' = ~2,
t = 4, tehdt = metszespontok A= 4 10,-8), A (3,—15, 4). M5~
vel vyl = P90 = 9, AB = 2V 4 és AD = +2v2,AC = AB + AD

a8z egyik megoldds (2v éa 2v vektorokkal mszimolva ):
A( —-1,40,~8), B(? 18, 6), c(9, 26 223, D(1, &8 8),
A (3,=15,4), B {11,-7,48), C {5,~7,20), D (13;4,34).

270, a)x =x' — 4, y=3" +6, z =z' - 1,

[t}

b})X —~ 8y + 23 + 6 =x' = 4 = B(y' +6)+
+2(z' — 1)+ 6 =x" — 8y + 2z' — 48 =

271, Tegylik fel, hogy az origdt a v(a,b,c) vektorral
toltuk el, ekkor az Attérés egyenletel: ® = x' + 8, ¥ =
=3 + b, z =2 + c¢; tehdt

3~ 4y + 2 + 9 =3(x" +a)— 4y +b)+ (8" + ¢) =

= 3x' — 43" +2' + 38— 4b +c + 9,

ennek meg kell egyeznie a megadott transzformdlt egyenlet-
tel, tehdt

3x" =4y + 2" + 38— 4b + ¢ + 9 = 3x' - 4y' + 7' - 17,
ebbsl 3a - 4b + ¢ + 26 = O,
axi azt jelenti, hogy a lehetséges dj origsk [xyz] rend-
szerbeli koordingtdi az eldbbl egyenletnek tesznek ele—
get, azaz egy wikon vannak,

\5 _x' {3 !
272, 8) X = TT - ¥ y == %T‘

b}x:x_l.+1l_.’y=——_+i_
/2 /2 2 /2
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c)lx =—-y', §=x',

d)yx =3', vy = —x',

e)x = —=x', y =-y',

273, Az 4ttérés egyenletel: x = %? x' - %? ¥, -
¥y = %? x' + %g y', ezért O = x2 - y2 -1 = (ig x - %? y') -

2
(JE X'+ %? y') -1 =-2x'y" - 41 = 0, tehdt x'y' = = %,

274, —30°,

275, Az Uj tengelyek egységvektorai a régi rendszer-—
ben: (%%, %%) ég (— %%, %%).

Ezért a transzformdecid egyenletei:

276, Toljuk el eldszdr a koordindtarendszert, az dtté-
rés egyenletei: x = x' + 4, y = y' + B, az eltolt koordind-
tarendszerben az egyenlet: 4(x' + 4)— 3(y' +8) =4 =
= 4x' = 33' — 9 = 0, Alkalmazzuk mogt erre a 30°~om elfor—
gatdat, ennek egyenletedl:

x' = E%;E - %;, ¥y = %; + 1%;3, ezért

4x' - 3y' — 9 = 2(}("\/-3_—3")—3(“:{22 +l"2‘lr.3<}_9 =
= (2/3 = 1,5%" = (2 +3§f§1v"—9 a 0,

277. Az eltoldsndl végezzilk el az x—~xX + 2, y—y + 3
helyetteslitéat:
5x2 + 4xy + 8y2— 32x — 56y + 80—~5(x + 2)2 +4(x + 22Xy + 31 +
+ B(y + 3)2 — 32(x + 2)—-5S6{y + 3} + 80 = sz + 4xy + 832 -
- 36,
Az elforgatis transzformdcids egyenletedi:
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Az elforgatott koordindtarendszerben az egyenlet igy ala-
kul:

5::2 + 4xy +832—- 36—+5{-—%x +iy)2 + 4(—2—x +1—y)(__ —‘-'—x +

S5 /5 /5 V5
2

4 2 2 2 2
+ __.y) + 8(_ —_X + =y ) - 36 = 4" + 93‘ - 36 = 0,
Vo Vs VS

A végeredmdny:

2 2
%— + 1[ = 1 (ellipezls egyenlete),
2780 X—'\/_E =__221 ¥y = 0.
V2
e
279, x = x'cosa — y'mina , ¥y = x'gina + y'cosa .
z = Z' )
_2x'  9y' 63! bx' _ 63" T7z'
280, x = 5 + g + v 7 = -+ F
_9x' . 2y' 6z
EEA Y B X I
284, Az 14j koordindtarendszer egysdgvektorai:
2 .
%G 4 51 0 5 -4 O 3+ 50 §) ezért az elfor-

gatdonak wegfeleld helyettesitéoek:

2x 2 7 X, 2 2z 2x 2z
x—«—3—+—§——3-,y——-—--§+—§+—3-,z 7-—%+T.Ehe-
lyettesitéseket elvégezve az egyenlet igy alakul:
612 + 332 + 12x = 0, Az eltoldsnak megfeleld helyettesi-
tések x—x + 1, y—y, z—2z; a helyettesiténst elvigez—
ve kapjuk:

2
2x2 + 32 a 2, azaz x° + %~ = 1 (ellipszis alapd henger

4

egyenlete ),
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