11.§ A gombhiromszigtan elemel

1. A megadott adatok ismeretében szimitsuk ki a hdromszég hidnyzd
adatait:

a) =60°, b =45°, c =90,
b) ot =45°, A =120, 7° =45,
o) o =15, b =60°, 7o=45°
dy of =120°, A =60, ¢ =135
ey a4 =30", b =45°, X =45°
H of =120°, 4 =a5°, a =60°

2, Az ABC gdmbharomszig oldalai legyenek @ =60°, b =307 &
¢ =45, Szimitsuk ki az A csucspontot és a A€ oldal A, felezdpontjit
tsszekitd f0koriv hosszati

) )

3. Az a =30, § = 60° , €= 60° oldalu gombhiromszig B csucsa-
bol boesdssunk merdleges fokirivet a ggmbharomszig AL  oldalira. Milyen
hosszu az igy adodé B8, Bkoriv?

4(5 Az AB(C gombhiromszig oldalai adotiak: a = 300, b = 600,
¢ =60". SzAmitsuk ki a /8 sziget felezd AR, {Okiriv hosszat ( B, 2z
A€ oldal pontja)!

5. Szamitsuk ki 2 szabalyos
a} tetraéder,
b} oktaéder,
¢) dodekaéder |
d) ikozaéder

lapszogét!

6. Az egységgtmb kizéppontjabsl kiindulé & (3, -1, 2), b (6, 4, 3),
¢ (1, 4, 2) vektorok kidsfik egy gémbhdromszog esucsait. Hatdrozzuk meg
a gbmbhiromszig adatait!

T.OAZ ABC gombhiromszog oldalai ismertek, mégpedig @ = 45°,
b =807, ¢ =9° A €B oldalta B csucsponton tul meghosszabbitjuk
BA; =300-kal. Milyen hosszu az AA; foksriv ?

8. Az AB(C gombhiromszégben @ =60°, b =90°, 2 =15° Az
ABC gsmbhiromszsghsz ugy illeszkedik az ACB’ gémbhiromszsg, hogy
az AC oldalon nyugvé szigek 45%-0sak, és a két haromszognek nincs ki-
z5s belsd pontja. Milyen hosszu a BB’ foksriv?

9. Az ABC gombharomszigben =60°, b =45°, € =90°
A gBmbhiremszsg AB oldaldn dthaladé fokor altal hatarolt, a gémbha-
romszéget tartalmazé f6lgémb pélusa legyen A . Szamitsuk ki az ACF
sziget és a PC  [Okiriv hosszit!

10. Az ABC gbmbhiromszig oldalai legyenek @ =90°, b =60°,
¢ =120° Az AB oldal C; pontjira ACy =60, a BC oldal A
pontjara pedig CAs = 30° teljesiiljon. Az AAy ésa CC; ivek metszés-
pontja legyen F .
a) Szamitsuk ki a PCy f6kiriv hosszat!
b) Milyen hosszu 2 P8 f{dkériv?
c) Szamitsuk ki a CCy A, szbget!

11. Ismertek a gérabhiromszég @ , & , ¢ oldalai. Készitsiink
tervet
a) a gombhéaromszsghe irt kor,
b) a gombhiromszog kiré irt kor
sugarinak a meghatirozisiral

12. Az egységgomb kozéppontjabsl induljanak ki az 4 (1, -2, -2),
b (2, 2, -1), € (2, -1, 2) vektorok. Szdmitsukkiaz 4, b, € vek-
torok 4ltal kidofstt ggmbharomszog kéré irt gombi kor kizéppontjiba mutatd
vektor koordin4tait!

13. Az ABC gsmbhiromszsg megfeleld esucspontjaiba mutatnak a
gémb kézéppontjabdl indulé és jobbrendszert alkotd 4, b, ¢ egység-
vektorok. Fejezzik ki az @4 , b, ¢ vektorok segitségével a gémb-
héromszdg koré irt kr kozéppontjiba mutatd X vekiort.

14. A gomb kgzéppontjibdl kiindulé @ (1, &, 0), & (1, 1, 1),
c (1, 1, 0) vektorok gimbhiromsziget hatdroznak meg. Milyen messze
van (fokorivben mérve) a ggmbhiromszég A csucsa a BC oldaliol?

15. Legyen a gombhiromszdghen 7 = 90°, Bizonyitsuk be a kivet-
kezé osszefiiggéseket:

a) Sina = SN SiNc;
b) coso = sinB cosa; cosf =sine cosh;
€) cosc =cosa cosh
d) cosc =clgo clg/3 .
16.01-[3 egy gombhiromszignek pontosan egy 90°-0s oldala van, akkor
hény 90 -pil nagyobb szige lehet?
17. Bizonyitsuk be, hogy az egyenld oldalu gémbhiromszisghen

n X 2 .
Langcosf =1,

ahol g a gombharormszég oldaldt, of pedig a szggét jelenti!

18. Egy gdmbhiromszig oldalai s igy a szdgei is egyenlok, nagységuk
a ill. o
a) Milyen osszefiiggés van cos G és Cos & kozott?
by Mekkora @ ill. & , ha egyméisnak pdtszogei?

19. Az ABC gombhiromszég A csuessbdl a szembenfekvd oldalra
bocsdtott merdleges fGkoriv ezt az oldalt két megadott részre ( 0 és § )
bontja fel. Adott még: ©¢ . Szamitsuk ki e gmbharomszog tobbi oldalat és
szogét!



1. a) Alkalmazzuk az oldalakra vonatkoz koszinusztételt!
g = arc cos(——gz)%lﬁ,zﬁo.

% Y3
b} A szbgekre vonatkozd koszinusztételhol: G =& = Qre cos —g5 =

==54,74°; b = 90°

o = ;150-, /3 =Qne oS Lé_— 7235, 280;

c) Az oldalakra vonatkozd koszinusztétel alapjin: € =43, 880;
Olr299,749,  MHre 62,100,

dy A szbgekre vonatkozd koszinusztételbiol:  F¥ ==106, 280; a;~.140,350;
bee 39,659,

e) A szinusztétel szerint B = 90Y, 4z oldalakra és a szdgekre vonat-

kozé koszinusztételek szerint
cos ¢ = co5307 cos 45° + sin30° st £5° cosy,

cos gt = —co543° cas 90° + sin #8° s G0° cosc

o
s a felirt egyenletrendszert megoldva  €=07°¢ COS 5—3 == 35,28 és

F=arc cos 13;/3- ~ 54,74°,

f) A szinusztételbdl sim b = j;—: ,sigy b = 457 vagy b = 1350,
de mivel o> /5 |, azért @>p, tehit a gorabharomszsg b oldala 45°,
Végiil a

1. Y2, Y3 V2
o5 ¢ = o5
A R A R
1.z, 32
#7) = o 2= = =05 ¢
St=7Z7 *7 2
egyenletrendszer megold4sibol =g =are ¢os 2 =24,2
5 =3 4__}(3‘

dbray COSp = EL:'Q-

dromszoghol (195.

az AA;L gombhiromszsgben ha AAdy =X, akkor

€os X = €05 30° ¢0s 30° + 51n 30° 5tn39° cosp =~ 4

Ai
195, dhra

3. Az ABC gsmbhiaromszigben (196, dbra)

2¥V3-3

cosp = == sigya B8,C derékszigii

gombharomszoghen ha BB;=X , 2 szinusztétel
szerint

stn x = sin 30° sin g,
amelybfl X = 29,60°,

4. Az ABC gombhiromszogben (197. dbra)
/=77~ 81,10°, mert a gémbhiromszsg egyenld
sziru. A 88,C gsmbhiromszsghen

Cos P = ~Co5 4055° cas 8410° + sin 40.55° sen 8440°cos 30°= 0, 4386,

197. abra

amelybbl ¢# = 63, 99°
Véglil ha a 5826‘ gombharomszigre a szinusztételt alkalmazzuk,

akkor BB, = 33,da .

5. Legyen a gtrmb kdzéppontja a szabilyos poliéder egy e¢sucsa. A Kki-
szemelt csucspontbdl kiindulé élek kziil ha hidrmat tekintiink,azok a gémbin
meghatiroznak egy gombhiromszsget. Ennek egyik szdge megadija a szabi-
lyos poliéder oL lapszdgét.

a) Szabalyos tetraéder esetében igy egy olyan gémbhiromszsghtz
jutunk, amelynek oldalai 609, 60, 60 . Ennek a gombhiromszognek a
szigei adjak a szabalyos tetraéder lapszidgét. o¢ = 70,53°,

b} Oktaéder esetében egy olyan gbmbhiromsziget kapunk, amelynek
oldalai 609, 607 és 900, A 90%-0s oldallal szerkoztes of szdg egyenld
az oktaéder lapszigével. of == 109,47°,

¢} Dodekaéder escteb@n a gombhdromszog oldalai
108°, tehat oL ==116,56°

d) Tkozaéder esetében tekintsiik azt a gbmbhiromszéget, amelynek
oldalai 60°, 60° és 108° . A 108°-o0s oldallal szemkéztes szig szolgaltatia

az o iapszoget. D£¢=-138,18°.

1089, 1089,

6. A gdmbhiromszsg oldalait az (@, &) (b,¢) , (¢, , szs-

gek mérik (198. dbra). Pl

€os 0 = cos(b,g) =m%—,%r P

V67 v27 '
sigy @ = 38,52°,

Hasonléan adédik, hogy & = (¢, Q) = 79,92° és c=(ab) =~ 46,81°
Mivel @ be>0 , azért F-o¢ = (cxg,gx_) %78 =

=(axh bxc), 9"—7- ={(bxgc,cxa).

axb (-11,3,18), bxg (-4,-9,20) és cxg (10,4, -13).

A =22,63°, =142, 500, 7~ 26,78°,



10, a) Az AB( gombhéromszsghtl (202, dbra) €o0s4 = 3—5 .
Az ABA, gombhiromszoghl Ay =179,4% A;AB<¥ = 45, 99°,
A £CyB gombhiromszoghdl CCy =600, CC4B ¥ = 109,479,
Végill az ACyP gombharomszigben ACyP ¥ =480°- LB+ ~10,53°,
APCy < =83,83° 45 PC, = 38,79°,
by A PL,B gsmbhiromszoghél (202. abra) PB == 77,94°,
c) Az A;Cy B gombhéromszightl (202, dbra) 4,0, = 46,92°,
végil az A,GC  gémbharomszoghdl C€CyA; < =33, 959,

11. a) A beirt kiér kdézéppontja legyen € , az oldalakon az érintési

go° A pontok pedig rendre Ay, B,, C;  (203. dbra). Beldthatd, hogy az 0 pont
198. ibra 199, 4bra a gmbharomszig szigeit felezd fGkorivek metszéspontija.
A megoldas tervezete:
7. Az ABU gombhiromszsgben /B=45°, s igy az 4344 gémb- a.) Az ABC gombhiromszightl az oldalakra vonatkozd koszinusz-
hiromszbgben (199. Abra) tétellel az ot és B szbgek kiszdmithatok.
cos X = C0830° cos90%+$in30° sin 90° cos 4352~ V7 a,) Az ABO gsmbhiaromszoghil

= s L ¢ ¢’ c, 1'{- o, f /5 birtokdban az A0B <+ és az

amelyb8l X = 110,7°, A0 oldal a szbgekre vonatkozd koszinusz-

tétellel szdmithatd ki.
a0) Az AOC; derékszigi gomb-

hiromszighol szinusztétellel megkaphatd a

8. Az ACB! gombhéxomszogben (200, Sbra) ABC ¥ =120°ésha
CB'=q', akkor s a’= —? és €05 Q' = .

Ha BB8'=X , akkor a BB'C gsmbharomszigben it SO, Lus
B=x 80 8 . b) A koriillirt ksr @  kézéppontja
cos X = 2¥3+3Y2 ~0,6422 a gombharomszog oldalait merflegesen felezd
12 foktrok metszéspontja (204, 4bra).
ésigy X =50, 049, A megoldéas tervezete:

15} &0° c r 50° g
200. &bra 201, 4bra 202, &bra T
204, abra
9. Az ABC gdmbhiromszigben (201, dbra) o =459 3 € csucshol
az AB -re bocsdtott €€’ merdleges hossza pedig 30°, s igy PC = 60°, Legyen UAB=+=0BA¥ =9 6 04=08=0C= X.
Ha ACP<¥ =) , akkor az ACP gsmbhiaromszoghdl az oldalakra vo- Ha az GAB és az OBC egyenld sziru gbmbharomszogekre felirjuk az

natkozé koszinusztétel alapjin cOS wz__?: s igy ACP¥=(J = 125,26°, oldalakra vonatkozé koszinusztételt, akkor



COS X = €OSY COSC + SiNX SthC COSP,
COS X = coSX coso + Sinx Sma casfh -<).

Mivel ¢05(f-¢)=cos(~ /3 , azért a felirt egyenletrendszer he-
lyes akkor is, ha az ¢ pont a gémbhiromszogin kiviil van. Ha az egyen-
leirendszer megolddsa sorén Cf—/ﬁ , akkor @ rajta van a gbmbhérom-
szog BC oldalan.

12, A keresett X vektor az @ é , £ vektorok mindegyikével
ugyanakkora szdget z4r be (L. a 10. 9 feladatot]),

)

13. A keresett X vektor merdleges a b-a , és a ¢-@ vektorokra

(205. 4bra), tehat x (b -a) x(c ~@) . Ez alapjin (mivel X egység-
vektor)

206. 4dbra

205. dbra

C050=—-V§—- , azért az oldalakra vonatkozé koszinusziétel alapjin 7=90°.

Végiil az ABC gsmbhiromszighen (206. dbra) a keresell gombi Lavolsig
AAj=m , ahol Aj=0C |, sigy ABy = 459,

15. a) Szinusztétel szerint nyilvanvald az 4llitds.
b) A szdgekre vonatkozd koszinusztételbdl kizvetleniil addédik a fel-
irt 6sszefliggés.
c) Irjuk fel a € oldalra vonatkozd koszinusziételt!
dy A b) alapjén

£0S oL cos
COSa= W és cos b ) fl‘ﬂOﬁ )

s végiil c) alapjédn

€0,
cos ¢ = cosa cosh= 25X . —ﬂﬁg = clg ot cl‘gﬂ.

Sihp o Sl
16. Legyen C =900, Ekkor €0Sg =— COSA OS5 | azaz
cosol cosf + cosgr = 0. o)

a) Ha (1)-ben €O501€05/3=0 &s cosz-=0 volna, akkor 2 = 90°
lenne és 2z &, A szbgek koziil legaldbb egy 90° lenne. Ekkor ¢ és a,
b Kiziil legalabb egy 900 lenne, ami feltevésiink szerint lehetetlen.

by Az (1)-ben felirt egyenldséghen a tagok legyenek zérustél kiilon-
béz6k. Ekkor az egyenléség akkor teljesiil ecsak, ha £0Sox cosB  és cosy
ellenkez0 eldjelii.

b,} Legyen €057 >0 és COSX COS/3< O . Ebben az esetben csak
egy szbg Iehet nagyobb 90°-n4l,

b,) Ha cos7<0és Co5a cosB>0 | akkor vagy csaka 7° vagy
pedig az ¢ , 4 , 7* szbgek mindegyike nagyobb 90°-n4l.

17. Az oldalakra.vonatkozd koszinusztétel szerint
c0sa = cosla + sina cosa=1-sin2q + sinla cosex = 71+ sinta(coso 1),
amelybol
1 - 050 = (4 - cosx) sinla.
Ha a félszdgekre vonatkozé gsszefiiggéseket is felhasznfljuk, akkor
i 8 _ 9 oint X n2 4 2
2sin* § =2sin® G 4-sin2 3 cos ¥
amelybol
2 X ppsl 4. =
4 stn2 G cost g =4,
azaz valdban
Lo a _
2 sing cos g = 1.
18. 2) Az oldalakra vonatkozd koszinusztétel szerint
cosa = cosla + sintq cosx = cos?a +(4-cosa)coscx,
amelybol

coso = (4’~co.sa)cosa - _to95a
4-cos2q 7+ cosa

(1)

b) Ha @+ =90° | akkor coscl= Sin a , sigy (1) alapjsn

stha(4+cosa) = cos a,

Stha ¢o5a = cos5a - sina .



Négyzetre emelés és rendezés utén
sin?2a + 4sin2a-4=0,

amelybol
sin20 = -2+ 2/7,

s igy o = 27,97° 6s o =62,03°

a) Ha (1)-ben coSctcos/=0 és cosgz-=0 volna, akkor 20 = 90°
lenne és az & , B szogek koziil legalabb egy 90° lenne. Ekkor ¢ és @,
b koziil legalabb egy 900 lenne, ami feltevésiink szerint lehetetlen.

b) Az (1)-ben felirt egyenldséghen a tagok legyenek zérustdl kiilon-
biizok. Ekkor 2z egyenlfség akkor teljesiil csak, ha 00So €058 és Cosp
ellenkezd eldjelil.

19. A 207. dbra jeldléseivel
X+y=0C. 4 (1)
Az ABA; és az ACA; gombhiromszogekbisl
a szinusztétel szerint

sin m= sinp %“% ,
. (2)
stn m = stn g 3‘%_5%%—
A 11,.15/b feladat szerint B ¢
q
: _ eosx . cos y b A,
Sl =osp ST Cosg / 207. 4bra
s igy (2)-bol
sin m=lgp clgx=199 clgy. @)
(3)-bél
tgx :tgy = Yp : 19g,
(tgx +t9y) : (tgx-tgy) = (fgp +199) : (tgp - tg9q),
Sin(x +y) i sin(x-y) = sinfp+q): sinfp-gq),
. _ sin(p-g) . . sin(p-¢) .
SIn(x-y)= E?me% sin(x+y) SGGEE Sinw,
amelybol
x-y=d )
kiszfmithatd,

(1) és (4) alapjan X és Y kiszamithatd, a gombhiromszog oldalai
és szogei pedig az ABAs és az AC4, derékszogii gémbhiromszigekbdl
adédnak,



