Regresszidanalizis

Ha valamely kisérlet kapcsan két véletlen mennyiséget: X és
Y-t is vizsgalunk, akkor els6sorban az érdekel benniinket, hogy
flggetlenek-e egymastol a kérdéses v.v-k vagy pedig értékeik
kdz6tt valamilyen kapcsolat all fenn.

Gyakori eset, hogy X és Y értékei k6z6tt nincs determinisztikus
kapcsolat, egyikbdl a masik nem mondhaté meg egyértelmiien,
de felvett értékeik k6zo6tt bizonyos tendencia mutatkozik, pl.
hogy X nagy értékei Y nagy értékeivel és X kis értekei Y kis
értékeivel jelentkezik egytt.

Ha pl. X a Duna vizallasa egy adott pontban mérve, és Y pedig
a talajvizszint egy Dunahoz kdzeli pontban, akkor ha X és Y
kdzt nincs is szigoru fliggvénykapcsolat, de k6zds tendencia
tapasztalhatd kdzottik.

Ezt a kapcsolatot fejezzik ki a kovarianciaval ill. a korrelacios
egyltthat6 segitségével.



Legyen X és Y valdszinliségi valtozék. Ekkor X, Y
kovarianciaja

E(XY) — E(X)E(Y)

jelélés: cov(X,Y)

Megjegyzések:
1. Tudjuk, hogy ha X és Y flggetlen v.v-k, akkor
E(XY) = E(X)E(Y), ezért ekkor cov(X, Y) = 0.
2. Megadhaté olyan X, Y, hogy cov(X,Y) =0, de X, Y v.v-k
nem flggetlenek.



.
Példa: Legyen X és Y olyan v.v-k, hogy

P((X,Y)=(0,0)) =0,5
P((X,Y)=(2,1))=0,3
P((X,Y)=(3,2))=0,2.
Ekkor
P(X=0)=0,5 PX=2)=0,3, P(X=3)=0,2=
E(X)=1,2
P(Y=0)=0,5, P(Y=1)=0,3, P(x=2)=0,2= E(Y)=0,7
és
P(XY =0)=0,5, P(XY=2)=0,3, P(XY=6)=0,2=
E(XY)=1,8

igy
cov(X,Y)=1,8—-1,2%x0,7=0,96



Legyen X és Y valdszinliségi valtozék. Ekkor X, Y
korrelacios egyultthatoja

cov(X,Y)
D(X)D(Y)

jelolés: r(X,Y)

Megjegyzések:
1. Ha X és Y fuggetlen v.v-k, akkor r(X,Y) =0
2. Vannak nem fuggetlen X, Y v.v-k, melyekre r(X,Y) = 0.
3. Ha X, Y v.v-k esetén r(X, Y) = 0, akkor X és Y-t
korrelalatlannak mondjuk.
4. Megmutathatd, hogy minden X, Y esetén

-1 <r(X,Y)<1

5. Az |r(X, Y)| = 1 pontosan akkor teljesil, ha Y = aX + b,
tehat a korrelacios egyutthaté azt mutatja meg, hogy
mennyire linedris a kapcsolat az X és Y v.v-k kdzott.



Az eléz6 példaban
E(X?)=0%%0,5+2%2%0,3+3%2%0,2=3
D?(X) = E(X?) - E(X)?=3-1,22=1,56 = D(X)=1,25
Hasonléan
E(Y?)=0%%0,5+12%0,3+22x0,2=1,1

D?(Y)=E(Y?) - E(Y)?=1,1-0,72=0,61 = D(Y)=0,78,
ezért

cov(X,Y) 0,96
D(X)D(Y) 1,25%0,78

r(X,Y)=

- 0,96



A regresszidéelmélet legfontosabb feladata prognoézis felallitasa
az Y v.v értékére, ha X v.v-rél tudjuk, hogy milyen értéket vesz
fel (X = x). Erre az optimalis valaszt az un. feltételes varhato
érték adja meg:

E(Y|X =x)

Minden széba j6het x-re ha megadjuk a feltételes varhato
értéket, akkor ezzel az Un. regresszios gorbét hatarozzuk meg.

Példa: Jelblje X a Duuna vizgyjtd teriletén bizonyos
idétartam alatt lehulott csapadék mennyiségét, Y pedig a Duna
vizallasat adott szelvényen. Eldjelzést szeretnénk adni a
vizallas alakulasara. Ha tudjuk, hogy X = x, akkor Y v.v-ra
vonatkozo legjobb joslatunk az Y v,v feltételes varhat6 értéke,
az E(Y|X = x) szamérték lesz.



Sajnos a regresszids gorbe kiszamitasa altalaban
reménytelenll nehéz feladat.

Fontos specialis eset az, amikor az X, Y egyuttesen un.
kétdimenzidés normalis eloszlast kdvet. Ekkor a regresszids
gorbe a kdvetkezd egyenes:

E(YIX=x)=E(Y)+r(X,Y) (x — E(X)),

D(X)

tehat egy olyan egyenes, mely atmegy az (E(X), E(Y)) ponton
és meredeksége r(X, Y)%.

Altalaban is egy fontos kérdés annak megvalaszolasa, hogy ha
adott X = x esetén milyen a, b valés szamokkal érdemes Y-ra

ax+b

értékkel tippelni.



Feladat: Hatarozzuk meg azokat az a, b szamokat, hogy az
E((Y — (aX + b))?)
varhat6 érték minimalis legyen.

Megmutathatd, hogy ennek a minimuma az

a=r(X, Y)ggg
b= E(Y) = E(X)r(X,Y) gg;
ami masképp
y—E(Y) _ x — E(X)
o)~ hx

alakba is irhat6. Ezt az egyenest regresszids egyenesnek
hivjuk.



Ha az X, Y v.v-kra n medfigyelést végziink, akkor a regresszios
egyenest az

s S
ahol X az X;-k atlaga, S; a korrigalt empirikus szérés és az
empirikus korrelaciés egyltthaté:

1 n Evavi

F_n Doimq XiYi — XY
- k Quk
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azaz, ha (x1,y1), (X2, ¥2), - .., (Xn, ¥n) mintdhoz irjuk fel az

y=ax+b
regresszids egyenes, akkor
Yy XiYi — Y Xi Yo Vi
ny oy x? — (30 xi)?
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a—=




Példa: Tegylk fel, hogy az (X, Y)-ra a kdvetkezd 10 elemi
mintank van:

(3,10), (2,7), (6,16), (4,10), (3,12)
(1,4), (6,17), (5,13), (4,14), (2,9)
Hatarozza meg a regresszios egyenest!

Megoldas:
10 10
> x =36, Y xF=156
i=1 i=1
10 10
> yi=112, ) xy; = 461
i=1 i=1
ezert 10 % 461 — 36 % 112
« 461 —
= T f0+156 362 217
p_ 156+ 112 — 36 « 461 332

10 x 156 — 362



