Nemparaméter prébak

Nemparaméteres proba alatt olyan prébat értlink, amelyben a
hipotéziseink nem az eloszlas valamely paraméterére
vonatkoznak, hanem példaul arra, hogy két valésziniiségi
valtoz6 azonos eloszlasu vagy fliggetlen-e, adataink
szarmazhatnak-e egy adott eloszlasbdl, stb. Ezek a prébak egy
olyan statisztikan alapulnak, amelyek eloszlasa a nullhipotézis
fennallasa esetén fliggetlen az eloszlasfliggvénytol.

A nemparaméteres prébak szama napjainkban egyre
novekszik. Mi itt csak a leggyakrabban hasznalt, un. x2-prébat
targyaljuk részletesen.



Elészér a x2-eloszlas fogalmat ismételjik at:

Legyenek Xi, Xo, ..., X; fliggetlen standard normalis eloszlasu
v.v-k. Ekkor a
Y=X2 4+ X2+ -+ X?
v.v-t r-szabadsagfokl x?-eloszlast v.v-nal mondjuk, a jeldlése:
2
x=(r)

A x2(r) eloszlasu v.v. eloszlasfiiggvényének értekei tablazatbol
szamolhatok.



A kovetkezo tétel magyarazza el, hogy miért olyan fontos ez az
eloszlas:
Tétel Legyen X egy olyan v.v, melynek lehetséges kimenetelei:

X1, X2, ..., Xr.

Legyen

P(X = x) = p:.
Végezziink n kisérletet az X v.v-ra, jeldlje v; az X = x; esemény
relativ gyakorisagat. Ekkor ha n értéke nagy, akkor

r

(v — np;)?
Z np;

i=1

véletlen mennyiség eloszlasfliggvénye jol kbzelithetd egy
(r — 1)-szabadsagfoku y2-eloszlasu v.v eloszlasfliggvényével.



llleszkedésvizsgalat y?-probaval
Tiszta illeszkedésvizsgalat
Diszkrét eset
Legyen X egy olyan v.v, melynek lehetséges kimenetelei:
X1, Xo, ..., Xr.
A hipotézisiink a kévetkezo:
Ho: P(X=x))=p;, i=1,2,...,r

H, pedig ennek tagadasa.



Végezziink n kisérletet az X v.v-ra, jelblje v; az X = x; esemény
relativ gyakorisagat. Ekkor a x2-tel jelélt probastatisztika:

r 2
2 _ \~ (Vi —npi)
X ; np;
e els6faju hiba mellett akkor fogadjuk el a Hyp-t, ha
X2 < XE(r—1)

és akkor utasitjuk el, ha

X2 > x3(r—1)



Példak: Vizsgaljuk meg, hogy szabalyosnak tekintheté-e az a
dobdkocka, melyet n = 1200-szor feldobva az egyes oldalak
gyakorisagai

vi =184, s =212, vg =190,
vy =208, vs=212, vg=194.

A dontésiinket e = 0, 05 els6faju hiba mellett hozzuk meg.

Megoldas: A nullhipotézis:
Ho: P(X =1i)= % i=1,2,3,4,56

azaz p; = %, ezért np; = 200. igy a probastatisztika:

6

» (V- 2002
X_; 200

162 + 122 + 102 + 82 + 122 4 62
200

=3,72.



r =6, ezért

Xaos(r -1)= Xc2),05(5) =111,
ezeért
X2 < X%,05(5)
igy elfogadjuk a Hy-t.



Abszolut folytonos eset

Legyen X egy folytonos eloszlasu v.v. A
Ho: P(X <x)=F(x), xe€R

nullhipotézist teszteljik adott F(x) esetén. Az ellenhipotézis
tehat az, hogy nem F(x) az eloszlasfliggvény.

Végezziink n fliggetlen kisérletet az X v.v-ra: az eredmény
Xi, Xo, ..., Xn. Osszuk fel a szamegyenest

—00=Xg < Xy < - < Xp_1 < Xr = 00

osztopontokkal r rszre. A felosztast gy végezzik, hogy
minden részbe essen néhany (legalabb 3) kisérleti eredmény.
Jelblje v; azon kisérletek szamat, amikor a kisérlet eredménye
az [x;_1, x| intervallumba esik, azaz

Vi = [{k: Xk € [Xi—1, x[}|



Legyen
pi = P(X € [xi—1,x[) = F(x)) — F(Xi_1)

A prébastatisztika valtozatlanul:
zr: (vi — npi)?
- P
és akkor fogadjuk el a Hp-t, ha
X2 < x2(r—1)

és akkor utasitjuk el, ha

X2 > X2(r—1).



Példa: Tekintslik az alabbi megfigyeléssort (az adatokat az
egyszerliség kedvéért nagysag szerint rendezve adjuk meg):

0,03, 0,05, 0,08, 0,08, 0,11, 0,12, 0,14
0,19, 0,23, 0,24, 0,31, 0,43, 0,45 0,56
0,61, 0,67, 0,69, 0,78, 0,85, 0,88

e = 0,05 elsobfaju hiba mellett déntsén arrél a hipotézisrdl, hogy
a minta a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasbol
szarmazik-e (RND-e)!

Megoldas: Osszuk fel a [0, 1] intervallumot 4 egyenld részre




Ekkor a probastatisztika:

> (10-5)2+(8-5)2+(4—5)>+(3-5)? _
_ 5 —

6,8

masrészt r = 4, igy
X2(r—1) = x§,05(3) = 7,81

ezért
X2 < Xg(r - 1)7
igy elfogadjuk Hp-t, a minta az RND-bdl szarmazik.



Amennyiben a diszkrét esetben a valoszinliségek, folytonos
esetben az eloszlasfliggvény becsiiltek (Ugy értve, hogy az
ismert jellegli eloszlas paramétereit el6zetesen ugyanabbdl a
mintabdl becslltlik), akkor a prébastatisztika szamlasa a
kordbban megismert modon torténik, csak a kritikus értéket
ado x? eloszlas szabadséagi foka r — 1 — b lesz, ahol b a
becsllt paraméterek szama. A paraméterek becslését
maximum-likelihood médszerrel kell elvégezni.

Példa: 1000 négygyermekes csaladban megvizsgaltak a fiuk
szamat és a kovetekzot kaptak:

Gyermekek szama | 0 1 2 3 4
Csaladok szama | 56 | 223 | 401 | 251 | 69

Dontslink e = 0, 05 elséfaju hibavaldszinliiség mellett arrol,
hogy a mintank binomalis eloszlasbél szarmazik-e!



N
Elészor a binomidlis eloszlas paraméterét becsiiljil meg:
-~ fidkszama
~ gyerekek szama
56+0+223x1+401%x2+251%x3+69x4
4 %1000
Legyen X egy n=4, p = 0,5135 paraméter{i binomialis
eloszlasu v.v. Ekkor

=0,5135

4
Po < >(1—o 5135)*0,5135° = 0,056

0

4

P4 1

SN

)
1-0,5135)%0,5135" = 0,2365
1-0,5135)20,51352 = 0,3744
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— P(X=0) =
—P(X=1)=
po=P(X=2)=
= P(X =8) =
—P(X=4)=(")(1-0,5135

(5)

(2)

( >(1 -0, 5135) 0, 5135% = 0,2635
()¢ )

P4 00,5135* = 0,0695



igy a prébastatisztika:

24: — npl

i=0 Pi

(56 — 56)2 N (223 — 236,5)2 N (401 — 374, 4)?
56 236,5 374,4

(251 — 263,5)2 N (69 — 69,5)2
263,5 69,5

Masrészt r = 5 és a becsllt paraméterek szama 1, ezért most
a

= 3,257

X2(r —1-1) = x0,05(3) = 7,815,
ezért
X2 <xE(r—-1-1)

igy elfogadjuk, hogy a gyerekek szama binomialis eloszlast
kovet.



TegyUk fel, hogy egy gyaregységben az alkalmazottak havi
fizetése (ezer Ft-ban) a kdvetkezokéeppen alakul:

25, 26, 18, 20, 51, 45, 80, 20, 30, 25,

250, 46, 38, 142, 40, 21, 25, 26, 52, 90,
44, 21, 24, 40, 51

Y )

Dontsén € = 0,01 els6faju hibavalészinliség mellett arrél, hogy
a bérek normalis eloszlasbdl szarmaznak-e.

El6szOr a normalis eloszlas paramétereit: varhato értékét és
szorasat becslljik meg az atlaggal ill. a korrigalt tapasztalati
szoérassal:

25+26+--+51

5 50

m=




(25 — 50)2 + (26 — 50)? 4 - - - + (51 — 50)?
25— 1

= 2500

(S*)Z —

igy

S* =50
A valds szamegyenest 5 részre bontjuk és ott megnézzik a
gyakorisagot ill az m = 50, & = 50 paraméter{i normalis
eloszlasu v.v. intervallumba esésének valoszinliségét:

intervallumok ] — 00, 20] 120, 40]
a vszg. képlete ®(-0,6) | (-0,2) — $(-0,6)
avszg. értéke 0,2744 0,1464
elméleti gyak. (np;) 6,86 3,66
megfigyelt gyak. (v;) 3 12




intervallumok 140, 60] 160, 80]
avszg. képlete ®(0,2) — 9(-0,2) | ¢(0,6) — ¢(0,2)

avszg. értéke 0,1584 0,1464
elméleti gyak. (np)) 3,96 3,66
megfigyelt gyak. (v;) 6 1

intervallumok 180, 0]
a vszg. képlete 1—$(0,6)
avszg. értéke 0,2744

elméleti gyak. (np;) 6,86
megfigyelt gyak. (v}) 3




2 (vi — ”Pi)2
— E 7 26,33
X np;

i=1

masrészt most r = 5 és két paramétert becsultlink, ezért
2 _ 2 _
Xe(r—1-2)=x5,01(2) =9,21
értékhez viszonyitunk, amire
X2 > xE(r—1-2),

ami alapjan elutasitjuk Hp-t, nem normalis eloszlasbdl
szarmaznak az adatok.



Homogenitasvizsgélat y2-prébaval

Azt akarjuk megvizsgalni, hogy két v.v tekenthet6-e azonos
eloszlasinak. Legyen Xi, X, ..., X, az X hattérvaltozébol
szarmazo és Y1, Yo, ..., Ym az Y hattérvaltozobol szarmazo
minta.

Kérdés: azonos eloszlasu hattérvaltozobdl szarmaznak-e.

Példaul két betegcsoportnal a vérnyomas azonos eloszlasu-e;
két nagy évfolyam szigorlati eredményei azonosak-e?

A
Ho : P(X < x) = P(Y < x), minden x € R

nullhipotézist teszteljik a tagadasa mint alternativa ellen.



Diszkrét eset

Ha X és Y eloszlasa diszkrét, akkor Hy fennallasa csak akkor
kérdéses, ha azonos az értékkészletiik: xq,. .., x,. Legyen

Vi = [{k : Xk = X}
ui=[{k: Y =X}
A prébastatisztika:

L (G- up

2 n m
X~ =nm _—
IZ_; uj + v

Adott ¢ els6faju hiba esetén ezt kell x2(r — 1)-gyel
6sszehasonlitani.



Példa: Két dobokockaval dobva az alabbi gyakorisagokat
figyeltik meg:

1 2 3 4 5 6
1. kocka | 27 24 26 23 18 32
2.kocka | 18 12 15 21 14 20

e = 0,05 elséfaju hiba mellett dontson arrdl, hogy a két kocka
tekinthet6-e azonos eloszlasunak!

Megoldas: n = 150 és m = 100, a prébastatisztika

2 d (1?0 — 1%)2
=150-100 —_—x = =272
X ; u; + Vv
és most
Xg(r_1) :X8705(5) = 11717
tehat

X2 < Xg(l’ - 1)7
ezért elfogadjuk, hogy azonos eloszlasuak.



Folytonos eset

Ha X és Y folytonos eloszlasu v.v, akkor az
illeszkedésvizsgalatnal tanult médon felosztjuk a szamegyenest
rrészre a

—00=Xp < X1 << Xp 1 < Xr =0
osztopontokkal, és legyen
Vi = [{k: Xk € [Xi—1, Xi[}|

és
ui = {K : yk € [Xi—1, X[}
A probastatisztika valtozatlanul

R i
= nm om



Fliggetlenségvizsgalat x2-probaval

Azt szeretnénk megtudni, hogy a kétdimenziés (X, Y)
valészinliségi valtoz6 komponensei tekinthetok-e fliggetlennek
az (Xi, Y1), (Xz, Y2),...(Xn, Yn) minta alapjan.

Példaul figgetlen-e a testmagassag a testsulytol; a szemszin a
hajszintdl; kozépiskolasok matematikai osztalyzatai fliggetlendl
alakulnak-e a térténelem osztalyzattol?

Mind a disztkrét, mind a folytonos esetben talalni fogunk olyan
Aq,..., A llletve By, ..., Bs telies eseményrendszereket
(melyek X illetve Y értékkészletére vonatkoznak), hogy a
nullhiputézisiink az alabbi alakban fogalmazhaté meg:

Ho : P(AiBj) = P(A))P(B;), mindeni=1,....r,j=1,...,s

az alternativa, hogy ez nem teljesiil legalabb egy i, parra.



Becsléses fluggetlenségvizsgalat: Ha X és Y elméleti eloszlasa
nem ismert

Diszkrét eset

Ha X és Y diszkrét eloszlasuak, akkor jeldlje xq, ..., x; illetve
Y1,.-.,Ys az értékkészletiiket és legyen

=Hk: Xe=xi}, i=1,...,r
Vi=Hk: YYo=y}, j=1,...,s
Vi=Hk: Xk =X, Y=y}, i=1,....,r,j=1,...s
Az ezekkel a mennyiségekkel képzett probastatisztika:
v v,)2
e=ny Yy Uk v

i=1 j=1

amit a x2((r — 1)(s — 1)) értékkel kell dsszehasonlitani.



Példa: Az alabbi tablazat mutatja, hogy egy évfolyamon hanyan
kaptak az egyes jegyeket statisztikabol aszerint csoportositva a
diakokat, hogy sportolnak-e rendszeresen. ¢ = 0, 05 els6faju
hiba mellett dontstink arrél, hogy fliggetlen-e a statisztika jegy

a sportolastol!

jegyek 2 3 4 5
nem sportolnak | 50 35 35 20
sportolnak 10 15 25 10

Megoldas: A sportolas kérdésnél két eset van, ezért r = 2, mig

az osztalyzatoknal 4 eset lehet, emiatt s = 4. Az un.
koningenciatablazat a kdvetkezo:

jegyek 2 3 4 5
nincs sport 50 35 35 20 vi. = 140
sportolnak 10 15 25 10 Vo, = 60
vi=60|vo=50|v3=60]|vy=230



Ekkor

140460 | 14050 a 60 = 30
9,13

140% 140%5 *
200 <(50 _ 2%060)2 (35 _ 20000)2 N (10 6(2)080)2> _

és

XE((r=1)(s = 1)) = x5,05(3) = 7,81,
tehat elutasitjuk, hogy a sportolas és a jegyek fliggetlenek
lennének



Folytonos eset

Vesszilk a szokasos felosztasat a valos szamegyenesnek és

legyen
Vi, = [{k: Xk € [Xic1, X[}, i=1,...,r

V.j:’{k:yke[yj—h.yj[H? j:1,...,5
A tdbbi megegyezik a diszkrét esettel.



Az alabbi tablazat harom - a TV-ben kiilonb6z6 intenzitassal
reklamozott - fogkrém fogyasztasara vonatkozd adatokat

tartalmaz a TV-nézés idejének fliggvényében:

fogkrém fajta A B C
TV nézés hetente 16ra 5perc 0 perc
reklam reklam reklam
5 oranal kevesebb 80 60 60
5-15 6ra kozt 70 70 60
15 dra felett 90 65 45

Dontson € = 0, 1 elséfaju hiba mellet arrél, hogy van-e
Osszefliggés a kedvelt fogkrém markaja és a TV-nézés
idétartama kozt!



I
Megoldas: A kontingenciatablazat:

80 60 60 vi. =200

70 70 60 v, = 200

90 65 45 vz, = 200
v.1=240 | vo =195 | v3 =165

Ezekkel az értékekkel:

A feladatban r = 3 és s = 3, ezért
Xe((r=1)(s—1))=x5(4)=7,78

tehat nem allithatjuk, hogy van a kedvelt fogkrém az a TV
nézés kozt 6sszefliggés.



