Hipotézisvizsgalat

Feladat: Vasarl6i panaszok érkeznek, hogy egy
élelmiszerboltban az 1 kg-os feliratl cukros zacskéban
valéjaban kevesebb van. Szeretnénk korrekt modon kivizsgalni
az lgyet. Kiszallunk az Gzletbe, megnéziink n véletlenszerl
zacskot: Xi, Xo, ..., X, minta. Legyen n = 25 és azt talaljuk,
hogy atlaguk 0,98 kg. Tudjuk, hogy a cukros zacskok sulya
normdlis eloszlast kovet és a szorasuk: o9 = 0, 05. Mit
tegylnk?

Megoldasi stratégia: Az eltérést okozhatja a véletlen is, hiszen
az 1 kg varhaté értékil, normalis eloszlast mintaelemek
eltérhetnek a varhato értéktdl. A kdvetkezképpen
gondolkodhatunk: az artatlansag vélelme alapjan feltehetjik,
hogy nem csalnak, vagyis a normalis eloszlasu hattérvaltozo
varhaté értéke valoban 1 kg. Szerkessziink példaul 95% -os
konfidenciaintervallumot a varhato értékre a minta alapjan!



Amennyiben az 1 kg hipotetikus varhaté érték benne van ebben
az intervallumban, akkor elfogadjuk, hogy 1 kg a varhato érték,
az eltérést a véletlen ingadozas természetes volta okozta.

Amennyiben az 1 kg hipotetikus varhaté érték nincs benne
ebben az intervallumban, akkor két eset lehetséges:

1. Mivel az esetek 95% -aban a varhato érték benne van
ebben az intervallumban, a véletlen folytan lehet, hogy
mégis bekdvetkezett az az 5% valoszinliségli esemény,
hogy nincs benne.

2. Nem igaz az eredeti elképzelésiink, hogy 1 kg a varhato
érték.

Nagyon kis okunk van azt hinni, hogy bekdvetkezett egy 5%
valészinliségli esemény, emiatt az utébbi mellett voksolunk,
hogy nem 1 kg a varhato érték. Azaz 95% biztonsaggal ugy
déntlnk, hogy csaltak!



A konkrét feladatban most a konfidenciaintervallumot
1 —¢e=0,95, tehat e = 0,05 esetén a kdvetkezbképpen
szamoljuk:

Ucjp = Upo2s = 1,96, n=25 00=0,05 Xx=0,98

igy a konfidenciaintervallum:

- Ue200 % Ue/200

(x )=

vn vn
1,96 % 0,05 1,96 % 0,05
0,98 - ——_——:0,98+-—_——)=
( V25 Vs )

(0,9604; 0,9996)

tehat az 1 kg nincs benne a konfidenciaintervallumban, ezért
agy dontiink, hogy nem 1 kg a varhato érték, tényleg csalnak!



Nézzlk meg altalanosan a feladatot! Egy véletlen jelenség
kapcsan egy
Ho

hipotézisrdl szeretnénk dénteni egy
H;
ugynevezett alternativ hipotézissel szemben.

Ehhez valasztunk egy 0 < € < 1 szamot és most 1 — ¢
biztonsaggal szeretnénk donteni. Vesziink egy n elem{ mintat:
Xi, Xo, ..., Xp. Ezutan a kévetkezoképpen dontiink:

1. Ebbdl elkészitjik egy Un. probastatisztikat:
T(X)=T(X1,Xo,...,Xp)

értéket.
2. Meghatarozzuk az (1 — ¢)-szintl konfidenciaintervallumot
(ez lehet egy félegyenes is).



A dontéslink a kdvetkez6: Ha a T(X) probastatisztika benne
van a konfidenciaintervallumban, akkor elfogadjuk a Hy
hipotézist, ha nincs akkor benne, akkor elutasitjuk, azaz H;
alternativ hipotézis mellett déntlnk.

Hy teljesul Hy nem teljesal
Hp-t elfogadjuk jol déntiink nem jél déntlink
(masodfaju hiba)
Ho-t elutasitjuk | nem jél dontiink jol dontiink

(els6faju hiba)

Ekkor ha Hy tényleg teljesil, akkor 1 — € valdszinliséggel jol
dontiink, elfogadjuk Hp-t. Ezért annak a valoszinlisége, hogy
Hy teljesul, de mi mégsem igy dontlink ¢, ezt az esetet elsodfaju
hibanak mondjuk, azaz most az els6faju hiba valészinlisége
éppen az e.



A dontésilink soran azonban mas hibat is véthetlink: lehet,
hogy elfogadjuk Hp-t, pedig nem teljestl. Ekkor masodfaju
hibarol becséliink.

Sajnos ennek a valdszinliségét nem tudjuk megmondani. A
kdvetkezok teljestilnek erre:

1. Azt mondhatjuk, hogy ez ellentétesen viselkedik az
elséfaju hibaval szemben: ha az elséfaju hibat csdkkent;ik,
akkor cserébe a masodfaju hiba megnd.

2. A mintaelemszam névelésekor a masodfaju hiba
valoszinlisége csokken.



Statisztikai probak

Egymintas préba esetén feltesszlk, hogy az X hattérvaltozéoval
rendelkezéslinkre all az Xy, Xo,..., Xy mintaésaz0 <e < 1
szam és az érdekel minket, hogy a varhato érték megegyezik-e
az altalunk gondolt p-val, azaz

Ho : pp= po

Kétmintas proba esetén az (my, 1) paraméterekkel rendelkez6
normalis eloszlasu X hattérvaltozéval kapott X1, Xz, ..., X,
minta és az (mo, 02) paraméterekkel rendelkezé normalis
eloszlast Y hattérvaltozoval kapott Yi, Yz, ..., Y, minta all
rendelkezésre. Ekkor az érdekel minket, hogy a két
hattérvaltozo6 varhaté értéke megegyeik-e, azaz most

Ho : 1 = po

A feladat az, hogy e els6faju hibavalészinliséggel dontsiink,
ekkor azt mondjuk, hogy (1 — ¢)-szignifikanciaszinten donttnk.



Ehhez a legfontosabb eseteket kiilén megnézziik:
u-préba

Az u-probat akkor alkalmazzuk, ha normalis eloszlasu v.v.
(vagy két v.v.) van a hattérben ez(ek) szérasa ismert.

Egymintas u-préba

TegyUk fel, hogy X normadlis eloszlasu v.v. (m, og)
paraméterekkel, ahol o ismert.

Most tehat valamely altalunk gondolt 1 esetén vizsgaljuk a

Ho : pp= po
nullhipotézist.

Ekkor a probastatisztika:



Ekkor az alternativ H; hipotézis szerint a kdvetkezképpen
alakulnak a konfidenciaintervallumok:

H, konfidenciaintervallum
P 7 o (_Ue/Zvue 2)
11> fio (=00, Ue)
< fio (—Ue, 0)
ahol

S(Uj2) = 1 —g d(u)=1—¢



Feladat: Egy 50 kg-os cementeszsakokat gyarté céget
meggyanusitanak, hogy ténylegesen kevesebb mint 50 kg az
atlagos tdémeg. Ehhez egy 25 elem{ mintat vesznek a
kdvetkezd adatokkal:

49,7 49,9 50 49,8 50,1 49,6 50,1 49,8 50

49,9 49,8 50,2 49,9 50 49,7 49,9 49,7
49.8 49,9 49.6 49,9 50,2 49,9 49,9 50,2
Tudjuk, hogy a cég altal hasznalt gyartoésor szérasa oo = 0, 3.
Birosag dont a kérdésben.
1. Az |. fokl birédsag ¢ = 0,05 mellett hozza meg a déntést.

2. Ezutan a ll. foku birésag € = 0,01 mellett hozza meg a
dontést.

Milyen déntések szlletnek?



Ekkor A hipotézisek a kovetkezok:
Hy: m=50 Hi : m< 50

Az atlagérték: B
X = 49,9,

ezért a probastatisztika:

uxy=2=Mp - 29990 o5 4 67
09 0,3

Az |. foku birésagnal e = 0,05, ezért
Ue = Up o5 = 1,65

Tehat
u(X) & (—ue, +00),

tehat az |. foku birdsag elutasitja a Hp hipotézist.



A masodfoku birésagnal e = 0,01, ezért

Ue = Up,o1 = 2,34,

tehat
u(X) € (—ue, 00),

tehat a Il. foku birdsag mar elfogadja a Hp hipotézist.



Kétmintas u-préba

Kétmintas esetben tehat
Ho : 1 = po
Ekkor a probastatisztika:
X-Y
uX,Y) = ——

2 2
of 9
mn no



Ekkor az alternativ H; hipotézis szerint a kdvetkezoképpen
alakulnak a konfidenciaintervallumok:

H, konfidenciaintervallum
e # 2 (=Uej2, Ucs2)
f11 > pip (—o0, Uc)
pq < pi2 (—ue, o)




Feladat: Az el6z6 feladatban 1évd gépsoron tisztitast végeznek,
ami soran Ujra beadllitjak a gépet. A tisztitas elétt 10 elemi
mintat vesznek a kévetkez adatokkal:

49,8 50,1 49,9 49,8 50 49.8 49,9 50,1 49.8 50,2

A tisztitas utan Ujra beallitjak, ekkor a kdvetkez 8 elem{ mintat
kapjak:

49,7 49,8 49,6 50,1 49,7 49,8 49,7 50,1

Elfogadjuk-e, hogy ugyanugy siker(lt a beéllitas, azaz a két
varhat6 érték megegyezik ¢ = 0, 05 elséfaju hibaval?



Legyen a beallitas elétti normalis eloszlas varhatd értéke my,
mig a beallitds utani m.. Ekkor a hipotézisek:

Ho:my =mo Hy:mqy #£mo
A déntéshez el6sz06r a probastatisztikat szamoljuk ki:
X = 49,94, Y = 49,8125,
ezért _
uX,Y) = —— =
ny
49,94 — 49,8125

03 |, 03°
0 T 8

-0,83

e = 0,05 esetén
Uej2 = Up,o2s = 1,96,

ezért
u(X) e (—1,96;1,96),

igy elfogadjuk, hogy a beallitas j6l tértént.



NS
t-préba

Az t-prébat akkor alkalmazzuk, ha normalis eloszlasu v.v. (vagy
két v.v.) van a hattérben és ez(ek) szérasa nem ismert.

Egymintas t-proba

TegyUk fel, hogy X normalis eloszlasu v.v. (m, o)
paraméterekkel, ahol o nem ismert.

Most tehat valamely altalunk gondolt g esetén vizsgaljuk a
Ho : = po
nullhipotézist.

Ekkor a probastatisztika:

tX) = —=2v/n




Ekkor az alternativ H; hipotézis szerint a kdvetkezképpen
alakulnak a konfidenciaintervallumok:

H, konfidenciaintervallum
N#NO (_te 2(/7— 1)7te/2(n_1))
> pio (=00, t(n—1))
<o (—te(n—1),oo)

ahol t./o(n—1) és t.(n—1) az (n — 1)-szabadsagfoku t-eloszas
megfeleld értéke.



Kétmintas t-proba
Kétmintas esetben tehat
Ho : 11 = pz

Ekkor a probastatisztika:

HX,Y) =

I

X-Y \/n1n2(n1+n2—2)
V(= 1)(SD? + (n — 1)(Sp)2 M

ahol S az Xi, X, ..., X, minta korrigalt tapasztalati szorasa
és S;az Yy, Yo, ..., Yn, minta korrigalt tapasztalati szérasa.



Ekkor az alternativ H; hipotézis szerint a kdvetkezképpen
alakulnak a konfidenciaintervallumok:

H; konfidenciaintervallum
p 7 pr2 | (=ta(m +ne —2), & p(ny + na — 2))
P < 2 (—te(m + n2 — 2),00)
Hq > o (—OO, tg(n1 + No — 2))




Feladat: Egy erdei fenyves kapcsan rendelkezésre allnak
1960-bdl szarmazé 40 éves fakra vonatkozd adatok, 10
véletlenszeriien kivalasztott fa magassaga méterben:

19 27 23 24 22 26 22 29 24 22

Most is megnéznek 10 véletlenszerlien kivalasztott 40 éves
fenyt és a kdvetkez6 adatokat kapjak:

23 28 22 26 25 18 27 30 26 24

A feny6k magassaga normalis eloszlast kdvet. Lehet-e azt
vélelmezni, hogy valtozott a fenydk atlagmagassaga az elmdult
50 évben? Valaszoljuk meg a kérdést ¢ = 0, 1 elsbfaju hibaval!



Megoldas: Legyen X az 1960-as fenydk magassaga, ennek
varhato értéke legyen my, mig jeldlje Y a mostani fenydk
magassagat, az 6 varhat6 értéke m.

A hipotézisiink a kévetkezo:
Ho:my=mpy  Hy:my#mp
Ennek eldéntéséhez kiszamoljuk a prébastatisztikat:
X =238 Y=24,9
(19— 23,8)2 + (27 — 23,8)2 + - - - + (22 — 23,8)%

*\2
(81) - 9 874
23 _24.9)2 + (28 —24.9)2 + ... _ 2
(85)2:( 3 ;9)° + (28 E,99) + -+ (24 —24,9) 10,9
igy
(X, Y) = 23,8 —-24,9 1800:_0,79

- V9%8,4+9x10,9V 20



Masrészt a konfidenciaintervallumhoz ¢ = 0, 05 mellett

tey2(Mm + M2 —2) = to025(18) = 2,1,
ezért
HX,Y) € (—to,005(18), t,025(18)),

tehat elfogadjuk Hp-t, nincs lIényeges valtozas a fenydk atlagos
magassagaban.



Relativ gyakorisagok 6sszehasonlitasa két csoportban

Azt szeretnénk tesztelni, hogy két (nem feltétlenlil azonos
méretil) csoportban valamely tulajdonsag megléte azonos
valészinliségli-e, azaz ha p; az 1. csoportban a tulajdonsag
valoszinlisége és p> a masik csoportban, akkor

Ho:p1=p2  Hi:pr #p2

Megoldas: Vesziink az elsd csoportbdl egy ny elemi mintat, itt
a relativ gyakorisag legyen r; és vesziink a masodik csoportbdl
egy n» eleml mintat, itt a relativ gyakorisag legyen r».

Ekkor a probastatisztika:
rH—1nrn

- \/f1(1—f1) + r2(1—r2)

mn no

és a konfidenciaintervallum:

(_ue/27 ue/2)



Feladat: Egy kdzvéleménykutatd cég a partok tamogatasanak
felmérésekor 1000 embert kérdez meg. A szeptemberi
felmérésen az egyik partra 120 ember szavazott, mig a
novemberi felmérésen mar 140 ember. Kévetkeztethetlink-e
ezekbdl az adatokbdl arra, hogy nott a part népszeriisége. A
valaszat e = 0, 1 els6faju hiba mellett adja meg!

Megoldas: Jeldlje p; a szeptemberi és p, a novemberi
tényleges tamogatottsagot. A hipotéziseink a kdvetkezok:

Ho:p1=p2  Hi:pr #p2

Ekkor
120
rn = 1000 = 0,12 r, =1401000, ny = n, =1000,
igy a probastatisztika
U— 0,12-0,14 ~ 1,33

0,12x0,88 + 0,14x0,86
1000 1000



Masrészt e = 0, 1 mellett

Ue/2 = Upos = 1,65
és igy
U € (—Ucy2, Ue2)

tehat elfogadjuk Hp-t, nincs ers bizonyitékunk arra, hogy
lényeges valtozas tortént.



