Becsléselméleti alapfogalmak

A becslésnél az X1, Xo, ..., X, mintdbdl szeretnénk az X
hattérvaltozo6 egy jellemzdjét (tipikusan: paraméterét vagy
varhato értékét vagy szérasat) - jeldlje most ezt 6 -
megbecsulni. Ehhez kiszamoljuk a becslést:

0=0(X,X,...,Xn)

Azt mondijuk, hogy @ a 6 torzitatlan becslése, ha

~

E@®) =6

Példaul az X az E(X) egy torzitatlan becslése, mert

E(X) = E(X)
De az E(X) egy masik torzitatlan becslése Xi, mert
E(X) = E(X)

Melyik a jobb becslés?



Célszer(i azt valasztani, amelyiknek kisebb a szoérasa.

Az X hattérvaltozo egy 6 jellemzéjének a

~

0=0(X,Xz,...,Xn)

torzitatlan becslés hatasos becslése, ha neki a torzitatlan
becslések kozll legkisebb a szorasa.

Eloszlas Maximum-likelihood becslés | Hatasos becslés
(N, p) binomilis p=X X
A Poisson A=X X
Al i 1
A exponencialis A=% Fx
(m, o) normalis m=X,6=38 m=X
(0,0) egyenletes 0= X ol




Belathat6, hogy a maximum-likelihood becslés majdnem
torzitatlan és majdnem hatasos lesz, tehat j6l hasznalhato.

Az X hattérvaltozé egy 6 jellemzdjének a
On = 0(X1, X, ..., Xn)
torzitatlan becslés konzisztens becslése, ha
5,, — 0
majdnem biztosan, amint n — oc.

Megmutathato, hogy ha az X hattérvaltozonak véges a
szorasa, akkor X konzisztens becslése E(X) varhat6 értéknek.



Intervallumbecslések

Az alapfeladat az, hogy az X hattérvaltozo egy 6 jellemzoje
esetén adott 0 < € < 1 valdés szamhoz az X, Xo, ..., Xj
mintabol készitsiink olyan

01 = 01(Xs, Xo, ..., Xn)

és

02 = O( X1, Xo, ..., Xn)
ertékeket, hogy

Po(f1 <0< B)>1—¢
teljesliljon minden szdba j6hetd 6-ra.
Altalaban e = 0,05 vagy € = 0, 01.

Az (51,52) intervallumot 1 — e-szintl konfidencia intervallumnak
hivjak.



Konfidenciaintervallum szerkesztése (m, o) paraméter(
normadlis eloszlasra, ahol oy ismert

Az 0 < € < 1 legyen rogzitve. Adott Xi, X, ..., X, minta esetén
az X-bél indulunk ki. Célszerii olyan r.-t keresni, amire igaz,
hogy
PX—ro<pu<X+r)=1—¢,
azaz
P(—r.<X—pu<r)=1-—¢

Tudjuk, hogy X — . olyan normalis eloszIsu v.v., aminek a

varhato értéke 0 és szorasa % Ekkor

standard normalis eloszlasu v.v. lesz.



Olyan r. szamra van szikséglnk, amire

r. r.
o < m < o) = Peg) ~¢-ag) =
Vi Vn  Vn Vn Vn
r. r. r.
P(5)—(1-P(5))=20(5)—1=1—¢
Vn n n
azaz r c
(D( O’Z ) — !'7 5



Jelolje ug azt az ertéket, amelyre

€
Ekkor
€ r.
vn
ezért
O i
Tehat az 1 — e-szint( intervallum:
— Ugo‘o Ugo‘o




Megjegyzések:
1. Példaul e = 0,05 esetén us =1,96 igy a konfidencia
intervallum:

~ 00 g0
X—-1,96—.X+1,96—=
< o o ﬁ)

és e = 0,01 esetén us = 2,58, igy a konfidencia intervilum:

v 00 v o0
<X 2’58ﬁ’x+2’58ﬁ>

2. Tobb 1 — e-szintli konfidenciaintarvallum szerkeszthetd, de
ezek kozll a legrévidebbet az eldbb meghatarozott
intervallum adja, ezért ez optimalis megoldasa a
feladatnak.

3. Latjuk, hogy az intervallum hossza a mintaelemszam n
novelésével csdkken, 0-hoz tart.

4. Azt is latjuk, hogy az e csdkkentésével az intervallum
hossza nd, tehat ha biztosabbak akarunk lenne, akkor
nagyobb intervallomot kell valasztanunk.



Példak: Az 50 kg-os cementeszsakok készitésénél a
toltétdmeget lehet beadllitani, a széras adott. TegyUk fel, hogy
cementeszsakok sllya normalis eloszlast kbvet és a szoéras:
0,2.

1. Tegyik fel, hogy 16 zsakot vesziink, melyek sulyai:
49,9 50,2 50,1 49,7 49,8 49,9 50 49,8

49,8 50,3 50 49,9 49,8 49,9 50,1 49,8

Adja meg az € = 0, 05 értékhez tartozd konfidencia
intervallumot, azaz adja meg azt az intervallumot, ahova a
tényleges atlagérték 95% biztonsaggal esik

2. Hany zsakot kell lemérnem ahhoz, hogy 99% biztonsaggal
0,2 kg intervallumba ismerjem a tényleges atlagértéket?



Megoldas: Az atlagérték:

49,94 50,2 +---+ 49,8
16

X = = 49,9375
Az ¢ = 0,05 esetén up o5 = 1,96, ezeért

<X_1,96”‘j7,x+1,96”°>:

Vi Vi

0,2 0,2
49,9375 -1,96——, 49,9375+ 1,96—— | =
( V16 \/16)

(49,8395; 50, 0355)



A masodik kérdés megvalaszolasahoz olyan n-et kell
keresniink, hogy arra mar az

(7 UéO’O Y-|— U;O’o)
vn' vn
intervallum hossza legfeljebb 0,2. Ennek az intervallumnak a
hossza:
p G L g LIPS LY
_ _ — < ,
vn vn vn

Most 1 — ¢ = 0,99, azaz ¢ = 0,01, igy U,/» = Up 05 = 2,58.
Innen 0.2

2x258— <0,2

* \m <
5,160’2 <0,2 = n>267

vn

azaz 27 cementeszsakot kell megvizsgalnunk.



Konfidenciaintervallum szerkesztése (m, o) paraméter(
normalis eloszlasra, ahol & nem ismert

Az 0 < e < 1 legyen rogzitve. Adott X, Xz, ..., X, minta esetén
az X-bol indulunk ki. Célszer{i olyan r.-t keresni, amire igaz,

hogy o o
PX—ri<p<X+4+r)=1—¢,

azaz B
P(—re<X—p<r)=1-—c¢

Mivel o nem ismert, ezért nehezebb megoldani a feladatot.
Bevezetlink egy Uj eloszlast az un. t- vagy Student-eloszlast:

Legyen Zy, 2, ..., Z, figgetlen standard normalis eloszlasu v.
v.-k. Jeldlje
Y=Z24+2Z2+.. .+ 2?2

Ekkor Y-t n-szabadséagfoku y2-eloszlasu v.v-nak hivjuk.



Legyen Z szinén egy standard normalis eloszlasu v.v valtozo.
Ekkor
V4

VvY/n

v.v-t n-szabadsagfoku Student eloszlasnak nevezzik és
t(n)-nel jeldljuk, az 6 eloszasfiiggvénye: Gn(x).

Visszatérve az eredeti feladaunkra: megmutathat6, hogy X-sal
jelélve a mintaatlagot és S;-gal a korrigalt empirikus szorast

X

—
S v

eloszlasa t(n — 1) eloszlas lesz, azaz (n — 1)-szabadsagfoku
Student-eloszlas.



A feladat megoldasahoz valasszunk egy olyan £, »(n— 1)
szamot, melyre

€
Gn-1(tp(n—1)) =1~ 5
amit tablazatbdl lehet meghatarozni.

Ekkor
_tpp(n—1)S;

re = )
vn
azaz a keresett (1 — ¢)-szintl konfidencia intervallum:
— tpn—=1)8, — tnn-—1)S;
<X— /2( ) n7X+ /2( ) n)
vn vn




Megjegyzés: Ha n nagy (ezt altalaban n > 30 esetén mondjak),
akkor a t(n) eloszlasu v.v. jol kdzelithetd normalis eloszlasu
v.v-val. ezért ekkor a

— U S —  u S
<X— €/2 n,X+ €/2 n)

vn vn

képlettel szamolnak, mig az el6z6 oldalon szerepld képletet kis
n (azaz n < 30) esetén hasznaljak.



Feladat: Az 50 kg-os cementeszsakok tdmege véletlen
mennyiség, amirdl tudjuk, hogy normalis eloszlast kévet, de az
(m, o) paramétereket nem ismerjuk. Megmérjik 5 db
cementeszsak tdmegét és ezekre a kdvetkezd értékeket kapjuk
kg-ban:

49,7 50,1 49,8 50 49,9
Adja meg 95% valoszinliséggel, hogy az m varhaté érték
melyik intervallumba esik!

Megoldas: A Student-eloszlast fogjuk hasznalni. EI6szor
kiszamitjuk az atlagot és a korrigalt tapasztalati szérast:

49,7 +50,1+49,8 +50+49,9
5

(49,7 — 49,9)? + (50,1 — 49,9)% + (49,8 — 49,9)%+
(50 — 49,9)% + (49,9 — 49,9)2 =0, 1

(5=

X =

—49.9

— 0,025



Ezért

S*=0,158
Tudjuk, hogy n=5,1 - €= 0,95, azaz ¢ = 0,05. A tablazatbdl
latjuk, hogy

fo,0o5(n— 1) = lo005(4) = 2,77,
innen a konfidenciaintervallum:

<X— tj2(n— 1)S;,Y+ tj2(n— 1)S}$>

NG NG
2,77 %0,158 2,77 %0,158
49,9 - ST 9049 9 S ITF S 8
< v V5 >

azaz
(49,704; 50, 086)



